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Resumen

Este trabajo nace de la inquietud de un grupo de docentes de Matematica ante las dificultades ob-
servadas para la comprensién, por parte de los estudiantes, del teorema de existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones diferenciales de primer orden. Dicho teorema forma parte del programa
analitico de la asignatura Andlisis IV de los profesorados de Matematica y de Fisica de la Facultad de
Ciencias Exactas, Quimicasy Naturales dependiente dela Universidad Nacional de Misiones (FCEQyN-
UNaM), que se centra en el estudio de las ecuaciones diferenciales, de los sistemas de ecuaciones
diferenciales y en un estudio introductorio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Este documento tiene el propédsito de, por un lado, mostrar sintéticamente la perspectiva con que
se aborda el estudio de dicho teorema en diferentes libros de texto sugeridos desde la catedra; y
por el otro, la propuesta que se realiza, desde el equipo de docentes, para evaluar su aprendizaje
y por ultimo, exponer los resultados obtenidos en dicha evaluacién. El analisis de las respuestas
dadas por los alumnos refleja las dificultades que tienen para reconocer la estructura légica sub-
yacente a todo teoremay el manejo inadecuado de los razonamientos légicos detectado los lleva

a establecer conclusiones errdneas.

Palabras clave: ecuaciones dife-
renciales, teorema de existencia y
unicidad, ensefianza, aprendizaje,
ingenieria didactica.
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Abstract

This work is developed by the investigators in view of the
concern to handle the perceived difficulties, on the part
of students, in understanding the theorem of existence
and uniqueness of first-order differential equations. This
theorem forms part of Analytical Program of Analysis IV of
the faculties of Mathematics and Physics, from the Faculty
of Exact, Chemical and Natural Sciences dependent of the
National University of Misiones (FCEQuN-UNAM ), which
focuses on the study of differential equations, systems of
differential equations and anintroductorystudy of partial
differential equations.

First, thisdocumentis intended to show, synthetically, the
perspective from which the study of this theorem is dis-
cussed indifferent text books suggested from the subject,
and on the other hand, we display the proposal which is
made bythe team of teachers to assess learning to, finally
presenttheresults obtained in this evaluation. The analysis
of the answers given by students reflects the difficulties
to recognize the underlying logic of the whole structure
theorem, so in this way, improper handling of logical

reasoning leads them to establish erroneous conclusions.

Keywords: differential equations, exis-
tence and unigueness theorem, tea-
ching, learning, didactic engineering.
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1. Introduccion

En los dltimos afios, el equipo de citedra de la
Asignatura Andlisis IV® de los Profesorados en
Matemdtica y en Fisica de la Facultad de Ciencias
Exactas, Quimicas y Naturales dependiente de la
Universidad Nacionalde Misiones (FCEQyN-UNaM)
ha detectado, a partir de observaciones de clase y
delandlisisde lasproduccionesde los alumnos, una
serie de dificultades en lo referente al aprendizaje
de las ecuaciones diferenciales (ED). La asignatura
mencionada centra su atenciénenelestudio de as
ED, de los sistemas de EDy enun estudio introduc-
torio de las ED en derivadas parciales.

Este trabajo se deriva de las investigaciones que
los docentes han venido realizando en el marco
de un proyecto de investigacién® cuyo principal
propésito es caracterizar en qué medida los estu-
diantes recurren a conocimientos adquiridos, en
instanciasiniciales de su trayectoria universitaria,
comounrecurso para los primeros aprendizajes en
el @mbito de las ED.

El objetivo es mostrar las dificultades halladas
a partir del andlisis de las producciones de los
estudiantes referentes al teorema de existencia y
unicidad (TEyU) para un problema de valor inicial
de primer orden. Dicho problema se extrajo de la
bibliografia sugerida® desde la catedra después
de haber realizado una revision bibliografica para
situarellugar que ocupa el TEyU como objeto de es-
tudioy laimportancia institucionalque se le otorga.
Se sostiene que la perspectiva adoptada en los
libros de texto puede influir en la comprensién de
los estudiantes de determinados contenidos. En
ellos se reflejan la concepcién de la Matemdtica y
delaensefianzaala que adhiereelautory, deforma
indirecta, las teorias vigentes relativas a la forma
enque debenpresentarse los diferentes temas. Los
libros, segtin Campanario y Otero (2000), influyen
significativamente enelaprendizaje porque, porun
lado, losdocentes los consultan habitualmente para
orientarydirigir muchas actividades que conforman
sus propuestas dulicasy, por elotro, los alumnos los
usan como material de estudio. Es por eso que se
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estimé conveniente realizar un andlisis preliminar
de lapresentacion que hacen los libros de texto del
TEyU de soluciones para ED de primer orden.

Por otro lado, en lo referente a la ensefianza en
generalyde las ED enparticular, los investigadores
coinciden en que es posible lograr aprendizajes
significativos, en términos de Ausubel, Novak y
Hanesian (1983), recuperando los conocimientos
previos de los alumnos para que éstos funcionen
como anclaje de los nuevos que se espera cons-
truir. Estas premisas fueron tenidas en cuenta en
la formulacién de las actividades propuestas a los
alumnos. Entanto, Artigue (1995a) sefiala que las
dificultadas que se observan en la ensefianza del
cilculoeneldmbito universitario han llevado a que,
en los dltimos afios, se desarrollen muchostrabajos
de investigacién y de innovacién. Sin embargo,
advierte que no hayuna comunicaciénfluida entre
los investigadores debido a la diversidad de marcos
tedricos que sustentantalestrabajos de investiga-
cién. Esta ausencia de un paradigma dominante
también es reconocida por otros investigadores,
que ademds sostienen que en ciertos momentos
esta diversidad puede ser enriquecedora. Sin em-
bargo, el avance de la disciplina y la potenciacién
de sus aplicaciones précticas demandan unificar
esfuerzos para constituir un verdadero programa
de investigacién. (Godino, Bataneroy Font, 2007).
Artigue (1995a) realiza una resefia de las inves-
tigaciones que se han venido realizando en los
Gltimos afios en el marco de la ensefianza del
célculo eindica algunos problemas que tienen los
estudiantes para elaprendizaje de dicha drea, los
vincula a una comprensién incompleta de algu-
nos conceptos, como los de ndmero real, limite,
funcién, etc. Entre ellas, se destacan las ligadas
con la identificacién de lo que es una funcién:
plantea que se han encontrado dificultades para
articular los diferentes registros simbdlicos de
las expresiones de la nocién de funcién (para la
conversidn de un registro a otro o para trabajar
dentro de un mismo registro, por ejemplo en el
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registro grafico cuando se deben manejar simul-
tdneamente dos niveles de informacién, sobre la
funciény su derivada). Esto influye, en efecto, en
el abordaje de la solucién de una ED dado que el
proceso requiere hallar una funcién conocido el
comportamiento de su variacién.

Moreno Moreno y Azcarate Giménez (2003) coin-
ciden con Artigue y también advierten que las
dificultades se ven potenciadas por el estilode en-
sefianza predominante en el dmbito universitario,
centrada en el enfoque algebraico y en desmedro
de los enfoques cualitativos que resaltan el valor
de las ED como poderosas herramientas de mode-
lacién del mundo real. Para intentar solucionar
estas falencias se recomienda el estudio de las
ED mediante la integracién de los enfoques ana-
litico, numérico y grdfico. Esta postura también
la mantiene Habre (2000, citado por Dullius,
2009), quien sefiala que los avancestecnolégicos
hicieron que el estudio de los enfoques numérico
y cualitativo no tenga impedimentos.

2. Metodologia
Considerando las descripciones de Bardin (1996)
y Ander—Egg (2010) sobre las diferentes meto-
dologias de investigacidon en Ciencias Sociales, la
modalidad seguida aqui responde a un enfoque
descriptivo: seusarontécnicas de andlisis de con-
tenido que posibilitaron la recopilacién de datos.
Estasfueronusadas simultdneamente con las que
provee la metodologia de la Ingenieria Didactica.
Estaltima se caracteriza por plantearunesquema
experimental basado en las realizaciones diddc-
ticas enclase, disefiadas a partir de un trabajo de
concepcién, realizacidn, observacidony andlisis de
secuencias de ensefianza.
En la Ingenieria Didactica es fundamental el re-
gistro de los estudios de casos, y la validacién,
a diferencia de otros tipos de investigacién, es
interna y se efectda mediante la confrontacion
entre el andlisis a prioriy a posteriori.
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La Ingenieria Didactica se ejecuta siguiendo
las siguientes fases: 1) andlisis preliminar, 2)
concepcidn y andlisis a priori de las situaciones
diddcticas, 3) experimentacién y 4) andlisis a
posteriori y evaluacion (Artigue, 1995h).

3. Puesta en practica

de la Ingenieria Didactica

3.1. Andlisis de la bibliografia
Enelmarcode lasdos primerasfasesde la Ingenie-
ria Didéctica se realizé un anélisis epistemolégico
para identificar las caracteristicas del saber en
juego; se inspecciond una muestra de seis libros
escogidos intencionalmente atendiendo auntni-
co criterio: estar sugerido en la bibliografia pro-
puesta en el programa analitico de la asignatura
antes mencionada. El propésito de dicha revision
bibliogréfica fue ubicar el TEyU caracterizando la
secuencia propuesta en los libros de texto, anali-
zar la profundidad con que se lo aborda y a partir
de alli inferir la relevancia que se le confiere.
Como producto de tales acciones se deriva una
serie de reflexiones: en general el TEyU para pro-
blemasdevalor inicial de primer ordenesaborda-
do en todos los libros examinados. La secuencia
sequida por los autores es similar en la mayoria
de ellos: el teorema se presenta luego de haber
definido la terminologia especifica y explicitado
la simbologia relativa a las ED y antes de los mé-
todos pararesolver ED de primer orden (Zill, 1997;
Edwards y Penney, 2001; Nagle, Saff y Snider,
2001; Zill y Cullen, 2002). Sin embargo, en un
libro se estudianen primer lugar las ED lineales, se
enunciay demuestra el TEyU para éstas, luego se
presentan métodos analiticos pararesolver ED de
primer orden, finalmente el TEyU para problemas
devalorinicialde primer ordeny su demostracion
se deja para otra seccién (Boyce y DiPrima, 2000).
Yeneldltimo de los libros analizados este teorema
se presenta luego de finalizado el Capitulo 1, que
se ocupa del estudio de los métodos analiticos
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de resolucién de ED de primer orden (Kreyszig,
2002). Unareflexién que se deriva de este andlisis
es que seria mds productivo e interesante poder
establecer si la ED en cuestién en realidad tiene
solucidn antes de arremeter con la bisqueda de
la misma. Es por ello que llama la atencién que
este teorema recién sea tratado después de que
se hayan presentado los métodos de resolucion
analiticos. Por otra parte, entodos los libros anali-
zados la demostracién no acompafia al enunciado
del teorema sino que se deja para otra seccién,
generalmente estd en los apéndices.

Enalgunosde los libros sondeados no se incluye la
demostracién quizds porque implica la utilizacién
de conocimientos que no son desarrollados en el
texto (Zill, 1997; Zilly Cullen, 2002). En otros se
establece la equivalencia entre el problema de
valorinicialy la posibilidad de construir una ecua-
ciénintegral. Luego se utiliza el método iterativo
de Picard para generar aproximaciones sucesivas
que convergena la solucién (Nagle, Saffy Snider,
2001; Boyce y DiPrima, 2000; Edwards y Penney,
2001; Kreyszig, 2002). A propésito de este pro-
ceso constructivo, en las propuestas que realizan
Kreyszig, Boyce y DiPrima, y Edwards y Penney,
se aclara que la hipétesis de la continuidad de las
derivadas incluida en el teorema es mds rigurosa
de lo que se requiere, puede ser sustituida por
una condicién menosrestrictiva denominada con-

dicién de continuidad de Lipschitz' que asegura
convergencia en el método de Picard.

3.2. Analisis de eventuales dificultades

de los estudiantes y diseiio de la

propuesta didactica implementada
Para continuar con las dos primeras fases de la
Ingenieria también se estudiaron las dificultades
que tienen los estudiantes para la comprension
del teorema, detectadas a partir de observacio-
nes dulicas en afios anteriores. Se selecciond un
problema que involucra al TEyU sobre la base de
objetivos concretos prefijados por los profesores.
Para finalizar estas primerasfases de la Ingenieria
se llevé adelante laresolucion experta del proble-
ma afinde detectar las eventuales dificultades que
podrian surgir para los estudiantes y finalmente
se anticiparon los posibles procedimientos para
su resolucion.
Con respecto al teorema en estudio, en la bi-
bliografia se presentan diferentes enunciados
del mismo, todos ellos equivalentes. El trabajo
durante las clases de la asignatura Andlisis IV fue
extraido de Zill (1997) y se expone en la Figura 1.
A fin de identificar conflictos a los que se enfren-
tan los alumnos y obtener indicios del nivel de
comprensién delteorema antes citado se elaboré
la siguiente actividad (Figura 2).

L =S

Resolver:
Mxo0) = yo

Sujeta a

TEOREMA 1.1

Existencla de una solucion Unica

Sen R una regon rectanguly del plao xy, defunds pt @S x S he Sy S 4. que cootiene al
punto (xo, va) §if{x, v) v gffdy son contmun en F, entonces exnste un mtenvalo J, centrado

@)

en X, v una funcion tmica, }(x) defimda en J, que sansface ¢l problema de valor inicial Figura 1.

expresado por I ecwaciones (D) TEYU trabajado
\ J enclase.
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{ A
Demuestre que en el intervalo [0, 7] ambas funciones y, =1 ¢ y; = cosx satisfacen
el siguiente problema de valor inicial :
% + “i - "L‘: =0
¥0) =1 Figura 2.
(Por qué esto no contradice ¢l teorema de existencia y unicidad? Actividad
pmpuesta a
h J los alumnos.

La resolucién experta del problema permitié
identificar una serie de conocimientos inheren-
tes al mismo pero que no son inmediatos para el
alumno, por ejemplo, las relaciones que existen
entre los siguientes conjuntos del eje x real: el
dominio de lafuncién y(x), elintervaloTenelque
la solucidn estd definida o existe, y el intervalo I,
donde la solucién existe y es nica. En ocasiones
los tres conjuntos mencionados no coinciden,
como enelcaso que nosocupa. Lafuncién y=cosx
estd definida en todo el eje real, en tanto que la
solucién del problema de valor inicial existe solo
enlaregiéndelplano enque f(x,y) = —ﬂ es
continua, esto es para y € [~ 1,1]. Este intervalo
posible para y concuerda con el conjunto imagen
de la funcién y =cos x, en consecuencia x puede
tomar cualquier valor real. Por dltimo, la solucién
del problema de valor inicial es tnica solamente
enelintervalo en que

) _o(N1-9)
dy oy Vi-y
es continua, es decir, la variacion de y estard
limitada al intervalo (-1, 1). Esto conduce a la
exclusién de los puntos deldominio de la funcién
y=cos x que tienen como imagena y=Iyay=-1,
es decir, la variable independiente x pertenece a
alguno de los intervalos abiertos (nm, (n+ 1)m)
para n entero. Para el problema en cuestién, la
condicién inicial y(0) = 1 implica que el punto
(%, ¥,) al que hace referencia el teorema no esté
dentro delintervalo de existenciay unicidad, por
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lo que no severifican las hipétesisy enconsecuen-
cia, nada puede asegurarse sobre la tesis del mis-
mo. Eligiendo cualquier condicién inicial en que
y,seaestrictamente mayor que—1yestrictamente
menor que 1, el problema tendria solucién tnica.
Volviendo a la cuestién de cémo demostrar que
las funciones sugeridas son solucién, dado que
es lo primero que solicita a consigna, se pueden
sequir dos caminos: uno es la simple sustitucién
en la ED a fin de verificar la igualdad, y el otro es
resolverla y corroborar que las soluciones que se
obtienen coinciden con las dadas enelenunciado
del problema. Sibien ambas son viables, en ellas
subyacen dos formas diferentes de pensara la ED.
La primeraimplica reconocer yutilizar el concepto
de ecuacién y lo que significa la solucién de una
ecuacion desde un punto de vista algebraico. En
tanto, la sequnda requiere el conocimiento de
alglin método de resolucién de ED.

Elegir resolver la ecuacién supone el manejo de
diferentes saberes matemdticos, no solamente
aquellos relacionados con una técnica de resolu-
cién. Esde destacar que serequiere tener presen-
tes conceptos de trigonometria, diferenciabilidad
y continuidad de funciones y al mismo tiempo es
necesario reconocer que la funcién constante
y(x)=1 es una solucién singular de la ED que se
pierde en el proceso de separacion de variables,
dado que no hay eleccién posible de la constante
de integracién que conduzca a la misma.

A continuacién, como parte del andlisis de cémo
loresolveriaunexperto, se presenta laresolucion
siguiendo el sequndo camino descrito, es decir,

Yupana [n9. 15]



resolviendo la ED:

b +V1-y=0
dx

ay _ i
= N1

dx ¥

Usando el método de variables separables, para
valoresde yen (-1, 1):

_dy d
I\’Tf j X
arcsen(y)=—x+C
y=sen (-x+()

La expresién obtenida antes corresponde a la
solucién general de la ED, puesto que genera
infinitas soluciones de acuerdo a los diferentes
valores que admite la constante de integracién
C. Se llama solucién particular de [a ED a la que
se obtiene de la solucion generalasignando cual-
quier valor determinado a la constante arbitraria
C. Atendiendo a la consigna, se usa la condicion
inicialy(0)=1del problema en andlisis, se tiene:

1=sen(C) = C= %T{+2nﬂ:

En este caso, debido a la periodicidad de la funcién
que resuelve [a ED, se obtiene como solucién parti-
cularunaexpresién que incluyeunpardmetro que da
cuenta de esta periodicidad. La expresién simbélica
de la solucién particular que satisface la condicion
inicial dada en el enunciado del problema es:

y= sen(—x+%n + 2m‘t)

Es natural elegir n=0, y teniendo en cuenta la
identidad trigonométrica siguiente:

T
sen (E— x) =cos(x)
se obtiene la solucién y=cos x dada en el proble-

ma, con lo cual se ha probado que la misma es
una solucién del problema de valor inicial. En el
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intervalo sugerido en elenunciado del problema,
la funciéncos x es inyectiva y su conjunto imagen
incluye alintervalo en que

of (x.y)

oy

es continua, esto es al intervalo abierto (-1,1).
Hay que notar que para la otra solucién propues-
ta, es decir, y(x)=1, no hay eleccién posible de la
constante de integracién C que permita deducir
esta solucién particular a partir de la solucién
general y=sen (-x+ (). Enefecto, siy(x)=1, para
todo valor de x, se tiene:

1=sen(-x+()
T

—+2nm=—-x+(C
2+ +

C==+2nm+x

~ e

Que contradice el hecho de que Cseauna constan-
te puesto que depende delvalor de x.

Por otra parte, la ED también admite otras solucio-
nes, por ejemplo, la funcién definida por

cos(x)+C six=0
(p(x)—{l si0=x.

Cabe aclarar que esta solucién tiene relacién con
otros conceptos matemdticos ya estudiados, como
por ejemplo funciones definidas por partes, su
continuidad y existencia de su derivada, particu-
larmente enx=0.

Por otraparte, cuando se anticiparon los posibles
procedimientos de resolucién de los alumnos,
se esperaba que no tuvieran dificultades para
demostrar, por sustitucién, que las funciones
dadas son solucion de la ED. Por el contrario, se
pensé que las dificultades se presentarian si los
estudiantes decidian resolver la ED, dado que en
el proceso se obtiene una solucién implicita que
debe ser llevada a su forma explicita a fin de poder
compararla con la dada enelproblema, y ademds
al ser ésta una funcién trigonométrica, tal como
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se mostré en las lineas precedentes, hay infini-
tos valores de la constante de integracién que
satisfacen la condicién inicial dada, por lo que es
conveniente elegir uno de ellos y mediante iden-
tidadestrigonométricas conocidas, deducir que la
soluciéndadase desprende de la solucion general.
También se supuso que resultaria conflictivo el
reconocer que el teorema establece condiciones
suficientes pero no necesarias para la existencia
de solucién. En este sentido, se esperaba que
surja el razonamiento incorrecto que consiste en
negar la tesis del teorema una vez corroborada
que no se cumplen las hipétesis del mismo. Es
decir, se anticipé que, al no verificarse una de las
condiciones que establece a hip6tesis del teorema
(g—f no es continua), los alumnos responderian
queelproblema devalorinicial no tiene solucién.

3.3. Implementacion
de la propuesta didactica

Por otro lado, lafase de experimentacién consistié
en la puesta en escena de la actividad elegida. La
misma se ejecutd en el contexto del primer examen
parcial de la asignatura mencionada (cohorte
2012). El problema en estudio era el primero de
un total de cinco ejercicios que conformaban el
examen. ELl examen fue resuelto en forma indivi-
dualyse destinarontres horas para su resolucién.
Esta evaluacion serealizé con posterioridad al tra-
tamiento, por parte de la docente, de los tépicos
relacionados con métodos analiticos, graficos y
numéricos de resolucién de ED de primer orden,
resolucién de ED de orden superior con coefi-
cientes constantes y Transformadas de Laplace
aplicadas a laresolucion de ED.

El propésito de incluir esta actividad relacionada
con el TEyU en un examen parcial estaba relacio-
nado con fomentar instancias evaluativas que
permitan mostrar aprendizajes no memoristicos
dado que la resolucién de la situacion elegida
demanda la comprensiéndelteoremaen cuestion
mds que su recitado. Al mismo tiempo requiere
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prestar especial atencién a la estructura l6gica
que subyace al teorema, puesto que un manejo
inadecuado de los razonamientos légicos por
parte de los alumnos lleva al establecimiento de
conclusiones incorrectas.

3.4. Discusion de los procedimientos
empleados por los estudiantes

A partir de lo observado en el transcurso de los
tltimos afios, se infiere que la comprensién de
este teorema resulta ser una ardua tarea para los
estudiantes.

Las cuestiones mds sobresalientes que surgen del
andlisis realizado sobre la base de las produccio-
nesde los estudiantes se discuten a continuacién.
Elndmero de alumnos querealizd elexamenfue de
25, de los cuales 11resuelvenenformacorrectael
problema en cuestidny los demds dan respuestas
incorrectas pero con resoluciones que denotan
diferente nivel de apropiacién de los conceptos
evaluados. Se puede notar que de aquellos que
no logranunacomprension adecuada del teorema
hay cuatro que no tienen dificultades para mostrar
que las funciones dadas (por sustitucién) son
solucién de la ED, y sin embargo no pueden jus-
tificar porque no se contradice el teorema. Otros
citan correctamente el teorema pero identifican
incorrectamente el objeto f(x,y) al que dicho
teorema hace referencia, puesto que consideran
toda la ecuacién diferencial como dicha funcién.
La respuesta dada por un alumno se limita a con-
siderar la continuidad de la derivada de la funcién
f(x,y) conrespecto a y; fundado en ello concluye
que, como tal derivada no es continua y se anula
para y=0 (esta dltima cuestién sefialada es total-
mente ajena al TEyU), no se puede asegurar que
exista una solucién tnica al Problema de Valor
Inicial (figura 3). A su vez, se puede sefialar una
confusiénen la notacion, puesto que el estudiante
escribe la derivada parcial de y" con respecto a
yen lugar de la derivada de f con respecto a y.
Posiblemente dicha confusidn tenga su origen
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en el hecho de que al escribir la ED en la forma
v’ =f(x,y), yderivar ambos miembros con respecto
a yse obtiene la igualdad

.

e o
—— V=

c

5 C—yf( ) -

En caso de elegir trabajar con el primer miembro
dedicha expresién, surge elinconveniente de que
se pierde de vista la relacién de dependencia que
hay entre las variables x e y (Figura 3).

Otros alumnos analizan la continuidad de las so-
lucionesy con sustento en estos andlisis obtienen
conclusiones sobre la existencia y unicidad de
éstas, es decir, sobre la base de la continuidad
de las soluciones concluyen que éstas existen.
Siguiendo este razonamiento habria que hallar
la solucién de una ED y analizar su continuidad,
pero si la solucién se puede hallar es porque

existe, y en ese caso no tendria sentido formular
un teorema. Procedimientos de esta indole se
muestranen la Figura 4. Cabe destacar que laidea
derecurrir alteorema es justamente probar que la
ED tiene solucién antes de emprender la tarea de
resolverla. ELproblema principal que se infiere de
estos razonamientos es que los alumnos no pue-
den identificar la estructura ldgica que subyace
al teorema, consecuentemente no pueden sacar
conclusiones acertadas sobre larelacién que debe
existir entre la hipétesis y la tesis del mismo.

Otros dos alumnos concluyen que como la derivada
de f(x,y) con respecto a y no es continua queda
asegurada la existencia de mds de una solucion.
Este razonamiento fue anticipado por las autoras
del presente trabajo en las fases de andlisis a
priori de la Ingenieria. Ademds, uno de ellos no
tomaen cuenta la otra condicién del teorema que
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tieneque ver con la continuidad de f(x,y) (Fig.5a).
En la Figura 5b), se transcribe un fragmento del
examendeuno de estos alumnos (que por razones
de legibilidad no pudo ser digitalizado). En él se
observa que identifica y aplica correctamente las
condiciones que seglin el teorema en estudio,
debe cumplirun problema de valor iniciala fin de

tener soluciénnicay, como no se verifica lacon-
tinuidad de la derivada, concluye que debe haber
mds de una solucién. Al mismo tiempo debemos
indicar que elalumno se equivoca en la maneraen
que se denotaun punto. Afirma que la derivada no
es continua en y(0)=1, y deberia haber indicado
que no lo es enel punto (0,1).

4 A
a. T ,!2?.’, ‘._,d,._.,\,r_ wn < e P@S =Meds e b & pADs
acke ED doedng ap}:u\xt) _l"l"\.:( de oo s , otk P W
welepds poge y(X) Tt @ su@ = (A) $on w2 de
b ey (pia) =t @& sdess Sep> de B EX). Figura 5.
b Ejemplos de razona-
7 I . x o _ ; _ mientos incorrectos:
fxy) ..‘i )" escontinua en[0,7]. Sin embargo pw ﬁ no es continuaen y(0) =1, 10 se toma en cuenta
porlo tantono verificala hipétesis del teorema de existencia y unicidad, y por ello no verificara qu:ziteorem;”
. : . establece condiciones
la tesis tendré solucién tnica .
e s ) suficientes pero

.

_J  nonecesarias.

Enrealidad, el teorema asegura que la ED tendra
solucidn en caso de que la funcién f(x,y) sea con-
tinuaypermite asegurar la unicidad de la solucién
si escontinua, siésta no es continua no se puede
saber siva a haber una o mas de una solucién.
Por otro lado, tal como ya se menciond antes,
se puede demostrar que las funciones dadas son
solucion por dos caminos: la sustitucion en la ED
o la resolucién de la ED a través del método de
variables separables.

Talcomo fue anticipado, la mayoria de los alumnos
se decidié por lo primero yen lineas generales no
hubo dificultades. Un solo estudiante opté por
resolver la ED usando separacién de variables; el
procedimiento de resolucién en general fue apli-
cado de forma correcta (Figura 6). Sin embargo,
al olvidar incluir la constante de integracién no
puede extraer informacién que le sea de utilidad,
yenconsecuencia no puede deducir que y(x )=1es
una solucién singular y que y(x )=cosx se obtiene
para la constante de integracién dada por

1 .
C= ?ﬂ+2m1: , connunndmero entero.
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Falta la constante de integracion
V no obtiene informacidn dtil
pararesolver el problema.
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4. Reflexiones finales
Sobre la base del andlisis de las producciones de
los estudiantes se pudo observar que, en lineas
generales, la mayoria tiene problemas con la
implicacién l6gica que subyace al problema: no
se reconoce que la falta de cumplimiento de las
hipotesis del teorema implica que nada puede
decirse sobre la tesis del mismo, es decir, la tesis
puede cumplirse o no, y ahi justamente estd el
motivo de porqué no se contradice el teorema. A
partir de esto, se cree que los alumnos tienen poco
dominio de a estructura de implicacién l6gica que
siguen los teoremas.
Asi, surge también la necesidad de efectuar un
andlisis de las practicas docentes y de la biblio-
grafia que se maneja en el dmbito académico a
fin de detectar si éstas realmente permiten la
construccién de modelos, la utilizacién de cono-
cimientos previos, a superacién de obstdculos
y la integracién entre los diferentes contenidos
matemdaticos abordados a lo largo de su trayecto
por la Universidad.
Resta, como equipo de investigacién, plantearun
esquema de trabajo que involucre a otras citedras
que se focalizan en el estudio de estructuras y
razonamientos légicos a fin de superar las difi-
cultades detectadas.
Sibien desde elequipo de trabajo se ha discutido
la necesidad de pensar en propuestas de ensefian-
zaqueinvolucren situaciones intramatemdticas de
las que emerja elteorema, no se handisefiado atin
situaciones enun contexto extramatemadtico, por
lo que queda pendiente profundizar acerca de la
construccién de problemas «del mundo real» y su
relacién con el teorema de existencia y unicidad
de solucién de ED de primer orden.
Este estudio puede resultar de interés para quie-
nes ensefian ecuaciones diferenciales, dado que
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caracterizar en qué medida los alumnos recurren
a conocimientos previos para abordar las ED
posibilitard generar propuestas donde el foco
esté centrado en interpretar la ED para extraer
informacién, establecer relaciones entre objetos
matemadticos conocidos, haceruso de propiedades
y teoremas que anticipen caracteristicas de las
soluciones, y de esta manera ocuparse de otras
cuestiones, ademds de las técnicas de solucion.
Especificamente, en esta experiencia se pudo
observar que los alumnos tienen dificultades
para trasladar a otros contextos los aprendizajes
que hanadquirido en el &mbito de la Légica. Esto
se puede vincular a las premisas del aprendizaje
significativo, que supone que el aprender es un
proceso que implica construcciones y reelabora-
ciones de los esquemas de conocimientos.
Aunque son miltiples losfactores que influyen en
el aprendizaje de diferentes conceptos, se piensa
que los libros de texto pueden obstaculizar o favo-
recer instancias de aprendizaje. De a revisidn bi-
bliogréficarealizada surge la inquietud de que en
la mayoria de lostextos no se enfatiza tanto que el
teorema establece condiciones que son suficientes
pero no necesarias para la existencia de solucién.
Eneste sentido, solo el texto de DennisZill (1997)
loremarca através de diversos ejemplos aclarando
que sino se cumplen las hipétesis delteorema en
cuestién puede pasar cualquier cosa con la ED:
puede tener solucién o no tener; y en el caso de
que tenga solucién, ésta puede ser inica o no.
Eldesafio pendiente para los docentes es generar
situaciones de aprendizaje que busquenen cierta
forma revertir estos resultados y que posibiliten
unestudio integrando los enfoques analitico, nu-
mérico y cualitativo acorde a las recomendaciones
hechas por los investigadores.
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Notas
' Una versian preliminar de este trabajo fue presentado con el titulo: «Dificultades de los alumnos
para la comprensién del teorema de Existencia y Unicidad» en las Jornadas Cientifico Tecnolégicas
que organizé la Secretaria de Ciencia y Técnica de la Universidad Nacional de Misiones del 15 al 17
de mayo de 2013 por los mismos autores.
(@) La asignatura Analisis IV se cursa en el primer cuatrimestre de tercer afio de las carreras mencio-
nadas, con una carga horaria semanal de seis horas reloj, distribuidas en dos clases de tres horas
cada una de cardcter tedrico préctico.
3 El proyecto dentro del cual se enmarca este trabajo se denomina «Contenidos matematicos bdsi-
cos: ;en qué medida son un recurso para los primeros aprendizajes de ecuaciones diferenciales?».
) Algunos de los libros sugeridos en el programa de la asignatura son: Apéstol, T. (1967). Calculus,
Vols. TyII, Buenos Aires: Reverté; Ayres, F. (1992). Ecuaciones Diferenciales. México: McGraw—Hill;
Blanchard P.; Devaney, R.; Hall, G. (1999). Fcuaciones diferenciales. México: Thomson; Borrelli, R.
y Coleman, C.S. (2002). Ecuaciones Diferenciales. Una perspectiva de modelacién. México: Oxford
University Press; Boyce, W. y DiPrima, R. (2002). Ecuaciones Diferenciales y problemas con valores en
la frontera. México: Limusa Wiley; Edwards, H.; Penney, D. (2001). Ecuaciones diferenciales. México:
Prentice Hall; Kreyszig, E. (2002). Matemdticas avanzadas para Ingenieria, Vols. TyII. México: Limusa;
Nagle, K.; Saff, E. y Snider, A. (2001). Ecuaciones diferenciales y problemas con valores en la frontera.
México: Addison Wesley; Zill, D. (1997). Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones de modelado.
México: Thomson; Zill, D. y Cullen, M. (2002). Ecuaciones Diferenciales con problemas de valores en
la frontera. México: Thomson.
#) Condicion de Lipschitz: siR esuna regién del espacio (x,y) de dimensién 2, entonces se dice que
la funcién fix,y) es continua de Lipschitz en R, siempre y cuando exista una constante positiva k tal

que | f(xy)-flx.y)| skly,-y,l-
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