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Resumen
En este articulo presentamos avances de un estudio sobre conocimientos infantiles y condiciones
diddcticas para el tratamiento de problemas aditivos que buscan ampliar los sentidos del simbolo
igual que habitualmente setratan en la escuela primaria. Analizamos las respuestas auna coleccién
de problemas presentados en primer ytercer grado que exigen analizar la validez de equivalencias
entre calculos o entre célculos y ndmerosy, en otros casos, completar equivalencias. Los alumnos
debian determinar lavalidez de las mismasy justificar sus respuestas bajo la restriccion de no hacer

calculos, niobtener resultados numéricos. Las situaciones elegidas ponen en juego un sentido del

simbolc A tura con el sentido mas usual de las matematicas escolares de
los pri _

OSPIT Annotate  Highlight

Elproble.oo e ... doen didlogo con diferentes enfoquesy antecedentes. Hacemos

foco en lasrespuestasyresoluciones delos alumnosincluyendo un detallado analisis de los errores
ydelas justificaciones escritas para cadauno de los items que componen los problemas. Asimismo,
compartimos algunos aportes y reflexiones sobre la organizacion de las clases en vistas a generar

espacios de produccion de conocimientos matematicos nuevos.

Palabras clave: ensefianza de
las matematicas, simbolo igual,
escuela primaria.
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Abstract

Inthis article we present the advances of a study on children’s knowledge and didactic conditions for
the treatment of additive problems that seek to extend the meanings of the equal sign as it is usually
treated in primaryschool. We analyze the answers to a collection of problems proposed to first and third
grade students that require analyzing the validity of equivalences between calculations, or between
numbers and calculations and completing equivalences. The students had to determine the validity
of those equivalences and justify their answers neither by making any calculations nor obtaining
numerical results. The chosen situations promote a sense of the symbol that generates a rupture with
the more usual sense of school mathematics in the first grades.

The didactic problem is analyzed in connection with different approaches and precedents. We focus
on the answers and resolutions of the students including a detailed analysis of the errors and justifi-
cations written for each of the items of the problems. In addition, we share some contributions and
reflections on the organization of the classes in order to generate spaces for the production of new

mathematical knowledge.

Keywords: teaching of mathema-
tics, equal sign, primary school.
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1. Introduccion al problema
y antecedentes®
Desde hace varios afios ha sido reconocida latensian
cuando los alumnos se inician en el estudio del al-
gebra enla escuela secundaria dado el quiebre que
se provoca con el tratamiento aritmético propio de
la escuela primaria. La ruptura epistemoldgica y
didactica que supone el llamado «pasaje de la arit-
mética al algebray» hasido estudiada por numerosos
investigadores (Arcavi, 1994; Chevallard, 1985,
1989; Barallobres, 2000, 2017; Kierany Filloy Yagiie,
1989; Panizza, Sadovskyy Sessa, 1995, 1996, 1999;
Sadovsky, 2005; Sadovskyy Sessa, 2005). En lineas
generales, estos estudios se ubican a fines de la
escuela primaria o enlosinicios de la escuela secun-
dariayexploran, entre otras cuestiones, problemas
que motorizanuna entrada al trabajo algebraico bajo
una gestion de la clase centrada en la circulacion
de nuevas relaciones y formas de pensar. Uno de
los sentidos de dichos estudios, ha sido apuntar a
un trabajo reflexivo y comprensivo de resolucién
de problemas que exijan untratamiento algebraico
de manera tal, que los nuevos recursos y modos de
abordaje delosproblemas se elaboren a partir de ser
medios necesarios para su resolucién (en oposicidn
a aquellas perspectivas cldsicas que se centran en
introducir el uso de ecuacionesyla manipulacion de
expresiones como «traduccion» de los problemas a
unlenguaje algebraico presentado por el docente).
Arcavi (1994) analiza el poder de los simbolos
para mostrar y probar relaciones que superan el
tratamiento aritmético. Plantea que es preciso y
deseable que los alumnos logren interrumpir un
procedimiento mecanico para buscar otras apro-
ximaciones que impliguen leer expresiones para ir
mas alld de la blsqueda de manipulacidn y resul-
tados. Este autor enfatiza que este tipo de trabajo
matematico agrega conocimientoy discernimiento,
esdecir, mds «capas» derazonamientos que ayudan
atener concienciay sentido de los roles diferentes
que puedenjugar los simbolos endistintos contex-
tos. Seriala también que el simbolismo algebraico
deberia ser introducido desde el comienzo en las
situaciones para que los alumnos puedan apreciar
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cuan poderosos pueden ser los simbolos para
expresar generalizaciones vy justificaciones de los
fendmenos aritméticos. Esta dltima idea constituye
un importante fundamento para pensar y analizar
los problemas que aquf se presentan.

Sadovsky y Sessa (2005) y Sessa (2005) compa-
ran las practicas aritméticas con las algebraicas
y caracterizan a estas Ultimas. Sefialan que en la
aritmética dela escuela primaria el trabajo se centra
enlaresolucién de problemas con enunciados que
requieren una o varias operaciones aritméticas,
con datos determinados vy, en general, con una
tnica solucion. Los alumnos deben elegir datos
para operar con ellos y arribar a una solucion; las
relaciones que alli'intervienen seutilizan por pasos
sucesivos. Por el contrario, las practicas algebraicas
exigen explicitar relaciones entre conjuntos de in-
cognitasydatos paraarribarala solucion; permiten
un tratamiento de lo general y facilitan la explo-
racion y validacion de propiedades. Estas autoras
explicantambién que el objeto dela aritméticadela
escuela primaria sonlos niimeros, mientrasque en
el dlgebra elemental son las relaciones. Balacheff
(2000, citado en Sadovskyy Sessa, 2005) distingue
los modos de control en aritmética y en dlgebra®®:
sefiala que los contextos extra-matematicos de la
aritmética no exigen demostrar que se hanagotado
todas las soluciones, encambio, esta cuestionesun
punto central en el tratamiento algebraico.
Algunosde los estudios citados han explorado «in-
genierias didacticas»® (Artigue, 1995) buscando,
entre otras cuestiones, presentar problemas que
posibiliten inicialmente a los alumnos utilizar sus
conocimientos aritméticos; pero, a medida que se
complejizanlos problemas, la aritmética les resulta
insuficiente y se inicia un tipo de tratamiento mas
algebraico. GrimaldieItzcovich (2013), al analizar
tensiones en el paso de la escuela primaria a la
escuela media, comparten reflexiones sobre las
maneras enlas que sevivenlas matematicasenam-
bos niveles de escolaridad. Nos advierten acerca de
cémo los mismos objetos pueden adquirir sentidos
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diferentes segin el tipo de institucién, tal como
sucede con el simbolo igual. Los autores sefialan
que en la escuela primaria este simbolo es usado
casi exclusivamente en su funcién de anunciar un
resultado, mientras que en las expresiones alge-
braicas adquiere el sentido dela equivalencia. Otras
rupturas analizadas refieren al tipo de practicas:
porejemplo, lasletrasenlaescuela primaria suelen
representar incdgnitas mientras que en la escuela
media representan variables o indeterminadas.
También Barallobres (2000) analiza el estatus del
simbolo igual entre las rupturas. Enla aritmética de
laescuela esutilizado como anuncio deunresultado
(igualmente aclara que pueden encontrarse escritu-
rasdeltipo4+3=6+1, enlacual el igual implicaria
una relacién de equivalencia). Este autor analiza
como el estatus aritmético del simbolo igual puede
constituirse enun obstdculo para el aprendizaje del
algebra, por ejemplo, provocando la aparicion de
expresiones que violanlatransitividad y la simetria
delaigualdad (porejemplo, 18+ 12=30-5=25)%.
KieranyFilloyYaglie (1989) sefialan que considerar
que el miembro de la derecha de unaigualdad debe
indicar un resultado, puede permitir a los alumnos
comprender ecuaciones del tipo 3x—5=2, pero no
otrascomo 3x - 1=x+5. Sinembargo, también se-
fialan queuna comprension pobre del simbolo igual
y de las equivalencias no necesariamente significa
baja destreza para resolver ecuaciones.
Papini(2003) considera que la actividad algebraica
es una practica, una manera de abordar problemas
matemdticos; incluso sefiala que algunos autoresla
mencionan como una «miniculturay. Esta actividad
usa como apoyo y punto de partida a la aritmética,
perova masalla, ampliando horizontes, resolviendo
de modosdistintos, através de nuevas herramientas.
La autora analiza como el dlgebra puede servir para
modelizar dentro yfuera dela propia matematica, y
de qué manera esta modelizacion permite generar
conocimiento. Un aspecto importante que forma
parte dela actividad algebraica es la generalizacion,
intimamente relacionada con la modelizacién, que
implicaun modo de pensaryuna blisqueda constan-
te de regularidades, en busca de cuestiones que se
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repiten estructuralmente, para luego inferir que se
cumple la misma estructura paraun grupo amplio de
situaciones. Detal modo, el dlgebra permite analizar
casos genéricos y luego deducir lo que sucederia
con cualquier caso particular, a diferencia de lo que
ocurre con el tratamiento aritmético.

Los diferentes autores mencionados muestran
que aprender dlgebra implica un cambio de tipo
de pensamiento, pasar de situaciones numeéricas
concretas a proposiciones mas generales sobre
los nimeros ylas operaciones, y pasar de un modo
mas informal a un modo mas formal de analisis de
las situaciones y de representacion yresolucion de
problemas. Compartimos con ellos la concepcidn
didactica yde trabajo matematico escolar centrado
en la produccién de los conocimientos a través de
interacciones con un medio resistente que es ge-
nerador de desequilibriosy de nuevos aprendizajes
matematicos (Brousseau, 1986, 2007).

Desde otra perspectiva, los dltimos afios han
sido muy fecundos en la produccién de una linea
de investigacién denominada Algebra Temprana
(Brizuela, y Schliemann, 2003, 2004; Carraher y
Schliemann 2002a, 2002b; Carraher, Schliemann
y Brizuela 2000, 2001, 2011; Martinez y Brizuela,
2006; Schliemann, CarraheryBrizuela2001, 2011;
Schliemann y Carraher, 2002). Estos estudios
intentan instalar desde la escuela primaria, un
pensamiento algebraico v la puesta en circulacion
de consecuentes formas notacionales para el trata-
miento de problemas que, cldsicamente, suelen ser
considerados algebraicos y tratados en la escuela
secundaria. Existe hoy bajo la direccidon de estos
autores, entre otros, un programa de investigacion
y de formacidn docente continua que busca explo-
rar clases de problemas que amplian la tradicidn
aritmética de las matematicas escolares iniciales.
Estos investigadores cuestionan la tajante sepa-
racion entre aritméticas para la escuela primaria y
algebraparala escuela secundariay conceptualizan
laposibilidad de abordar una perspectiva algebraica
de problemas aritméticos en las matematicas de la
escuela primaria, desde la cual los nifios puedan
tratar y representar relaciones entre conjuntos de
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ndmeros. Plantean la posibilidad de «generalizarla
aritmética» y de ofrecer a los alumnos, desde la es-
cuela primaria, herramientas para tratar problemas
algebraicos a partir de situaciones que suelen tra-
tarse de manera aritmética. Esto implica tratar con
variables y no solo con datos concretos, estudiando
lasrelaciones que se establecen entre las diferentes
variablesylasreglas para entrelazar esasrelaciones.
Carraher, Schliemanny Schwartz (2007, traduccién
2013) explicanque el dlgebraenla escuela primaria
difiere de la que habitualmente se ensefia en la
escuela secundaria, dado que se desarrolla sobre el
soporte contextual de situaciones problematicas,
introduce la notacion formal de manera gradual vy
estd entrelazada con temas del curriculo de este ni-
vel de escolaridad. Para estos autores, el tratamiento
algebraico inicial, implica el pasaje de lo particular
a lo general: letras para designar variables, uso de
tablas, graficos y notaciones algebraicas sencillas.
Concluyen que alusar ciertas herramientas notacio-
naleslosalumnos pueden, de formatemporaria, abs-
tenerse del contexto de la situacién problematica,
centrar su atencion en los simbolos escritos y operar
conellos. Enlasclases proveenalosalumnos de for-
mas especificas notacionales como medio parauna
entrada en el pensamiento algebraico. Desde este
punto de vista, las representaciones se constituyen
en objeto de trabajo explicito en las experiencias
didacticas de estos grupos de investigacion.

Compartimos y hacemos nuestras sus preguntas
acerca de las posibilidades de aprender, en la es-
cuela primaria, a resolver problemas aritméticos
que exijan cierto nivel de tratamiento general —un
analisis de ciertas relaciones y variables— en lugar
de la usual restriccién escolar a tratar cantidades
particularesyabuscar resultados numéricos. Enten-
demos que esta posible ampliacion de los objetos
de estudio escolar constituye en si mismaunaporte
valioso para pensar la ensefianza (en particular en
México yArgentina, donde los documentos curricu-
lares oficiales no abordan estas clases de problemas
y practicas). En el presente estudio, hemostomado
también de esta sequnda perspectiva algunos tipos
de problemas que motorizanunaentradaaunpen-
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samiento algebraico ylos hemos estudiado desdela
primera perspectiva didactica mencionada‘®.

En este sentido, quisiéramos explicitar algunas
diferencias enla concepcion de gestion dela clase
coneste segundo grupo de estudios. Como partimos
de la idea de que los conocimientos matematicos
deben ser elaborados como medio de solucién de
los problemas a los que los alumnos se enfrentan,
nos interesa centrarnos en la produccion intelec-
tualauténoma de los nifiosyenuna gestionde clase
que esté sostenida, centralmente, porla nociénde
devolucion, es decir, por el conjunto de interven-
ciones docentes dirigidas a otorgar a los alumnos
la responsabilidad intelectual de sus decisiones
matematicas vy a instalar un proceso colaborativo
de produccion a partir de los recursos elaborados
porlos propios alumnos (Brousseau, 1986). Desde
este punto de vista, consideramos las notaciones
—tanto espontaneas como convencionales— como
marcas o sefiales de las conceptualizaciones y pro-
cedimientos de resolucién infantil.

Entre los antecedentes mas especificos para el
contenido de la parte de esta investigacion que
aqui se reporta, mencionamos el trabajo de Castro
y Molina (2007). Desde el enfoque de «élgebra
tempranay destacan la importancia de la ense-
fianza del pensamiento relacional. Este tipo de
pensamiento, sefalanlasautoras, busca centrarla
atencion en las propiedades de las operaciones y
enlatransformacionde expresionesyoperaciones.
Se proponen estudiar el desarrollo y la evolucion
de la comprensian del igual a partir del andlisis
de igualdades que pueden ser, o no, correctas. La
investigacion se realizd con nifios de 3er grado
(7-8 afios). Indagan las ideas iniciales que tienen
los nifios sobre el simbolo igual y los errores que
aparecen al considerarlo como anticipador de resul-
tado, ala derecha. Porejemplo, algunos nifios con-
sideranfalsalaigualdad cuando el resultado estdaa
la izquierda. Las autoras reportan cémo a lo largo
de cinco sesiones algunos alumnos pudieron pasar
deunaprimeraforma de entender el igual comoun
«estimulo para dar una respuesta» a concebir su
presencia como «expresién de equivalencia». De
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este estudio tomamos algunas de las equivalen-
cias con las que se ha trabajado —aunque nuestra
intencidn no estd puesta en evaluar la adquisicion
del pensamiento relacional.

Por otra parte, consideramos que no es potente
analizar lasrespuestas delos alumnos entérminos
de uso/no uso de este tipo de pensamiento, ni
consideramos que se trata de un pasaje definitivo
de una concepcion a otra del igual. Partimos, en
cambio, de la hipdtesis de una construccién pro-
gresiva de concepciones enla que pueden convivir
diferentes sentidos del simbolo igual.

Los trabajos de Vergnaud (1990, 1991) han mos-
trado la complejidad que implica el aprendizaje de
un concepto yla diversidad de problemas, procedi-
mientos de resolucidn, formas de representacion,
teoremas en acto —entre otras cuestiones— que
abarca el proceso de conceptualizacion. Tanto en
México como enArgentina numerosos trabajos diri-
gidos a docentes —entre ellosunavasta produccion
dedesarrollos curriculares— se han apoyado en sus
estudios sobre los campos conceptuales aditivo vy
multiplicativo al proponer la ampliacion del tra-
tamiento didactico de las operaciones a clases de
problemas que complejizanyvarianla mirada sobre
lasumaylaresta. Uninterés central de este estudio
es, entérminos generales, la preguntaacercadeuna
posible ampliacion —aidn mayor— en la clase, de
problemas matematicos escolares paralos primeros
grados enel campo aditivo: aquellos queinvolucran
el andlisis de la validez de ciertas equivalencias
entre calculos, o entre nimeros v calculos, vy la
produccién de nuevas equivalencias, problemas
que sin duda han sido elaborados y estudiados
sistematicamente desde la perspectiva del algebra
temprana por los investigadores ya mencionados.
Ensintesis, este estudio atraviesavarias «zonas» de
tension didactica: las llamadas rupturas entre las
matematicas de la escuela primaria y las de la es-
cuela media, la posibilidad de cierto trabajo de tipo
algebraico en torno a porciones de matematicas
escolares iniciales, la ampliacion del tratamiento
didactico del campo aditivo enlos primeros grados
y, en particular, del simbolo igual.
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2. Decisiones metodologicas

La investigacidn que presentamos'® busca ampliar
el conocimiento de los procesos constructivos de ni-
fios en edad escolar sobre un campo de problemas,
en vistas a una posible produccién de situaciones
didacticas, alaluzdelosaportes dela metodologia
de «ingenierfa diddctica» (Artigue, 1995). Se uti-
lizaron dos estrategias metodoldgicas: entrevistas
(individualesyen pequefios grupos) que involucra-
banlaresolucionde problemas e intercambios sobre
los mismos (con alumnos de 2do grado) y clases en
aulascompletas(en lery3ergrado) deunaescuela
primaria de la Ciudad de Querétaro, México”). La
seleccionde la escuela serealizé teniendo en cuen-
ta su enfoque didactico: precisabamos para este
estudio que los alumnos estuvieran habituados a
enfrentarse autdnomamente a resolver problemas
matematicos aln no ensefiados, a elaborar argu-
mentos y justificaciones y a participar en debates
colectivos sobre estrategias de resolucion usadas
y resultados obtenidos, mientras el docente man-
tenfa, provisoriamente, la incertidumbre sobre la
verdad o la validez de las ideas que circulaban.
Las clases estuvieron dictadas por docentes de la
misma escuela. Eltipo de problemas presentadosa
losalumnos nunca habia sido trabajado en ninguno
de los grados de la institucion.

El problema presentado en primer grado fue:

Sinresolver cada cdlcule piensen si estas igualdades
son V (verdaderas) o F (falsas ). Expliguen como se
dieron cuenta.

390+0=39+3

34=34+ 12

29=29-0

54-17=54+17

Todos los niimeros seleccionados eran menores a
100vlasoperaciones involucradasfueron solamen-
te sumas yrestas, por tratarse del campo numeérico
ydelasoperaciones conlas quelosalumnosvenian
trabajando. Se intenté que hubiera casos de suma,
derestayqueinvolucraran en el mismo ftem ambas
operaciones. Ademds, el item a) fue propuesto
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por dos razones: por tener en ambos términos un
mismo sumando y porque en el sequndo término
uno de los sumandos diferentes es 0. Se buscaba
identificar en qué medida los alumnos podian re-
conocer la desigualdad apoyandose en estas dos
caracteristicas. EL caso b) fue incluido también por
dos razones: por tener un célculo en el término de
la derecha —rompiendo con la presentacidn usual
deloscalculos enla escuela— ypor tener el mismo
ndmero enambos términos, de modo de promover
el andlisis de que la igualdad no era posible dado
que el otro sumando era diferente de 0. Elitem c)
se decidié incluir porque también conservaba la
estructura del item b) con respecto al cédlculo a la
derecha —ciertamente disruptiva de la cultura es-
colar—yportratarse de unsustraendo 0, buscando
determinar si los alumnos lograban reconocer la
equivalencia entre ambos términos con el mismo
nimero. El caso d) fue incluido en este problema
por presentar dos célculos que involucraban los
mismos nimeros —diferentes de 0— vy que no im-
plicabanla misma operacidn, apuntando a que los
alumnos pudieranidentificar que no podia tratarse
de operaciones equivalentes.

En la tarea propuesta a los nifios, en la clase de
primer grado, habfa unitem: e) 58 = 100 - 58, El
analisis de los resultados nos ha permitido identi-
ficar que, a diferencia de Los otros casos, requeria
apelar de manera directa a calculos memorizados;
en este caso 50+50 = 100. Y, silos alumnos inten-
taban argumentar sin apelar a resultados, como
indica la consigna, se forzarba a que dijeran algo
préximo a que «un nimero no puede ser equivalente
a otro ndmero al que se le resta ese mismo primer
nimeroy» vy esta seria una idea falsa —ya que 50 =
100 — 50—. Esta relacion implicaria distinguir, en
la construcciénde una nuevarelacion, que sies po-
sible cuando se trata de dobles y mitades, cuestion
que excede el nivel de complejidad yde intenciénde
este problema. Por ambasrazones, hemos decidido
no incluir este ftem en el andlisis de este articulo.
Los problemas presentados en tercer grado fueron
los siguientes:
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1) Sin hacer cdlculos, determinen si las siguientes
igualdades son verdaderas o falsas y justifiguen en
cada caso su respuesta.

a)73=73+29

b) 856 + 345 =345 + 856

c)289=289+0

d) 129-18=129-67

e)876=876+216

f)77+66=78+65

g) 234-175=235-176

2) Sin hacer cdlculos completen en cada caso con
un namero para que la igualdad sea verdadera.
Expliguen cémo pensaron cada uno.
a)126+371=371+| |

b)228+49=] ]+50

c)124-98=125-| |

d)365-99= ]-100

Explicitaremos a continuacion las razones de la
elecciénde dichos casos. Todoslos célculos incluyen
ndmeros menores a 1000, de dos o tres cifras, por
tratarse del campo numérico que los estudiantes
ya dominaban y con el cual operaban. También se
trabajo exclusivamente sobre sumas vy restas para
poder realizar una comparacion con los resultados
obtenidos en el primer grado. Para este grupo, se
incluyé ademds un problema 2), que exigia la pro-
duccién de equivalenciasy no solo la interpretacion
de la validez de equivalencias dadas.

Enel problema 1), lositems a), c) y ) compartian
la misma estructura de un célculo en el término de
la derecha yun niimero en el de la izquierda —por
ser una presentacion no usual en la escuela—,
compartian también que el ndmero del término de
laizquierda era el mismo que el primer nimero del
calculo de la derecha y que este estaba operando
conunasumadeuna cantidad diferente de 0, como
ena)oe)y, encambio, conel nimero 0 enel caso
c). Estos tres items se diferenciaban, ademds, por
ser cantidades de dos o de tres cifras (ademas del
0). El item b) buscaba indagar si los alumnos re-
conocian la igualdad frente a los mismos ndmeros
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y célculos en un orden diferente. La inclusion del
itemd) pretendia relevar silos nifios lograbaniden-
tificar que frente al mismo minuendo y diferente
sustraendo —diferente de 0— no podria tratarse
de una equivalencia. Estos primeros casos tienen
algin correlato similar en primer grado. ELitemf)
fue construido considerando que los dos nlimeros
del término de la derecha son respectivamente
mayor en 1y menor en 1 que los ndmeros del cal-
culo de la izquierda, lo cual permite garantizar la
equivalencia de las expresiones por compensacion
de esa cantidad. ELitem g) apela ala propiedad por
la cual se mantiene la diferencia al ser el minuendo
y el sustraendo mayores con la misma diferencia
(eneste caso+ 1). La estructura de los dos dltimos
items —dada la mayor complejidad en la exigencia
de las propiedades y relaciones involucradas— no
fue propuesta en primer grado.

Enel problema 2 se planteaba, a diferencia del pro-
blema 1ydel problema de primer grado, completar
cdlculos para producir expresiones equivalentes.
Y del mismo modo que para el primer problema,
estaba la exigencia de justificacion verbal escrita
de las relaciones utilizadas, en este caso para la
eleccién del ndmero. El caso a) fue incluido para
ponerenjuegolapropiedad conmutativa, al tratar-
sedeunodelosdossumandosiguales entreambos
términos, aunque endiferente orden. ELitem b) se
corresponde con el f) del problema anterior, dado
que se busca relevar si los nifios reconocen que
deben operar una compensacion de —1 dado que
50 es 1 mayor que el nimero 49 del otro término.
EL ftem c) se corresponde del mismo modo con el
item g) del problema 1 dado que se trata de una
resta en la cual el minuendo del segundo término
es mayor por 1al del primer término y para que se
conserve la igualdad debe también el sustraendo
ser mayor por 1 al del primer término. Y el item
d), potenciando el andlisis de la misma relacidn,
presenta el sustraendo —en lugar del minuendo—
también con una diferencia de +1 con respecto al
sustraendo del término de la izquierda.

La gestion prevista delas clases paraambosgrados
involucraba tres momentos diferenciados:
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a) Fase de lectura y explicacidn de la consigna por
parte del docente de la tarea, sin dar pista alguna
sobre resultados o formas de resolucién.

b) Fase de resolucidn escrita de los problemas en
parejas®.

c) Fase de intercambio colectivo —a partir de la
escritura en el pizarrén por parte del docente,
de cada item y manteniendo provisoriamente la
incertidumbre sobre la validez de las respuestas y
argumentos de los alumnos.

Porrazonesde extension, eneste articulo nos cen-
traremos especialmente enlafaseb) de resolucidn
escrita y solamente haremos mencién a la fase c)
cuando las intervenciones orales de los nifios re-
fuerzan o modifican sus propias respuestas escritas.

3. Analisis de resultados

en primer grado
El docente expone la consigna: «Les voya dar unas
cuentas, unas operaciones y ustedes van a poner si
es verdadero o es falso, pero tienen que explicar por
qué creen que es verdadero o por qué creen que es
falso. No tienen que resolverlas ni tienen que hacer
cdlculos, cuentas. Tienen ustedes que ver vy a partir
de lo que ven y analicen, tienen que decir si lo que
estd ahi es verdadero o es falso.» Y luego presenta
un ejemplo diferente de los que van a resolver.

D: Si yo pongo (escribiendo), 345 + 723 esto es
igual a 345 + 723, ;qué pondrian?, ;que es falso
o verdadero?

Alumno: Verdadero.

D: ;Por qué verdadero?, ;en qué tefijaste para decir
que es verdadero?

Alumno: Porque ahi dice lo mismo: 345 + 723 es
iguala 345+ 723

D: Entonces esto esigual a esto, entonces verdadero,
ok, tendrian gue poner verdadero y dar una explica-
cion. Falso si ustedes creen que lo que estd de un
lado no es igual a lo que estd del otro.

Otro alumno: ;Ahh, tiene que estar igualito los dos!
D: No sé como deberian estar. Esto es solo un ejem-
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plo al menos para que lo entiendan. Recuerden que
tienen gue poner verdadero o falso y ademds tienen
que poner por qué es verdadero y por qué es falso.

Podemos observar como el docente ante la inter-
vencién de un nifio: «;Ah, tiene que estar igualito
los dos!» responde «no sé cémo deberian estar». Esta
respuesta del docente es evasiva entanto busca no
validarla afirmacién del nifio para que su conclusidn
sobre el ejemplo dado no sea generalizada alos otros
casos. Creemos que si el docente hubiera validado
e institucionalizado esta respuesta —que sin duda
es correcta para el ejemplo dado— los alumnos
hubieran apelado a aplicar de manera directa esta
tinica propiedad creyendo que es lo que debfan
buscar en el problema a continuacion. En cambio,
el docente, con su fingida duda, relativiza la con-
clusiény no alienta a que los nifios crean que Lo que
fueun criterio de validez en ese ejemplo, deba serlo
necesariamente en los ftems que luego presentara.
El maestro ha elegido intencionalmente un ejemplo
que no implicara apelar a ningunade las propiedades
que seran promovidas, y posiblemente desplegadas
luego de manera implicita, para que no parezca que
esta presentando un ejemplo como en los modelos
clasicos de ensefianza enlos cualeslatarea del alum-
no consistira solo en una posterior aplicacion de lo
va ensefado. Analicemos las respuestas relevadas.

Item a) 39+0= 39+3

Todas las parejas de alumnos reconocieron la
falsedad del enunciado. Podemos suponer que la
inmediata percepcion de las diferencias entre los
miembros por parte de los nifios facilité el recono-
cimiento de la desigualdad de los calculos.
Monzeiy Francisco no supieron, a diferencia del
resto, brindar una justificacion. Anacris y Andrea;
Ana Lucia y Andrés y la pareja formada por Emiy
Luzreproducende manera escrita los miembros con
agregados como «no da» o «no puede ser igual».
Otros alumnos apelan a resolver los célculos colo-
cando allado de cada miembro su correspondiente
resultado, por ejemplo, las parejas Maria José y
Biko; Ximena y Rafa y la de Pablo vy Sofia.
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JorgeyConstanza (Figura 1), realizan justificaciones
mds elaboradas ya que ponen enjuego la diferencia
numérica entre los sumandos de ambos miembros:
«Falso» «Porque en el primero dise (dice ) sero (cero)
ven la otra no dise (dice) sero (cero) dice tres».
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“Lro \-J.n.’"'-'_. }(f O
’ 10d /5 e Oenig

f./r’” :-’+j (\

Figura 1.

Respuesta de Jorge y Constanza.

También Andoni muestra que el primer miembro
no es igual al sequndo, encerrando con un circulo
los nimeros diferentes (O y 3). Reconocemos que,
igualmente, estas dos Gltimas explicaciones no
incluyen la aclaracién acerca de que el otro ni-
mero que se suma en ambos casos si es el mismo,
posiblemente porque para los alumnos haya sido
innecesario porque «se ve».

Item b) 34=34+12

Todos los alumnos reconocen la falsedad de la
igualdad. Posiblemente los nifios, centrandose
en el dato numérico constante, (34) y teniendo
en cuenta que hay un célculo solo en el sequndo
miembro, identifican la falsedad de la expresion.
Esteitem pone enjuego la propiedad:a=a+bsib
# 0 aunque no se espera que los alumnos la plan-
teenenestostérminos o que expliciten que esfalso
porque el nimero que se suma no es 0.

Monzeiy Francisco no otorgan ninguna explicacion
ala asignacion de falsedad. Otros alumnos justifi-
can lafalsedad apelando al resultado del sequndo
miembro (46), como hicieron Andoniy las parejas
formadas por Ximena y Rafa y por Ana Lucia y An-
drés. Algunos se limitan a justificar escribiendo
«porque no es igual», como las parejas de Anacris
yAndrea, Maria José y Bikoylaformada por Jorgey
Constanza. Otras parejas, como Emiy Luz (Figura 2)
invierten los miembrosy los nimeros del sequndo
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miembro para justificar la falsedad. Es posible que
esta eleccién descanse en la estructura que tradi-
cionalmente ofrece la escuela en donde el célculo
serepresentaalaizquierdayaladerecha se coloca
el resultado, cuestion que hemos mencionadoyaen
losantecedentes. Eneste caso, parecerian empezar
por el 12 para leer el calculo.

whaPOr que 1213t WO a4 34

Figura 2.

Respuestade Emi yLuz.

Pablo vy Sofia justifican que es falso escribiendo un
calculo para cada miembro (Figura 3). En el primer
caso suman 0 en un intento de completar «lo que
falta» al miembro de la izquierda. Podria ser que
aparezcaaquilaideade quealaizquierda debe haber
uncalculoyque paracomparar es preciso que losdos
miembros seaniguales en su estructura. También po-
driamos interpretar esta produccién como un modo
de mostrar que no son equivalentes porque para que
lofueran seria necesario sumarles el mismo ndmero.

eseen fpMUC W02t 3127

Figura 3.

Respuesta de Pablo y Sofia.

Itemc)29=29-0

Monzei y Francisco corrigen el valor inicial otorgado
(cambianFporV).Elrestodelas parejasdaunvalorver-
dadero ala equivalencia desde su primera respuesta.
Dos parejas no realizan ninguna justificacion
(Monzei y Francisco; Pablo y Sofia). Seis parejas
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justifican su respuesta centrandose en la opera-
cion del seqgundo miembro con su correspondiente
resultado vy realizando una transcripcion de la
equivalencia. Una de ellas es la pareja de Emiy Luz
quienes ademds «ordenan» el cdlculo invirtiendo
los miembros (Figura 4). Sin embargo, al escribir el
segundo miembro de la igualdad, inviertentambién
el minuendo y el sustraendo. Interpretamos que
estos nifios «leen» el calculo de derecha aizquierda
para que les quede una escritura como las que ellos
conocen: primero el calculo, luego el resultado y por
elloempiezanporel 0. Sibienlarespuesta «V» para
la proposicion es correcta, no Lo es para su propia
escritura ya que 0 — 29 darfa un niimero negativo,
conocimiento no disponible en primer grado.

m‘;._oPorque 0-29 S d0 Qq

Figura 4.

Respuestade Emi yLuz.

También Ximenay Rafa inviertenlos miembrosdela
igualdad (Figura5), posiblemente enunintento de
presentar el ordendelas operacionestal como viven
enla aritmética escolar. Ademas, realizanuncambio
de operacional sumar 0 enlugarderestar. Quizas los
nifios ya sepan que sumar y restar 0 no «cambia el
resultado», o bienal primer 29 le sumaronunQpara
que haya también un célculo a la izquierda y luego
se olvidaron de escribir el O restando al sequndo 29.
0 también es posible que sea solo una confusién.

20 =29-0 /
Vo forawe - 2950 - 24,

Figura 5.

Respuesta de Ximena y Rafa.
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Jorge y Constanza producen una justificacion mas
elaborada explicitando la presencia del cero en
uno de sus miembros (Figura 6). Apelan, con sus
palabras, al valor neutro del 0, aunque no aclaran
que «no vale nada» cuando se trata de sumarlo,
suponemos porque lo dan por sobreentendido.

-2 S'%-o s
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Figura 6.

Respuesta de Jorge y Constanza.

Item d) 54 - 17 = 54 + 17

Frente a este caso, cinco parejas modificanrespon-
denque esverdadero yluego lo corrigen poniendo
F. Suponemos que esto se debe a una primera
lectura rdpida de la escritura dada en la que los
nifios identifican que los ndmeros son iguales en
ambos miembrosyunsegundo momento endonde
identifican que no se trata de la misma operaciony
entonces modifican su respuesta.

Dos de las parejas (Monzeiy Francisco; Pablo y
Sofia) no elaboran ninguna explicacidn. Otras dan
respuestas no del todo completas o elaboradas como
las observadasenAnacrisyAndrea quienes afirman
que «no es lo mismox, pero no justifican por qué, o
lade Andoni, lade Ana LuciayAndrésolade Emiy
Luz quienesreproducen la escritura o parte de ella.
Tres parejas explicitanla presencia de los simbolos
diferentes con justificaciones: «por qué hay que
fijarse en—oen+» por partede Jorge y Constanza,
«por qué no son los mismos signos» de Maria Joséy
Biko, v «porque el — yel+ no es igual» por parte de
Ximenay Rafa (Figura7). Eneste(ltimo caso reali-
zanlas cuentas como parte de su justificacidn, casi
como unademostraciénpara el lector, dado que los
cdlculosforman parte del texto arqgumentativo que
elaboran «porgue el - yel+ no esigual y porgue ...
(colocando los cdlculos )».
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Figura 7.

Respuesta de Ximena yRafa.

Evidentemente estas explicaciones dan por sobre-
entendido que se trata de los mismos ndmeros,
cuestién que desde el punto de vista de estos nifios
parece no requerir aclaracién.

4. Sintesis de resultados

Al considerarlas9 parejasylos 4itemsresueltos por
cadaunasurge untotal de 36 respuestas obtenidas.
Como puede apreciarse en el Grafico 1, de las 36
respuestas, 30 (aproximadamente el 83%del total)
otorgaron desde el primer momento, de manera
correcta, la Verdad/Falsedad de los enunciados.
Las otras 6 respuestas (aproximadamente el 17%)
muestranuna revision de los valores iniciales asig-
nados. Y no aparecenrespuestas erréneas no modi-
ficadas. No tenemos identificado siel momento del
cambio delasdecisiones adoptadas porlos alumnos
es previo o posterior al intercambio colectivo. Es
interesante destacar que tales modificaciones se
agrupansolamenteendositems: 54— 17 =54+ 17
(5 parejas) y29=29-0(1pareja) que presentaron
mas dudas v dificultades a los alumnos. Hipoteti-
zamos que frente al primer caso, una centracién
inicial en la igualdad de los nimeros pudo haber
generado una primera impresion de igualdad, v
en el segundo, la diferencia entre la cantidad de
nameros entre ambos miembros de laigualdad, con
larepeticionde uno deellos, pudo haber provocado
una primera impresién de desigualdad hasta que
identificaron que se trataba de sumar 0.
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B Respuestas iniciales correctas

M Respuestas iniciales incorrectas y con correccidn posterior

- J

Grdfico 1.

Correccidn de respuestas
del problema de primer grado.

Enlas justificaciones escritas se observa que 30 de
las 36 respuestas (aproximadamente el 83%) inclu-
venunaexplicacion del valor otorgadoy 6 respues-
tas (aproximadamente el 17%) no presentan nin-
guna justificacion. Agrupamos las justificaciones
en dos niveles: un nivel menos elaborado, cuando
transcriben partes de la equivalencia, cuando solo
realizanlos célculos, o cuando expresanrelaciones
correctas pero incompletas tales como «no puede
serigualy, «no puede serigual a...», «no puede sery
«no es lo mismox o «porque es igualy; yun nivel mas
elaborado: cuando apelana ciertas propiedadesen
forma mds explicita, aunque légicamente, con sus
propios términos (por ejemplo explicar que son
los mismos ndmeros en ambos miembros con otra
operacion; mismos ndmeros en ambos miembros,
apelar a relaciones que podemos identificar como
la propiedad uniforme de la suma'® y la propiedad
fundamental de la resta’®, elemento neutro de la
suma y la resta, etc.). Somos conscientes de que
esta distincion en niveles no es del todo rigurosay
que la consideraciénde «menos elaborada» y «mas
elaborada» es bastante delicada vy dependiente de
la edad de los alumnos v de las expectativas de
quien interpreta las respuestas. Sin embargo, a(in
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con sus [imites, nos permite tener una aproxima-
cion cuantitativa al tipo de respuestas relevadas.

Una pareja no justifica ninguno de los items: Mon-
zeiy Francisco. Cinco parejas realizan en todos
los casos justificaciones menos elaboradas: Emiy
Luz, Ximena v Rafa, Ana Lucia v Andrés vy Anacris
y Andrea y por dltimo Andoni. Una pareja realiza
algunas justificaciones menos elaboradas y una
mas elaborada, como el caso de Maria José y Biko.
Una parejaresponde enalgunositems sin justificar,
en otros produce explicaciones menos elaboradas
y en otro mas elaborada, como es el caso de Pablo
y Sofia. Y solo una pareja responde en todos los
items con un nivel elaborado de justificaciones. Es
decir que encontramos un caso para cada uno de
ambos extremos (ninguna justificacién v justifica-
ciones elaboradas para todos los items), y varias
combinaciones intermedias en las otras parejas,
prevaleciendo la elaboracién de justificaciones
que hemos considerado como menos elaboradas.
En sintesis, como puede apreciarse en el Grafico 2,
hay 6 respuestas sin justificar (aproximadamente
el 17%), 22 con una justificacién menos elaborada
(aproximadamente el 61%) y 8 (aproximadamente
el 22 %) conun nivel de justificacion mas elaborada.

g )

W Justificacion menos elaborada W Ninguna justificacion

B Justificacion mds elaborada

N .

Grdfico 2.

Nivel de justificaciones escritas
del problema de primer grado.
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Cabe aclarar que, siconsideramoslas justificaciones
orales, lasrepuestas pertenecientes a justificaciones
mds elaboradas asciende a 10 (aproximadamente el
28%).Varios alumnos que justificaron transcribien-
do la equivalencia y expresando apenas sison o no
son equivalentes, o bien incluso omitieron explicar
por escrito, en el momento colectivo producen
oralmente argumentos que ponen en juego las
propiedades ya mencionadas de las operaciones.
En el espacio colectivo que habilita el docente para
el analisis de las respuestas, logramos identificar
diferencias y avances con respecto a la resolucion
escrita por parte de los alumnos. Ademas, en esta
fase surgen nuevos argumentos ausentes hasta el
momento. Por ejemplo, Andrésy Lucia, para el item
escrito 29=29-0, responden «porque 29=29-0 es 29
asi que no puede ser» mientras que en el espacio
colectivo y oral Andrés explica, con sus palabras,
el valor neutro del cero para la resta: «porque 29
igual a 29, pues da 29 menos 0, ne le quitas nada
entonces seria 29». Estos mismos alumnos, frente al
item 54-17=54+17 en la hoja brindaron un intento
de explicacién que se encuadradentro delos niveles
menos elaborados de justificacion. En cambio, enel
intercambio grupal, ante el pedido de justificacion
por parte del docente Andrés responde «porque 54-
17 da algo menor que 54 que es lo que te deberia dar
v54+ 17 da algo mds que 54 que era lo que te deberia
dary. Esta explicacion de los alumnos es muy supe-
radora de la que ellos mismos realizaron de manera
escrita eincluso de la de muchos companieros. Estén
apelando auna explicitacion de las relaciones entre
losdatosparaarribaralasoluciénque nosebasaen
losresultados, sino enrelaciones entre los niimeros:
«este deberia dar menos yeste deberia dar mds». Esta
explicacion esoriginal para estos alumnosy no habia
aparecido antesenlaproduccién escrita de ninguna
pareja, nienel espacio colectivo hasta ese momento.
Otra de las parejas en las que se observa una evo-
lucion en el espacio colectivo, es la conformada
por Pablo y Soffa; frente a 54-17=54+17 en la fase
escrita no efectiian explicaciones (tampoco para
elresto de lositems), mientras que en el momento
de difusion de respuestas, Pablo otorga un nuevo
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argumento mas elaborado centrado en el valor
de los simbolos «+» v «-«: «porque 54-17 te da un
resultado y 54+17 te da otro resultado» y «porque
en uno dice— yen el otro dice +».

También Andoniexplica mejor su respuesta frenteal
item 54-17=54+17 dado que habfa escrito que era
verdadero. Enla justificacién oral muestra que ha-
biainterpretado como 54-17 +17 =54 expresando:
«sia 54 le saco 17 y después se lo sumo 17 da 54».
Marfa José y Biko, quienes también inicialmente
apelanalatranscripciondel enunciado 34=34+12,
enlafase oral ofrecenunargumento centradoenla
cantidad de ndmeros del sequndo miembro. Maria
José dice: «la de antes tiene menos nimeros y en
la otra si tiene mds para sumary. A pesar de que no
aclara que uno delos nimeros es el mismo y que el
otro que se suma no es 0, podriamos considerarla
como conun nivel de justificacion elaborada dado
que busca explicar que el miembro de la izquierda
quedara menor que el de la derecha.
Lamentablemente, tanto por las diferencias en los
niveles de participacion de Llos alumnos, como por
el modo de recoleccién de datos, no estamos en
condiciones de cuantificar niveles de justificacion
oral para todos los grupos.

5. Analisis de resultados del

primer problema en tercer grado
Recordamos al lector que en este grupo se presenta-
ron dos problemas. En el primero, al igual que para
primer grado, la situaciénexigia determinarlavalidez
de una igualdad entre dos miembros, uno o ambos
formados por un célculo v sin buscar los resultados
deloscélculos. Enel sequndo problema se solicitaba
a los alumnos completar un nimero en un lugar va-
cio de tal manera de que la igualdad sea verdadera,
también sin calcular. Para ello los alumnos debian
apoyarse en eluso de propiedades, aunque implicitas.
La primera clase comienza conuna breve explicacion
del maestro sobre la actividad que van a realizar:
«Este trabajo lo van a hacer en parejas... La pareja
debe decidir lo que van a responder. Aqui hay varias
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cuentas, lo que tienen que hacer ustedes es poner si
la cuenta™¥ es verdadera o si es falsa, pero ;en qué
sentido?, no pueden hacercdlculos, sino quese tienen
que fijar en los ndmeros que estan y a partir de los
nimeros decir si lo que estd de un lado del igual es lo
mismo que lo que estd del otro lado. 57 es lo mismo
ponen que es verdadero, si no es lo mismo ponen que
es falso; pero tienen que explicar por qué dijeron lo
quedijeron, por qué esverdadero o por qué es falso, en
que se fijaron». Nos interesa resaltar de la consigna
dada porel docente varias cuestiones. Porunlado, el
docente otorga la responsabilidad de las decisiones
alosalumnos conla promocién de un trabajo auto-
nomo sobre un tipo de problemas que nunca antes
hanresuelto enlaescuela. Porotrolado, la consigna
prevélaimportanciade quelos miembrosdela pareja
se pongan de acuerdo entre si favoreciendo un in-
tercambio de ideas previo ala escritura, la exigencia
de argumentacidn y la exclusién de la bisqueda de
resultados numéricos de los calculos involucrados.
Analizaremos ahora los resultados por item.

Itema)73=73+29

Todos los alumnos responden que es falso y sin
hacer calculos, aunque con niveles variados de
explicacién. Algunas parejas realizan justificacio-
nes incompletas apelando a que la suma produce
un aumento o al menos alguna transformacion.
Por ejemplo, Iany Leonardo explican que es falso
diciendo que si hay una suma no puede ser igual,
sin aclarar que hay un ndmero que si estd presente
en ambos miembros (Figura 8). Creemos que esta
ausencia se debe a que a simple vista se pueden
identificar los dos 73 v entonces los alumnos po-
drian considerar innecesario aclararlo.

O ED TolSo: Por gt o o le Simes
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Figura 8.

Respuestade Ian yLeonardo.
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Sara vy Elias repiten los nimeros involucrados y
refieren al primer miembro como el «resultadoy,
repitiendo el 73 (Figura 9). Aunque es correcta la
justificacion no elaboran un argumento mas con-
tundente acerca de por qué no serfa posible que
fueran equivalentes.

73=73+29 DAMAL el r'f"__.,‘/‘,l‘r.?,‘&) £S 3}5
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Figura 9.

Respuesta de Sara y Elias.

Renata, Armando yAdridn (dnico grupo de tres) di-
cenque esfalso «porque tiene el simbolo de la suma
entonces el resultado deberia ser mds», sin aclarar
que hay un nimero repetido en ambos miembros.
Otras parejas se centran en el ndmero constante
que serepite enambos miembros. Corinne yAndrés
explican que «setenta y tres y veinte nueve no dan
setenta ytres» y Marifer y Matias también elaboran
una respuesta similar (Figura 10).

-1429 T ‘ |
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Figura 10.

Respuesta de Marifer y Matias.

Mariano y Lupita justifican la falsedad en que un
nimero se repite y que el resultado no puede ser
igual a uno de los sumandos (Figura 11). Como es
esperable para este grado de la escolaridad, no
incluyen en su explicacién que podria sumarse Oy
conservarse la equivalencia.
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Figura 11.

Respuesta de Mariano yLupita.

Manuel y Margarita argumentan que esfalso porque
«elresultado no puede ser mds pequerio que lo que
sumastey, considerando el primer miembro como
«resultado» del calculo del sequndo miembroy sin
que esto les produzca las contradicciones que Lles
produce a otras parejas. A la vez, ponen en juego
la propiedad «si sumo algo dard mas». También
Yael y Dana resaltan el «cambio» que sufrirfael 73
generando un ndmero mayor (Figura 12).

73=73+29 Fol 60 ch#ur #3\e somon ‘E‘ Coml:ic,
c\ re:»u”acjo jc\u v NLIMEaR m:rj:(

Figura 12.

Respuesta de Yael y Dana.

Ana PaulayReginatambiénrealizanuna explicacion
centrada en el nimero que repite pero que apela a
cierta generalizaciéninicialmenterefiriéndoseaque
«haydosiguales». Luego dicha incipiente distancia
de los ndimeros involucrados se diluye al escribir el
resto de la justificacion «Porque hay dos iguales y si
tienes 73 y 29 no te da el resultado». También aqui
prevalece en su argumentacion la mirada clasica del
igual antecediendo al «resultado» a obtener.

Entre las explicaciones mas elaboradas destacamos
lastres siguientes. Alfredo y José Pablo apelanala
propiedad acerca de que la suma (de nimeros na-
turales) produce un aumento enla cantidad inicial
elaborando unaexplicacién genérica —entanto no
ponen referencias alos nimeros que soniguales ni
a cuanto aumenta— (Figura 13).
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Figura 13.
Respuesta de Afredo y.José Pablo.

Isaac v Nanl sefialan la repeticion de uno de los
ndmeros en los dos miembros de la expresiony
que siaese niimero Le aplicanuna suma el nimero
aumentara: «porque 73 y73 esigual pero si le agre-
gas mds cantidad es mds ndmero». Encontramos
también aqui una respuesta anticipatoria, y una
explicacién que se aleja de los nimeros particula-
res, formulando una generalizacion.

Por dltimo, Diego y Marfa (haciendo referencia a
que «Ale», la docente del grupo, Leyé el item como
una pregunta) identifican sin hacer calculos que
es falso. Los nifios al transcribir la pregunta de la
docente (quien dice «si 73 esigual a 73 mas 29»)
inviertenlos miembros poniendo en primer lugar el
de la derecha, cuestidon que ya hemos mencionado
para otros casos (Figura 14). Destacamos ademas
que enlos argumentos acerca de la falsedad, estos
alumnos agregan cudl deberia ser el niimero que
se le deberfa sumar a 73 para que se cumpliera la
equivalencia apelando a la propiedad de que solo
sumando 0 a un ndmero la suma serd equivalente
a ese mismo nimero.

At o 2
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Figura 14.

Respuesta de Diego y Maria.
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Item b) 856 + 345 = 345 + 856

Dos parejas de alumnos otorgan un valor falso a la
equivalencia. Ana Paula y Regina justifican: «(aun-
que) sean iguales estdn mal acomodados», y para
ellas, al estarendistinto orden, ya no soniguales ( Fi-
gura 15). Podriamos pensar que esta respuesta puede
obedecer a no disponer de la propiedad conmutativa
(en términos implicitos) o bien a sus concepciones
sobre qué significa «ser iguales», dado que en tér-
minos figurativos ambos miembros no son iguales,
aunque sean equivalentes entérminos matematicos.

856+ 345=345+856 fejs4 raué se-.
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Figura 15.

Respuesta de Ana Paula yRegina.

CorinneyAndrés —quienes primero colocan Falsoy
luego lo cambian por Verdadero— explican por qué
esfalso: «ochocientos cincuenta y seis ytrescientos
cuarenta y cinco y no dan trescientos cuarenta y
cincoy interpretando el primer ndmero luego del
simbolo igual como el «resultado» del calculo dela
izquierda, error que habiamos mencionadotambién
en los antecedentes (Figura 16).

856 + 345 =345 + 856 v erdalypor Ut OO enios
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Figura 16.

Respuesta de Corinne y Andrés.

Veamoslas justificaciones de quienesla consideran
verdadera. Renata, AdrianyArmando elaboranuna
respuesta no del todo completa: «porque esa suma
es elresultadoy. Otras parejas consideranverdadera
estaequivalenciaapelando, aunque con sus propias
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palabras, a la propiedad conmutativa de la suma,
conocimiento construido por los nifios que posi-
blemente ha funcionado de manera implicitay que
esta situaciéninvita a poner en palabras. Aparecen
justificaciones como las siguientes: «los resultados
serdn iguales porque son los mismos nimeros, pero
acomodados en otro orden» (Saray Elias); «son los
mismos nimeros, pero en distintos lugares» (Alfredo
yJosé Pablo), «esigualsolocambia de lugar» (Isaac
y Nanl); «es lo mismo solo que al revés» (Diego y
Maria), «es igual pero desordenado» (Marifer y
Matias), «porque son los mismos ndmeros solo que
estdn volteados» (Mariano y Lupita). Una pareja
apela a que ambos miembros tienen los mismos
nameros, pero sin referirse al orden en su justifi-
cacion: «porque tiene los mismos nimeros de uno
que del otro» (Manuel y Margarita).

Otras parejas no centran su justificacionen el orden
sino en la operacion entre los sumandos, como
Ian y Leonardo quienes «ven» el mismo nimero
de ambos lados del simbolo igual y a cada lado el
mismo que se le suma (Figura 17). Si bien estdn
considerando la conmutatividad de la suma de
manera implicita no hacen referencia a ese «estar
al revésy como muchos de sus compafieros, sino a
la transformacién que se opera sobre uno de los
ndmeros en ambos miembros.

856+ 345 =345 + 856 \(ef‘do-der“ci e Sumes
lo MiSmge Yos dos.

Figura 17.

Respuesta de Ian yLeonardo.

La respuesta de Yael y Dana también involucra
una justificacién mds general en las que dan por
sobreentendido que el orden no importa: «porque
sumas las mismas cantidades». En esta respuesta
no aparece unaidea de suma como transformacion
(«agregar» o «aumentar»), sino de la suma como
unién de cantidades.

Yupana [n11.17] 23]



Item c) 289 =289 + 0

Una de las parejas (Corinne y Andrés) escribe una
primera respuesta «falso» y luego la corrigen por
«verdadero» sin justificacion. Todas las demads
parejas consideran verdadera la equivalencia y
ofrecen justificaciones.

Algunas respuestas repiten los nimeros en sus
explicacionesy sibienson correctas noresultandel
todo elaboradas dado que no argumentan por qué.
Por ejemplo, las siguientes: «porgue es ldgico que
289 + 0 es 289» (Renata/Adrian/Armando), «289
+ 0 es lo mismo que 289» (Saray Elias), «289 si le
sumasceroes 289» (YaelyDana), «289 es lo mismo
que 289 + 0» (Diego y Marfa).

Otrasrespuestas, que consideramos mds elaboradas,
explicitan el valor del cero como elemento neutro para
la suma: «porque 289 y 289 le sumas cero y da igual»
(IsaacyNanl). Entre estas explicaciones encontramos
algunas, comolade Alfredoy José Pablo (Figura 18),
que estdn expresadas en términos mds generales y
por lotanto podrian valer para cualquier nimero: «si
sumas el cero que no vale nada es el mismo nidmeroy.

289 =289+0 N &{ dad 160 Somas el clro que
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Figura 18.
Respuesta de Alfredo y José Pablo.

Aparecen algunos argumentos mas elaborados y
expresados también con cierto nivel de generali-
zacion como los siguientes: «verdadero porgue el
0 no valey (Marifer y Matias), «no sumas nada a
ningunox (Iany Leonardo), «si sumas con zero da
el mismo resultado» (Mariano y Lupita).

Manuel y Margarita explican que «no restas nada»,
suponemos que por una confusidn de la lectura del
simbolo de la operacidn. Ana Paula y Regina si bien
también apelan al cero como elemento neutro, pa-
receria que consideraranal cero como algoque noes
ndmero: «porque no tiene otro nimero nomds elceroy.
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Item d) 129 - 18 = 129 - 67

Todas las parejas otorgan un valor inicial «falso».
Una pareja (Corinne yAndrés) no justifica, igual que
para los otros items. El resto presenta diferentes
niveles de explicacion. Renata, Adridan y Armando,
asf como Manuel y Margarita muestran que no son
equivalentes apelando al célculo y explicando
«no tiene el mismo resultado» v «no da el mismo
resultado entonces no es igualy, respectivamente.
Saray Elias escriben: «porque 129-18 no es lo mis-
mo que 129-67 » sin explicar por qué. Yael y Dana
reconocen que es falsoy muestran la diferencia en
los nimeros que serestanal 129 sin explicitarlo del
todo, aunque incluyendo un «pero» que refuerza
las diferencias (Figura 19).

129-18= 129-67 Fx 10 port’]ut’ cﬁ‘]’us resfado
129 -2 Pefo en€l Ot lujo |20 -67

Figura 19.

Respuestade Yoel yDana.

Otrasrespuestas correctas, aunque conun nivel re-
lativamente bajo o incompleto de justificacién son
«si lorestas te da otracosa» (Ana Paulay Regina) y
«porque alrestar el nimero no daria el mismo resul-
tado» (Marianoy Lupita). Varias parejas se enfocan
en la diferencia entre los sustraendos: Alfredo vy
José Pablo y la pareja de Diego y Maria comparten
la respuesta en donde los comparan: «67 es mayor
gue 18» aunque no incluyen en su explicacién que
el minuendo es el mismo.TambiénIany Leonardo:
«le restas mds a uno».

Unarespuesta mas elaborada es la de Matias y Ma-
rifer, quienes explicitan, ademds de la diferencia
entre los sustraendos de las justificaciones ante-
riores, la repeticion de uno de los nimeros en los
dos miembros de la expresidn: «falso porgue los dos
son 129 pero los otros nimeros noy. También Isaac
y Nanl asf lo explican (Figura 20).
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Figura 20.

Respuesta de Isaac yNanl.

Item e) 876 = 876 + 216

Todas las parejas otorgaron a esta equivalencia
un valor falso. Corinne y Andrés nuevamente no
justifican. Manuel y Margarita explican que es falso
«porque restas mds» posiblemente confundiendo
las operaciones. Otras respuestas con argumentos
no del todo claros o completos, como la de Ana
Paula y Regina, refieren a que «es falso porgue el
resultado es diferente aligual» (Figura 21).

876 = 876 +216 F,Q%O Povthue T Ve ) enyo

es bifoee A\ iqual

Figura 21.

Respuesta de Ana Paula yRegina.

Variasrespuestas se centranenque hayunasumay
consideran al primer miembro como «el resultado»
del célculo del seqgundo miembro, tal como Saray
Elias quienes enfatizan la repeticion del 876 como
resultado y como sumando: «porgue el resultado
dice que es 876 pero eso es parte de la suma la suma
es876+216 por eso elresultado es falso». Marianoy

C. Broitman, otros - Hacia la ampliacion de sentidos...

Lupita expresan: «porque al momento de sumar eso
daria otro resultado v porque en uno sumas y en el
otro noy; para Renata, Adrian y Armando es falso
porque «a uno le sumas yal otro nox»; para Matiasy
Marifer porque «le sumas a uno yal otro no»y para
Leonardo yIan porque «le sumas a uno» sobreen-
tendiendo que le sumas «solo» a uno de Los dos.
Respuestas mas elaboradas incluyen en la explica-
cidénque haydos nimerosigualesyunasumaopera-
dasobreuno deellos, enalgunos casos enfatizando
que al sumar aumentarfala cantidad. Diegoy Maria
explican «porque 826+216 es mds que 876 » ysibien
no se refieren explicitamente a la operacion de la
suma apelanalatransformaciéndelacantidad que
se operaria a partir de la adicion de los sumandos.
Isaac y Nanl justifican la falsedad «porque 876 y
876 es igual pero le sumas mds cantidad a uno que
a otro» y Yael y Dana «porque 876 no esigual a si le
sumas 216 da un nimero mds grande».
Entérminos mas genéricos, elaborando una expli-
cacion independiente de los nimeros, Alfredo vy
José Pablo arqgumentan «porque hay dos iguales y
s1sumas mds se va a hacer mayor.

Itemsf) 77 + 66 =78 + 65
yg)234-175=235-176

Analizaremos ambos items de manera conjunta
dado que estanvinculados. En el itemf) la equiva-
lencia esverdaderaypone enjuego, paralasuma, la
compensacién (+1y-1al comparar los respectivos
nimeros entre los miembros), y en el caso de la
resta también es verdadero porque al aumentar
la misma cantidad a minuendo v sustraendo se
mantiene la diferencia. LaTabla 1ayuda aponeren
relacion las justificaciones de cada pareja.
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IrPatrejats Valor asignado | 77+66 = 78+65 Valor asignado | 234-175 =235-176 )

Corinney Corrigen Falso | No justifican Falso No justifican

Andrés por Verdadero
Ana Paulay Falso «porque son distintos» Corrigenfalso | «soniguales que
Regina por verdadero | el anterior

Saray Elias Falso «porque la suma es 77+66 | Corrigenfalso | «por eso elresultado
ypor eso el resultado no por verdadero | no puede ser»
puede ser 78+65»

Diego y Maria Falso «porque 77+66=78+65 Corrigenfalso | «porgue es lo mismo»
esque 78+65 es mds que por verdadero
77+66»

Manuely Falso «porque le restas mds» Falso «porque la primera silaba

Margarita es yladel dltimo nimero
no es igualy

Yael y Dana Verdadero «porque 77+66 es igual a Falso «porqueal34yal7sy
78+65 porque le quitas al entonces da un resultado
66 yle agregas al 77 y diferente por dos»
da lo mismoy»

Marianoy Lupita | Verdadero «porque solo agregas un Verdadero «agregas un nimeroy
ndmero y quitas uno en quitas uno en cada uno
cada unode ellos» deellos»

Tsaacy Nanl Verdadero «porque en uno 78+65 es Verdadero «es igual»
iqual pero 77+66 es igual
solo cambia de lugar en 1»

Matias y Marifer | Verdadero «porque pones uno yquitas | Verdadero «da lo mismo porque
uno» como es unarestada

el mismo resultado»

Tany leonardo | Verdadero «porque alde laizguierda | Verdadero «es casi lo mismo que
le sumas uno y alde la elde arriba»
derecha le quitas uno».

Alfredoy Verdadero «Porque le restas a uno Verdadero «Por qué le restas a uno

José Pablo yle sumas al otro» ylesumas al otro»
Renata, Adrian | Verdadero «solo se mueve el 1». Verdadero «en elresultado sile
yArmando agregas uno al 234 yal
176 seria lo mismoy»
. J
Tabla 1.
Justificacion de cada pareja.

Como podemos observar, la cantidad de respuestas
erroneas y de cambios de respuesta es algo mayor
que paralositemsanteriores. Sianalizamos las jus-
tificaciones de ambos items, encontramos algunas
relaciones entre los conocimientos puestosen juego
y los argumentos elaborados en ambos casos. Para
la equivalencia entre sumas, cinco parejas asigna-
ron un valor falso a la equivalencia manteniendo
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dicho valor y corrigiendo en un solo caso. También
encontramos seisrespuestas erroneasiniciales para
la equivalencia entre restas, de las cuales tres han
sido luego cambiadas a «verdadero».

Nuevamente Corinne yAndrés no justifican, enesta
ocasion, conunarespuesta correctayunaincorrec-
ta.Ana PaulayReginadanrespuestasincorrectas, y
luego para lasrestaslacambiana correcta, perosus
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justificaciones centranla mirada exclusivamente en
que los nimeros que operan en ambos miembros
no son iguales, en una respuesta apoyada en as-
pectos mds bien perceptivos. Similares respuestas
y cambio de respuesta para las restas dan Saray
Elias, asicomo Diegoy Maria, quienes en el caso de
las sumas dicen que el sequndo miembro es mayor
seguramente por haberse centrado exclusivamente
en el primer sumando. Y, a pesar de los cambios
para las restas las respuestas no explican por qué
la equivalencia es verdadera.

Manuel y Margarita (en el segundo problema
Manuel trabaja con Eva) dan ambas respuestas
incorrectas. Resultallamativo que, como les ha su-
cedido para otrositems, confundanlas operaciones
en sus argumentos. 0 quizds la resta haga alusion
a la diferencia entre los nimeros (se ha restado
1). Paralasrestas explican su respuesta incorrecta
diciendo «porque la primera silaba es yla del dltimo
nimero no es igual» apelando a «silabas» para re-
ferirse aparentemente a las cifras de cada ndmero
(las primeras «silabas» —decenas— no cambian,
las segundas «silabas» —unidades— si cambian).
YaelyDanadanunarespuesta correctayelaborada
paralas sumas en la que manifiestan que lo que se
agregay se quita es lo mismo. Destacamos de esta
respuesta que no hacenalusién, adiferenciade los
casos anteriores, a cudnto «se agrega y se quita»
expresando de alguna manera una propiedad mas
general. Sin embargo, en el sequndo de los items
analizados, ellas, erréneamente, consideran falsa
la sequnda igualdad analizando que la diferencia
es 2, lo cual valdria sifueran sumas (Figura 22).
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Figura 22.

Respuesta de Yael y Dana.
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Seis parejas (Marianoy Lupita; Isaacy Nanl; Matias
y Marifer; Iany Leonardo; Alfredo y José Pablo; Re-
nata, Adridny Armando) dan respuestas correctas
parael casodelassumasyparael casode lasrestas.
Paralas sumas aluden a la compensacion entre las
diferencias, entre lo que «agregas» y «quitas» y
entre «uno masy» y «uno menos» realizando un
andlisis que no se centra en los resultados, sino
en las relaciones entre los nimeros involucrados,
caracteristica que hemos mencionado que muchos
autores consideran una practica algebraica.
IsaacyNanl(Figura23)yvelgrupode Renata, Adridn
y Armando, en lugar de expresar estas relaciones
como «se agrega» o «se quita» o como «uno mas»
0 «uno menos» se refieren a que «solo cambia de
lugar en 1» y a «solo se mueve el 1», lo cual podria
entenderse como 77 + 66 =77 + 65 + 1 =78 + 65
donde se descompuso el 66 en 65 + 1y luego se
asocid ese 1conel 77, quedando en 78.

71+66=18+65 GT POIUUC @9 vy,

79 10z
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Figura 23.
Respuesta de Isaac yNanl.

Ahora bien, estas parejas que elaboran justifica-
ciones mas completas y claras para las sumas, no
realizan justificaciones del mismo nivel para las
restas. Cuatro dan explicaciones incorrectas en
tanto repitenla misma vya dada paralas sumasore-
fierenaellasapesarde que lasdiferencias entre los
nimeros sondistintas(+1y-1paralassumasy+1y
+1para lasrestas). Solamente dos parejas parecen
elaborar justificaciones correctas, aunque no del
todo completas. Matias y Marifer dicen que «da lo
mismo porque como es una resta da el mismo resul-
tadoy, respuesta que no nos permite atrapar silos
alumnos sedieron cuenta de que se han aumentado
ambas cantidadesy conla misma diferencia. Por otra
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parte, Renata, AdrianyArmando expresan que «en
el resultado si le agregas uno al 234 yal 176 seria lo
mismoy pero no justifican por qué serfa Lo mismo.

6. Sintesis de resultados para
el problema 1 de tercer grado
Este problema agrupa a 7 items y dado que son 11
parejas y un alumno que trabaja solo, es decir 12
respuestas por item, la totalidad de respuestas
obtenidas alcanza a 84. Del analisis de las mismas
surge que 69 respuestas (aproximadamente el 82%)
otorgan un valor inicial correcto sobre la Verdad/
Falsedad de los enunciados, 8 respuestas (aproxi-
madamente el 10 %) son inicialmente incorrectasy
asf permanecen. Identificamos 7 respuestas (apro-
ximadamente el 8%) en las que hayuna correccién
de los valores iniciales (6 incorrectos que pasan a
correctosy 1 correcto que pasaaincorrecto), como
puede verse en el grafico 3. Como ya hemos sefia-
lado a propésito de los problemas de primer grado,
nuestros datos son insuficientes para afirmar que
todas las correcciones realizadas han sido reali-
zadas durante el proceso de resolucion auténomo
por parte de los nifios o si alguna fue modificada
enun momento posterior al intercambio colectivo.
Es preciso aclarar que tanto las respuestas erréneas
iniciales comolas modificaciones de respuesta seagru-
pan en una amplia mayoria en dos expresiones que
hemos analizado de manera conjunta: 77+66=78+65
(4 parejasy 1pareja que corrige) y 234-175=235-176
(3 valores incorrectos, 3 correcciones) que evidente-
mente trajeron mas dudas ydificultadesalosalumnos.
A partir del analisis conjunto de los niveles de res-
puesta se deprende, como puede apreciarse en el
Gréfico 4, que del total de 84 respuestas (correctas
e incorrectas) solo encontramos 6 sin justificacion
(aproximadamente 6%), 35 respuestas presentan
explicaciones mas incompletas o menos elaboradas
(aproximadamente el 41%)y 45 incluyen explicacio-
nes mas completasyelaboradas (aproximadamente
53%) —andlisis cuantitativo parael cual retomamos
laaclaracionyarealizada sobre suslimitesyriesgos.
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B Respuestas iniciales correctas
W Respuestas iniciales incorractas
M Respuestas iniciales incorractas cambiadas a correctas

M Respuestas iniciales correctas cambiadas a incorrectas

Grdfico 3.

Correccidn de respuestas
del problema 1 de tercer grado.

M Justificacién menos elaborada
B Justificacidn mds elaborada

M Sin justificacién

\.
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Grdfico 4.

Nivel de justificaciones escritas
del problema 1 de tercer grado.
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7. Analisis de resultados

del segundo problema

en tercer grado
Item a): 126 + 371 =371+ -
Todaslas parejas de alumnos completan el seqgundo
célculo conel nimero 126. Dosrespuestas correctas
no presentan ninguna explicacion, simplemente
dicen que «es lo mismo», tal como Isaac e Ifiaqui
por unlado y Adrian por el otro.
Otras parejas apelan a explicar con sus palabras
la propiedad conmutativa y se centran en que el
orden es inverso:
Saravy Elias: «es lo mismo solo que al revés»
Diego y Maria: «es lo mismo pero al revésy
Manuel y Eva: «porgue lo volteas»
Yael y Dana: «porque nomas cambias el sentido es
lo mismo»
Sin apelar al orden, otros explican que se trata de
sumar los mismos ndmeros o las mismas cantidades:
Mariano y Lupita: «porgue tiene un nimero que los
dos tienen un mismo nimero»
Ana Paula y Regina: «porque te va a dar la misma
cantidad con el mismo nidmere que pusimos»
Iany Leonardo: «le agrego el mismo niimero que
tenia el otro»
CorinneyAndrés: «porque son los mismos niimeros»
Marifer y Matias: «porque si pones algo que no suma
126 te dard diferentes.
Alfredo y José Pablo: «porque se tiene que sumar
con el mismo ndmero (126 )»
Notemos como, todas estas explicaciones excepto
las dos dltimas, no precisan hacer referencia a los
ndmeros involucrados y elaboran argumentos mas
genéricos, aunque con menor o mayor nivel de
profundidad. Entre las que incluyen ndmeros, la de
Marifer y Matias justifica, ademads, que esla (inica
solucién posible.

Item b): 228 + 49 = -————- + 50

Tres parejas de alumnos completan de manera
incorrecta y lo hacen con el mismo nimero: 229.
Mariano y Lupita, asi como Iany Leo lo justifican,
respectivamente, de esta manera: «porque es suma
valos dos le agregamos uno» y «al cuarenta nueve
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agregas otro si le sumas uno a 228 daria lo mismox.
Saray Elias quienes completan con 229, luego bo-
rranlasunidades sequramente a partirdeunaduda,
ylesqueda escrito el nimero 22...,y, en coherencia
condicha produccion inicial justifican «es 1 mds».
Las tres parejas ponen en juego la idea «si se hizo
unatransformacidonsobre uno delos nimerosdeun
miembro, debe hacerse la misma sobre el otro para
que se conserve la igualdady, idea que funcionaria
para el caso de la resta, pero no para la suma.

El resto de las parejas completa con 227 apelando
a una compensacion entre los dos nimeros para
que la equivalencia se conserve, propiedad que ya
ha sido puesta en juego en el item f) del problema
1. Veamos las diferentes expresiones con las que
aparece esa relacion:

Adrian tuvo una justificacion con un bajo nivel de
explicacién va que solo enuncia que «228+49 es lo
mismo que 227+50». Alfredoy José Pablo justifican
laelecciondel 227 dela siguiente manera: «porqgue
228 es mayor que 227 pero 50 es mayor que 49».
Ellos estarianidentificando la compensacidn entre
cantidades mediante la comparacién entre los ni-
meros, y aunque pusieron en juego implicitamente
que dichasdiferencias deben ser de igual magnitud
no la ponen en palabras.

Las siguientes parejas dan justificaciones mas pre-
cisas en la que enfatizan que se trata de agregary
quitar 1 entre los nimeros en diferentes variantes
de compensacion, sea entre ambos nimeros del
mismo miembro o entre los correspondientes de
miembros diferentes.

Ana Paulay Regina: «le quitas uno ylo pones en 49
yteda 50».

Isaacelfaki: «porque a 50 le quitas 1 yse lo sumas
al27»

Manuel y Eva: «le quitas a uno y le pones al otro».
Marifer y Matias: «porque si a uno le quitas se lo
debes poner al otro».

Diego v Maria: «porque le quitas a uno y le pones
a otroy.

Yael y Dana: «porque sia 228 + 49 es igual a 227 +
50, porque a uno le quitas y al otro le agregas y da
lo mismo».
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Corinne y Andrés: «porque al 228 le quitas uno y se
lo agregas al 49 son los mismos nimeros».

Item c) 124 - 98 = 125 — —---

Tres parejas completaron de manera incorrecta el
sustraendo del sequndo miembro escribiendo 97
enlugar de 99. Evidentemente este error obedece,
como lo hemos visto para el problema 1, a la ge-
neralizacion de la relacion construida a partir del
item anterior, buscando, como para el caso de las
sumas, compensar las diferencias. Marianoy Lupita
apelan a la resta para explicar «porgue es resta y
vimos que era un numero que se quitabay, para ellos
pareciera que la operacién es un referente para
basar su explicacién ya que hasta lo mencionan
en su justificacion. Otras parejas explicitan con
claridad esta sobregeneralizacion de la relacidn
que los lleva a dar una respuesta errdnea. Diego y
Maria justifican su eleccion del 97 de la siguiente
manera: «le pones a uno yle quitas al otro» y Manuel
y Eva explican «le restas a uno y le pones al otro».
Elresto de las parejas completa correctamente con
el ndmero 99. Corinne y Andrés sibien completan
correctamente no escriben ninguna explicacion.
Entre los argumentos de menor nivel de elabora-
cion encontramos los siguientes. Adridan justifica
escribiendo cada miembro con el nexo «es igual»
ylany Leonardo como «es la misma» refiriéndose
a ftems anteriores. Si bien identifican la relacion
involucrada permanece a nivel implicito. Yael y
Dana explican «si es igual porque es uno mds» y
Saravy Elias «es 1 mds».

Las demds parejas que también completaron de
manera correcta con el 99 explican de diferentes
maneras las relaciones entre los nimeros involu-
crados. Algunas no tan claras como las siguientes
en donde suponemos que intentan expresar que
el 98 es uno menos que el 99 y el 124 uno menos
que el 125:

Isaacelfiaqui: «porque a 98 le quitas 1 yse lo pasas
al25»
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Regina y Ana: «porque a 98 le quitas uno y si se lo
pasas a 124 que se convierte en 125»

Y otras con mayor precision:

José Pablo y Alfredo: «porque 125 es mayor a 124
vel 125 es como si se restara 1»

Marifer y Matias: «porque si le pones uno le tienes
que poner al otro»

Notemos que, sibienla mayor parte de las parejas
logro identificar el 99 como respuesta y ensayan
diversas explicaciones sobre las relaciones entre
los nimeros involucrados, no aparece ninguna
explicacién completa y correcta que apele expli-
citamente a la conservacion de la diferencia entre
los nimeros en ambos casos, como si aparece en
el item siguiente.

Item d) 365 - 99 = -—-- - 100

Este problema poneenjuego las mismas relaciones
que el anterior con la diferencia de que el espacio
acompletar es el minuendo del seqgundo miembro.
Tres parejaslo resolvieron de manera errénea com-
pletando con el nimero 364 nuevamente sobrege-
neralizando la compensacién que esvalida paralas
sumas. Diego v Maria repiten el célculo por ellos
completado «porque 365-99 es igual a 364—100».
Manuel y Eva justifican con la misma frase que los
dositems anteriores: «le restas a uno y le pones al
otroy. Y Alfredo y José Pablo justifican que es 364
«porqgue 365 si lo restas por 99 te da un resultado
pero 100 es mayor de 99 pero 364 es menor de 365.
Entrelas parejas que elaboranunarespuesta correc-
tatambién encontramos diferentes niveles de expli-
cacion. Nuevamente Corinne y Andrés no justifican.
Otros acompafian la solucién correcta con explica-
ciones poco elaboradas o incompletas. Por ejemplo,
Ian y Leonardo dicen «la misma» haciendo refe-
rencia a la explicacién para las sumas (que hemos
transcripto en el andlisis del item b), aunque las
propiedades y relaciones usadas implicitamente
para responder 366 no hayan sido las mismas
(Figura 24).
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Figura 24.

Respuesta de Ian yleonardo.

Adrian reconoce de manera correcta la solucion
366, pero no la justifica, sino que repite la equiva-
lenciaya completa. Saray Elias explican que «igual
(refiriéndose a «del mismo modo que paralositems
anteriores») es I mds». Mariano y Lupitaempleanel
mismo argumento que enel anterior item, «porque
esresta yponian ustedes y nosotros le quitabamos».
Ana Paulay Regina justifican «porgue le restas uno»
aparentementerefiriéndose aque alos nimeros del
segundo miembro es posible restarle 1 para obtener
los que estéan en el primero.

Encambio, otrasrespuestas correctasvan acompa-
fiadas de justificaciones mdselaboradas queenlos

tres casos corresponden a técnicas de resolucion
0 a una descripcién sobre cémo queda una vez
resuelto. Matias y Marifer justifican «porgue si le
pones a uno le tienes que poner al otro». Yael y Dana
completancon 366 ylo justifican por mediodeuna
técnica que apela a agregar la misma cantidad, pero
sin argumentar las razones de su funcionamiento
(Figura 25)
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Figura 25.

Respuesta de Yael yDana.

Isaac e Inaki, posiblemente la respuesta mas ela-
borada, explican «porgue si lerestas 365-99=....
— 100 aumenta un ndmero y le pones otro para que
deigual o sea asi 365—-99=366— 100». Repararon
en este caso que se trata de una resta apelando a
la necesidad de mantener la diferencia, para eso si
uno de los miembros aumentd, el otro debe también
aumentar. Al transcribirlo confunden el simbolo de
la resta con el de la suma, aunque mds arriba esta
recuadrado el — 100 (Figura 26).
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Figura 26.
Respuesta de Isaac e Ifaqui.
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8. Sintesis de resultados para

el problema 2 de tercer grado
Este problema agrupa a 4 items, por lo que consi-
deramos para el analisis 48 respuestas, teniendo
en cuenta las 12 parejas (o alumnos, grupos). En-
contramos que, delas 48 respuestas, 38 otorganun
valor inicial correcto sobre la Verdad/Falsedad de
los enunciados (aproximadamente el 79 %). Otras
10 (aproximadamente el 20%) presentan desde el
inicio valores incorrectos. No aparecen para este
problema cambios de respuestas. Esta informacion
serefleja en el Grafico 5.

[l Respuestas iniciales correctas

B Respuestas iniciales incorrectas

\_ J

Grdfico 5.

Correccidn de respuestas
del problema 2 de tercer grado.

A partir del analisis de las justificaciones realizadas
para item se deprende que, de las 48 respuestas
correctas o incorrectas, aparecen 4 sin justifica-
cién (aproximadamente 8,5 %), 17 respuestas
con explicaciones de menor nivel de explicacion
(aproximadamente el 35,5 %) y 27 con un mayor
nivel de elaboracién (56 %), como se representa
en el grafico 6.
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B Justificacion menos elaborada
M Justificacion mds elaborada
M Sin justificacién

\_ /

Grdfico 6.

Nivel de justificaciones escritas
del problema 2 de tercer grado.

9. Analisis de las relaciones

entre los problemas 1y 2

de tercer grado
A continuacion, pondremos envinculacion lasres-
puestas entre algunos items de ambos problemas
que ponen en juego las mismas propiedades para
identificar sise produjeron algunos cambiosenlas
justificaciones que puedandar cuenta de un progre-
so enlos conocimientos de los alumnos a partirdela
resoluciény andlisis colectivo del problema 1 —que
exige una interpretacian de las expresiones—, en
vistas al problema 2 —que exige una producciénde
igualdades a partir del completamiento.
Se presentaron dos items que involucraban la
propiedad conmutativa «856+345=345+856» (Pro-
blema 1) y «126+371=371+......» (Problema 2). La
mayor parte de los alumnos resolvié correctamente
ambos problemas. Detengdmonos en quienes han
tenido mas dificultades. La pareja formada por Ana
Paula v Regina otorgé un valor falso al primero de
ellos justificando que «(aunque) seaniguales estdn
mal acomodados». Unos dias después, frente al item
del sequndo problema completan con el nimero co-
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rrecto apelando ala propiedad conmutativa. Otra de
las parejas que en el item correspondiente al primer
grupo de problemas otorgd inicialmente unvalor de
falsedad, queluego cambian por «verdadero», esla
conformada por Corinne y Andrés quienes respon-
den correctamente el item del problema 2. Quizas
hayan avanzado en sus conocimientos a partir de
la resolucion del primer problema o de la puesta
en comin sobre el mismo. 0 tal vez la exigencia de
buscar un niimero que cumpla la condicién dada, los
puso en una situacion de mayor involucramiento.

Frente a la exigencia de analizar las diferencias
entre los ndmeros v apelar a la compensacion de
cantidades enlas sumas, tal como lo proponian los
items «77+66=78+65» (Problema 1) y «228+49 =
-——-+50» (Problema 2) algunas parejas resolvieron
correctamente ambos items y otras resolvieron
incorrectamente, o bien, no fundamentaron sus
elecciones para ambos casos. Sin embargo, en-
contramos varios casos en los cuales los alumnos
elaboraronjustificaciones mas precisasy correctas

parafundamentar la eleccion del nimero 227 para
el problema 2 yque, por el contrario, enelitemdel
problema 1 no aparecieron conesa rigurosidad. Por
ejemplo, enlaTabla 2, seindicanlasrespuestas de
Corinne y Andrés.

Varios ftems involucraban equivalencias entre
restas enambos problemas, de interpretacion «234-
175=235-176» (Problema 1) yde produccion «124-
98=125- ——» y «365-99= -— -100» (Problema 2).
También aqui encontramos alumnos que tuvieron
respuestas correctas v justificaciones elaboradas
para los tres ftems, v otros que no respondieron
correctamente ninguno de los casos. Sin embargo,
pudimos reconocer que en cuatro parejas se produjo
una evolucién en sus justificaciones, pasando de
explicaciones menoselaboradas paralos problemas
1, basadasenelresultado olaigualdad de los miem-
bros, arespuestas maselaboradas paralositemsdel
problema 2, donde ponen en juego el aumento de
ambas cantidades de la resta para que se preserve
laequivalencia. Por ejemplo, el caso de Yaely Dana.

( 77+66 =78+65 | 228+49 =227+ 50]
Corinne | «igualque el «porque al 228 le
Andrés | dearriba» quitas uno yse lo

agregas al 49 son los
mismos nimerosy»
Tabla 2.

Respuestas de Corinne y Andrés.

( 234-175 = 235-176 124-98 =125-99 365-99 = 366-100 w
Yael y Dana «porquea234ya 175y «si es igual porque «porque en las restas
entonces da un resultado | esuno mds» selesumaalosdosy
diferente por dos» da lo mismoy»
Tabla 3.
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Respuestas de Yael yDana.
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10. Reflexiones finales

En las situaciones presentadas en primer grado
y en tercer grado de primaria, los nifios debian
determinar y analizar, sin realizar los calculos, el
valordeverdad de igualdades, cuyos miembros son
célculos o solo nimeros. También debian completar
con ndmeros para construir una equivalencia, sin
averiguar los resultados de los céalculos involu-
crados. La resolucidn de los problemas exigia un
trabajo anticipatorio, usar propiedades de manera
implicita enun primer momento (propiedades que
envarios casos no habian sido ensefiadas nitrata-
das todavia en las aulas), y luego hacer explicitas
dichas relaciones por medio de justificaciones.
Asimismo, les exigia a los alumnos revisar la idea
del simbolo igual como anticipacionde unresultado
y enfrentarse a situaciones que les posibilitaran
ampliar los sentidos de este simbolo. Como dice
Arcavi (1994), analizar significados subyacentes
a expresiones simbdlicas es un tipo de actividad
matematica que abona a revisar ideas anteriores
vy a tratar posibles obstaculos o trabas. Este autor
plantea que estar alerta acerca de que se puede
ser victima de ilusiones simbdlicas (por ejemplo,
creer que donde dice igual siempre luego vendrd a
la derecha el resultado del clculo de la izquierda)
favorece el aprendizaje de que es preciso controlar
las primeras aproximaciones. Nos hemos propuesto
eneste estudio promover yrelevartipos de respues-
tas, argumentosyerrores a propésito de un campo
de problemas nuevo para los alumnos. Se buscaba
conocer de qué manera los nifios, enfrentados a
este tipo de situaciones, producen conocimientos
nuevos y los transforman y en qué medida estos
problemas son potenciadores de un trabajo mate-
matico que promueve la ampliacién de los sentidos
del simboloigual, la elaboracién de justificaciones
y el favorecer un cierto tratamiento mas general de
relaciones entre nimerosy calculos.

Los datos presentados permiten inferir que las
situaciones hanresultado posibles y problematicas
para los nifios de primer y tercer grado de primaria,
aunque, como es esperable, con diferentes niveles
deelaboracidndejustificaciones entre ellos. Sinem-
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bargo, enambos grupos, encontramos que los nifios
tienen conocimientos que funcionan como puntos
de partida pararesolverlas; les presentan conflictos
y desafios nuevos que exigen una transformacion
y adaptacion de sus conocimientos anteriores y
generan el despliegue de respuestas, recursos y
relaciones heterogéneos. Los alumnos, a pesar de
no haberse enfrentado previamente con situacio-
nes similares, estan en condiciones de interpretar
la tarea solicitada vy de resolverla. Hemos podido
compartir en este trabajo las maneras en las que
elaboran estrategias personales, producen errores
esperables, que surgen de construir relaciones que
tienen sentido —aunque precisen ser revisadas—,
elaboranargumentosyvantambién, transformando
sus ideas a nuevas, o a ideas mds avanzadas.

Interpretary producir equivalencias entre calculos
o entre nimerosy calculos implica una ampliacion
de los sentidos del simbolo igual con respecto al
sentido clasico tratado en la escuela primaria,
cuyo significado implicito, como hemos mencio-
nado al inicio de este articulo, remite usualmente
a una direccién de izquierda a derecha siendo,
casi, una flecha anticipadora de un resultado, v
a la vez un indicador de que es necesario reali-
zar una operacion para obtener ese resultado.
Encontramos varias respuestas de los alumnos
en las que prevalece este sentido del igual, y en
las que dicha concepcién hace producir ciertos
errores o provoca limitaciones iniciales a la hora
de interpretar algunas equivalencias, asi como
también algunos saltos y cambios de mirada sobre
estas primeras respuestas. En [ineas generales,
interpretamos que el grado de conflictividad que
estos problemas han presentado para estos nifios
—yque puede atraparse a partir de la diversidad de
respuestas numeéricas y de relaciones explicitas—
nos muestra un campo de problemas propicio para
su tratamiento en las aulas. Del mismo modo, nos
interesaresaltarla potencia, para esta clase de pro-
blemas, de promover una puesta inicial en acto de
conocimientos de manera implicita, una posterior
provocacion de la necesidad de poner en palabras
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las relaciones usadas bajo condiciones didacticas
de incertidumbre de la validez de las mismas, yun
espacio posterior de intercambio v debate acerca
de la produccién colectiva —aspecto sobre el que
no hemos profundizado en este trabajo.

Creemos que undesafio pendiente seria estudiar, de
qué manera en nuevas clases en torno a problemas
similares, es posible instalar una situacion didactica
posterior al intercambio colectivo y a la discusién
sobre la validez de las respuestas, que promueva,
va conociendo la «verdad», la posibilidad de una
escritura grupal de las relaciones involucradas,
expresada de forma mas general y sin presencia de
nimeros (deltipo de algunasdelas que aparecieron:
«haydosigualesysisumas masseva a hacer mayory,
«si sumas el 0 que no vale nada va a dar el mismo
nimeroy, etc.). Nosreferimosauna situacion detra-
bajo especifico sobre laformulacionde argumentosy
relacionesenddnde latareadelosalumnosya no sea
determinar la validez o completar, ni elaborar una
primera justificacion de su respuesta, sino producir,
en grupos o de manera colectiva, argumentos mas
completos y generales a partir de los aportes de las
producciones iniciales de las parejas.

Ensuma, lariquezadela producciéninfantil resefiada,
desde nuestro punto de vista, invita a profundizar en
lapotenciayenlafactibilidad de su tratamiento didac-
tico desde una perspectiva de la ensefianza centrada
enlaproduccion matematica por parte delosalumnos.

Notas

Consideramos que este estudio —sumando a los
antecedentesyaresefiados— permite interpelar al-
gunasdelasclasicasrupturas entrelas matematicas
dela escuela primaria y las de la escuela media en
tanto habilita la posibilidad de cierto tratamiento
algebraico —en los términos expresados en las
primeras pdginas de este articulo— de porciones
de matematicas escolares iniciales. Evidentemente
los nifios pequerios estdan en condiciones de tratar
con relaciones entre los nimeros, de realizar un
trabajo anticipatorio de analisis de escrituras ma-
tematicas sin apelar alos resultados, v de elaborar
argumentos que pueden abonar a una cierta gene-
ralizacién en su formulacién. No olvidemos que los
datos relevados corresponden a apenas una sola
clase —la primera— de este tipo de trabajo, conlo
cual nos permitimos una mirada optimista respecto
ala fecundidad de una secuencia de varias clases.
Asimismo, como hemos sefialado al inicio de
nuestro trabajo, v va mas especificamente, consi-
deramos que presentar a los alumnos este tipo de
situaciones didacticas promueve una ampliacion
del tratamiento del campo aditivo en los primeros
grados. Nuestra expectativa es que Los datos pre-
sentadosy nuevos estudios abonenauna necesaria
produccién didactica mas sistematica sobre esta
clase de problemas envistas a que un futuro préxi-
mo puedan instalarse problemas similares en las
aulas de primaria de México y de Argentina.

) Los autores agradecen a Andrea Novembre y Verdnica Grimaldilos aportes realizados a partir de

la lectura de este articulo.

{2 Este autor, como muchos otros en la perspectiva de la diddctica de matematica francesa, concibe

que el control de la validez del propio trabajo matematico es parte del conocimiento y las précticas

a construir por parte de los alumnos.

¥ LaIngenierfa Diddctica es una metodologia de investigacidn propia de la Didactica de las Matema-

ticas en la cual el objeto de estudio son las situaciones de ensefianza.

) Hemos identificado la presencia de este tipo de escrituras erréneas (18 + 12=30-5=25) en nifios

de primaria al producir célculos para resolver un problema aritmético de dos pasos.

#) Agradecemos a Bdrbara Brizuela la autorizacién para usar en nuestro estudio problemas mate-

maticos de sus propios trabajos y la predisposicién al intercambio sobre perspectivas didécticas en

vistas a futuros estudios.
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