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Resumen

En esta investigacion se contextualizaron fendémenos fisicos y propios de ingenieria civil, como:
la variacion de la velocidad, variacion de temperatura, movimiento periddico, e infiltracion de
agua en suelos. Los primeros dos fendmenos se presentaron como enunciado de salon de clase y
los dos ultimos se realizaron mediciones a través de un sensor de movimiento, en la infiltracion
de agua de un suelo determinado, se obtuvo la medicién de la variacion de la columna de agua
con respecto al tiempo. Las situaciones fueron abordadas a través de la practica social de la
prediccion y la herramienta de interpolacion para la modelacion matematica. Esta forma de ver a
la matematica consideramos que esta proporcionando referentes didacticos para la reconstruccion
del calculo escolar.
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Introduccion

En este trabajo se abordaron contextos fisicos y de ingenieria civil, a través de la practica social
de la prediccion y la interpolacidén bajo una socioepistemologia de practicas (Cantoral, 2001).
Hernéndez (2006) ha reportado aspectos de la emergencia de la interpolacion y de la prediccion
en forma implicita desde los estudios del movimiento de los cuerpos por los filésofos del colegio
de Merton, los estudios hechos por Oresme, hasta el estudio del movimiento realizado por
Galileo. En esta época surge la nociéon de modelacion, graficacion y esto da origen a la
matematizacion del movimiento. La interpolacion y prediccion aparecen en forma explicita en el
marco epistémico de Newton puesto que se calcula la evolucion ulterior del sistema de
movimiento, si son conocidas las condiciones iniciales (Mufoz, 2000; Hernandez, 2003). La
matematizacion del sistema genera construccion de herramientas como el binomio de Newton y
la serie de Taylor. Por otra parte, Buendia (2005) reporta un estudio socioepistemoldgico sobre la
practica de prediccidon como generadora de conocimiento para los fendmenos periodicos.

Se trabajaron situaciones que involucran la interpolacion y la prediccion en el caso de:
Movimiento uniformemente acelerado, variacion de temperatura, movimiento periddico y la
infiltracion de agua en un suelo determinado. Para registrar las mediciones de los experimentos
de movimiento periddico, se utilizaron equipos electronicos como sensores de movimiento
conectados a través de una calculadora graficadora. En todos los experimentos se utilizo la
herramienta de interpolacion y la practica social de prediccion para la modelacion matematica.
De esta forma se recaba informacion con respecto a la forma de construccion del conocimiento a
través de situaciones disefiadas en contextos fisicos y problemas de ingenieria civil. Estas
construcciones nos proporcionan elementos de analisis para posteriormente ser presentadas a los
estudiantes como experiencias de aprendizaje. Ello proporciona elementos para un cambio
epistemologico del Célculo escolar a través de una vision de Newton-Taylor considerando las
practicas de la prediccion e interpolacion como reorganizadores del Calculo escolar.
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Epistemologia del binomio de Newton v la serie de Taylor

Cantoral (2001) menciona que el proceso de cambio en la naturaleza se registra en la variacion
de las variables. Precisa el reconocimiento de los procesos de prediccion de corto alcance (la
variacion del movimiento local) y la prediccion de largo alcance (estudio de la variacion del
movimiento global). El movimiento general y los fendmenos de flujo en particular poseen,
entonces, herencia: el estado ulterior P + PQ del fenémeno de variacion P — P + PQ depende
completamente de las circunstancias que caracterizan al estado de facto P y la evolucion de un
sistema estd completamente determinado por sus variaciones primeras. Esta conexion entre
estados precisa como sustento primario el reconocimiento de la prediccion asociada con la
variacion y cambio en la naturaleza: PQ es la variacion de la variable independiente.

Con esta idea y en la necesidad de predecir, conocer, adelantar, Newton establecio el binomio

que hoy en dia lleva su nombre y fue dado como:
P+PQ)" =Pt + M AQ+ M Mpo+ M= M= pgy 4 g (1)
n 2n 3n 4n
Donde:
A=P™ B="p0. c="""Bo, p=""2"¢cp
n 2n 3n

Si el exponente m/n es un nimero entero no negativo, entonces el binomio de Newton es una
serie finita. Si el exponente m/n es un numero fraccionario o un nimero negativo entonces el
binomio de Newton es una serie infinita.

Segun, Edward (1980) en su texto de historia de desarrollo del calculo, Taylor en su Methodus
incrementarum publica su serie y lo obtiene a partir del argumento basado en la formula de
interpolacion de Gregory-Newton. Propone entonces la interpolacion:

y =y, +kAy, +k(k=1)/2A%y, +k(k =1)(k =2)/6A’y, +...+ KAy, +A'y,. (2)
Donde los coeficientes de la ecuacion (1) corresponden a los coeficientes de la ecuacion

X—X

0

considerando que Kk = En esencia, Taylor consider6 a partir del polinomio de

_Xo

interpolacion el siguiente proceso: X = X, + KAX;k = , y tomando a la variacion de la

variable independiente muy pequefia (AXx — 0), k muy grande, Xfija, llegd a construir la
siguiente serie:

Y=Y, +(X=X) Yo/ Xo+ (X=%,)7 Vo/ 2(X)° +(X=X%,)’ Yo/ 6(X)° +.... (3)

Esta formula es la serie de Taylor original e interpreta la razon de fluctuacion como derivada. En
sintesis, el binomio de Newton y la serie de Taylor son instrumentos de prediccion en un contexto
de variacion.

Aspectos metodologicos

167



X ESCUELA DE INVIERNO EN MATEMATICA EDUCATIVA
STA. CRUZ, TLAXCALA 2006

Este trabajo de investigacion se realizo a través de la aproximacion socioepistemolégica, teniendo
en cuenta las practicas sociales como actividad humana y generacion de conocimiento
matematico.

El corte metodoldgico que guia el disefio de situacién en la presente investigacion es
primeramente con un analisis a priori como primera etapa de la ingenieria didactica, en un trabajo
posterior se realizard la puesta en escena como segunda etapa y un analisis a posteriori como
tercera etapa. Partimos de la epistemologia inicial planteada acerca del binomio de Newton y la
serie de Taylor como marco de referencia para el disefio de la situacion donde la préctica de
prediccion es incorporada intencional.

Resultados de un analisis a priori de situaciones

En este apartado presentamos los resultados de los cuatro fendmenos explorados y en cada una de
ellos presentamos un andlisis, los dos primeros se presenta como situaciones de enunciado de
salon de clase y los dos tltimos como situaciones a priori con las observaciones experimentales.

Situacion 1. Movimiento Uniformemente Acelerado

La finalidad de esta situacion es mostrar que la prediccion y la interpolacion estan relacionadas
mutuamente. Partimos de un ejemplo tradicional de movimiento uniformemente acelerado del
texto de fisica (Benson, 1999) que se recomienda en los cursos de fisica escolar actual. Con base
a esta idea podemos hacer experimentos con dispositivos electronicos, donde un cuerpo se mueva
con velocidad constante y un cuerpo que se mueva con velocidad variable pero con aceleracion
constante, para obtener las velocidades y posiciones posteriores a través de la prediccion e
interpolacion

Suponga que la velocidad de un automdvil es de 20 m/seg, que durante un tiempo ha aumentado
hasta 40 m/seg y que necesita 4 segundos para ir de la posicion A hasta la posicién B ¢Qué
aceleracion tiene? ¢Cuéles son las velocidades y posiciones del automévil para 1, 2, 3, 4
segundos?

En la tabla No. 1 y en la grafica No. 1 se obtienen los resultados de tiempo y distancia para cada
segundo. Estos valores son obtenidos de la interpolacion basada en el binomio de Newton.

o S BT 2 anes antormamanss s
t=0 |s,=0 |v,=20| =5| | = :
t,+At=1 | S,=20 |v,=25 |5 . I
t,+2At=25,=45 | v,=30 |5 N
t,+3At=3|5,=75 |v,=35 |5 R
t,+4At=4|S,=110| v,=40
Tabla No. 1 Grafica No. 1

Con base a los resultados de la tabla No. 1. Construimos el binomio de Newton:

s, =S, +V,At, sustituyendo s, =S, +As, y V, = As, +A’S,

s, =S, +V,At =s, +2As, +A’s, = (1+A)'s, (4)

El polinomio de interpolaciéon de Newton (ecuacion 4) es de segundo grado. Para nuestro
problema el polinomio de interpolacion de Newton-Gregory es:
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k(k 1)

=(+A)s, =s, +kas, + o A’s, (5)
, t, —t,
Donde consideramos, t, =t, +kAt;k = At (6)
_t-t, _t-0 . _ o .
Entonces k = A1 sustituyendo k, As, =20, A’s, =5 en la ecuacion (8) se llega a la
ecuacion cuadrética, en la cual se tiene una relacion funcional de distancia y tiempo.
S(t) = ﬁt +§t2 (7)

Usando la ecuacion (7), para los tiempos 1, 2, 3, 4, segundos respectivamente, obtenemos: S (1
seg) =20m, S (2seg) =45m, S (3 seg)=75m, S (4 seg)=110 m.

En este ejemplo, mostramos el modelo matematico que describe el movimiento enunciado y por
medio de la tabla de valores del movimiento y sus diferencias que representan las variaciones del
movimiento y llegar a predecir la velocidad, la posicion en determinado tiempo, con el binomio
de Newton.

Situacidn 2. Variacién de temperatura

La situacion de variacion de la temperatura presentada es con la finalidad de comprobar como
actuaria la préctica social de predecir y la herramienta de predecir para verificar la ley de
enfriamiento de Newton cuyo enunciado dice “la variacion de la temperatura de un cuerpo con
respecto al tiempo es directamente proporcional a la diferencia de temperatura del cuerpo y la
temperatura del medio ambiente” y a la vez conocer su modelo matematico que describe este
fenémeno fisico. En la actualidad en los textos de ecuaciones diferenciales este fenémeno es
representado con la ecuacion diferencial:

dT (1) _
dt

k[T(®-T,]1

En el trabajo de Hernandez (2006) reporta que por medio de la interpolacion como herramienta y
prediccion como practica social y las diferencias finitas, se llega a obtener el polinomio de
interpolacion de Gregory — Newton para el fendémeno de la temperatura. Considerando una
temperatura inicial (condiciones iniciales) y por medio de las diferencias finitas obtenemos, las
primeras, segundas, n — enésima diferencias finitas variables se obtiene el siguiente polinomio de
interpolacion:

T, =0+ a)T, =T, +naT, + D AT

+ (- 13)'(” “DNT, et

: t, —t N
Considerando que t, =t, +nAt,t, —t, =nAt,n = nTtO y At muy pequeno (At — 0), y cuando

n—oo, t =t, obtenemos que

- 13
T =T, 0T k(T W e, ) o, 1) 0
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Esta ecuacion es la solucion de la ecuacion diferencial de la ley de enfriamiento de Newton, vista
como los procedimientos desarrollados en el polinomio de interpolacion a la serie de Taylor,
donde consideramos como elemento de andlisis la préctica social de predecir, la herramienta de la
interpolacion en el contexto de la variacion de la temperatura. En consecuencia proponemos el
siguiente problema que viene enunciado en (Zill, 1993).

Una taza de café cuya temperatura es de 85° C se deposita en un cuarto cuya temperatura es de
18° C. Dos minutos mas tarde la temperatura del café es de 80° C. ¢Cual es la temperatura
Después de seis segundos y tres segundos?

Podemos responder a estas preguntas con el binomio de Newton de tercer grado:
T, =T, + AT, =85-5.00259 = 79.99741

T, =T, +2AT, + A’T, =85 +2(=5.00259) +0.37359 = 75.3684
T, =T, +3AT, +3A°T, + A°T, =85 +3(=5.00259) +3(0.373599 +(=0.0279) = 71.018505 , etc.

Se sigue el mismo procedimiento usando el polinomio de interpolacién de Newton de grado
mayor para determinar la temperatura para cualquier tiempo (tabla No.2 y en la grafica No.2).

t(tiempo) | T(temperatura) | AT AT AT Etc.

0.00000 | 85.00000  |-5.002590.37359 |- .02795 .

2.00000 | 79.99741  |-4.62907|0.34564 el
4.00000 | 75.36834 | -4.28343 o R e —.
6.00000 | 71.08491  |-3.96362

8.00000 | 67.12129

Et...

Tabla No. 2. Variacion de temperatura

Grafica No.2

O bien usando el polinomio de interpolacion de tercer grado podemos obtener el valor de la

temperatura para cualquier valor del tiempo del intervalo [0,6].

T, =0+ a)T, =T, +naT, + D AT +
Haciendo n =

T, = (1+A)’T, =85+3(=5.00259) +

6-0 _

3(2)

2!

n(n—-1)(n-2)
!
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La temperatura para, t=3segundos, n= 30, 1.5

2
1-5(1;—”(0,37359 #1503 ‘;)(1'5 ~2) (20.02795) +etc.

T, =(1+A)’T, =85+1.5(-5.00259) +

=77.637958

En la interpolacion de Newton de grado n se requiere que se utilice N+1 puntos para una mejor
prediccion en la interpolacion. Desde el punto de vista de prediccion se necesita conocer la
condicion inicial y sus variaciones.

Situacidén 3. Movimiento periddico

Se disefio un experimento de un resorte en movimiento libre con la finalidad de generar un
movimiento periddico, en este experimento se considerd un resorte unido con un objeto y un
sensor de movimiento para registrar los datos del tiempo y desplazamiento del fendmeno, ademas
de una calculadora ClassPad para graficar y hacer las primeras, segundas, terceras,
cuartas diferencias, etc., como se muestra en la tabla No.3, y la grafica No. 3. El objetivo de este
disefo es con la finalidad de:

a) Verificar el movimiento periodico.
b) Analizar las primeras, segundas, terceras, etc. diferencias y discutir su comportamiento

c) Graficar los datos registrados del tiempo y desplazamiento y discutir su comportamiento
en cuanto a su periodicidad a partir de la prediccion

d) El uso del binomio de Newton como herramienta de interpolacion para predecir el
desplazamiento en un tiempo de 7.8 segundos.

No. Ect.
Datos t y Ay Ay A'y Aly
0 0.7009 0.0209 0.0523 0.0104 -0.156
0.1 0.7218 0.0732 0.0627 -0.146 0.2092
0.2 0.795 0.136 -0.083 0.0628 -0.104
0.3 0931 0.0523 -0.02 -0.041 0.0316
0.4 0.9833 0.0314 -0.062 -0.01  0.0521
0.5 1.0148 -0.031 -0.073 0.0418 0.0418
0.6 09833 -0.104 -0.031 0.0836 -0.052
0.7 0.8787 -0.136 0.0523 0.0314 -0.041
0.8 0.7427 -0.083 0.0837  -0.01 -0.02
0.9 0.659 0 0.0732  -0.0311 -0.02
I 0.659 0.0732 0.0418 -0.052 0.0418
1.1 0.7323 0.115 -0.01 -0.01  -0.041
1.2 0.8473 0.1046 -0.02  -0.052 0.00025
1.3 0.952 0.0837 -0.073 -0.052 0.1775
1.4 1.0357 0.0104 -0.125 0.1253 -0.114
1.5 1.0461 -0.115 -0.00004 0.0104 0.0313
1.6 0.931 -0.115 0.0104 0.0418 0.0209
1.7 0.816 -0.104 0.0523 0.0627
1.8 0.7113 -0.052 0.115

ke e ek ek ek e ek ek
OOO\]O\M.I;QJN,_OOOO\]O\MLQJNH
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20 1.9 0.659 0.0627
21 2 0.7218
Etc.

Tabla No. 3. Movimiento de un resorte

Movimiento simpl¢

o 0.5 1 15 2 2.5

Tiempo  se

Grafica No. 3

Con el binomio de Newton como herramienta se predice el valor del desplazamiento para un
Kk —1 k(k —T)(k —2
Yt = 1+ A)'y, = y, +hay, + < " ) oy, + K 3>'( )y, +

k(k —1)(k —2)(k - 3)
41

tiempo de 7.9 segundos. + A'y,. +etc

0.79(0.79 —1)(0.79 — 2)
3l

y(7.9) = 0.7009 +0.79(0.0209) + %'79—1)

(0.0523) + (0.0104) +

4 0.79(0.79=1)(0.79 - 2)(0.79-3)
41

(—0.156).+.. = 0.69979
t, =t +kAt
Considerando que K = t, —t, k =
At

79-0
10

=0.79

En los intervalos [0,0.9], [1,1.9], [2,2.9]...., [7,7.9] los datos y la gréfica son periddico, con estos
procesos se puede predecir un movimiento periddico a través de de la prediccion e interpolacion,
ademas en el analisis de los datos nos proporcionan informacioén de conceptos de calculo.

Situacion 4. Proceso de infiltracion de agua en suelos

El problema consiste en la infiltracion de agua a través de la superficie del suelo y hacia adentro
del mismo, producido por las fuerzas gravitacionales y capilares. La diferencia entre el volumen
de agua que llueve en una cuenca y el que escurre por su salida recibe el nombre de pérdidas,
debido a la infiltracion y vaporizacion. La infiltracion juega un papel importante en la relacion
lluvia y escurrimiento y, por lo tanto, en los problemas de disefio y prediccion asociados a la
dimension y operacion de obras hidraulicas.
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La féormula mas conocida para este fenomeno es la llamada de Horton reportada por Gardner y
Widdstoe (1921) y por Horton (1940). f = f_+(f, - f.)e™. Donde f, es la capacidad de

infiltracion y f,, f_ y k son constantes empiricas.

En el siguiente experimento es con la finalidad de llegar a la modelacion matematica del
fenémeno de infiltracion de agua en suelos, para ello se realizaron mediciones de la infiltracion
de agua (penetracion de la profundidad) de un suelo arenoso los datos forman una grafica con
tangentes de pendiente negativa (ver grafica No. 4) estas tangentes negativas se muestran en las
primeras diferencias en la tabla No. 4, también en la tabla muestran las diferencias de orden
mayor y se observa que las variaciones no son constantes, es decir, tiene un comportamiento de
forma exponencial con pendientes negativas tendiendo a un valor constante de f, llamado

constante de saturacion. De los datos obtenidos del experimento de infiltracion de agua en suelos
se utilizo la herramienta de interpolacion y la prediccion para la modelacion matematica con la
finalidad de predecir la infiltraciéon de agua en un suelo con respecto a un tiempo determinado
(tabla No. 4 y en la grafica No.4). Esta forma de ver a la matematica consideramos que se estan
proporcionando referentes didacticos para la reconstruccion del calculo escolar (Hernandez,
20006).

Proceso de infiltracion de agua en suelos
h(mm

ts) ) Ah  A’h  Ah  A'h  A’h

0 105 -02 01 -0.1 0.15 -0.27
30 103 -0.1 0 0.05 -0.12 0.25
60 102 -0.1 0.05 -0.07 0.13 -0.25
90 10.1 -0.05 -0.02 0.06 -0.12 0.23
150 10.05 -0.07 0.04 -0.06 0.11 -0.18
210 998 -0.03 -0.02 0.05 -0.07 0.08
270 9.95 -0.05 0.03 -0.02 0.01 0.01
330 99 -0.02 0.01 -0.01 0.02
390 9.88 -0.01 0 0.01
450 9.87 -0.01 0.01
510 9.86 0
570 9.86

Tabla No. 4. Proceso de infiltracién de agua en suelos
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Infiltraciéon en suelos

10.6 4
10.5
10.4
10.3 -

10.2 -
10.1 -

infiltracion (mm)

10
* -
9.9 - - - = =
9.8 T T T T T 1
o 100 200 300 400 500 600
Tiempo (seg)
’
Grafica No.4.

Con el binomio de Newton en la forma de interpolacion se llega a predecir la infiltracion de agua
en tipo de suelo, como se muestra en el siguiente calculo.

h(t,)) =(1+A)*h, = h, +kah, +$Nho +W&ho +

P KE=DK=2)K=3) oy 4 orc
41
h(150) =10.5 +5(=0.2) + %TD(O.I) + W(—o.l)
+ 5(4_1)(53_' 2G=3) 0.15)+etc.. =10.25mm
t, =t, + kAt 150—0

Considerando que - , k= ——~ =5

q k = @ 30

At

Conclusiones

En la situaciéon de movimiento uniformemente acelerado y la variacion de la temperatura
unicamente se presentaron con la finalidad de mostrar la relacion de la prediccion y la
interpolacion para disefiar situaciones como la presentada en el caso del movimiento periodico,
infiltracion de agua en suelo, estas situaciones s6lo se presentaron como un analisis a priori, en
trabajos posteriores se reportard la etapa de puesta en escena. En este trabajo se utilizd la
herramienta de interpolacion y la prediccidon como practica social para la modelacion matematica
y en el andlisis nos dan evidencias de la prediccion en los fendmenos fisicos y problemas de
ingenieria. Esta forma de ver a la matemadtica consideramos que se estdn proporcionando
referentes didacticos para la reconstruccion del calculo escolar.

Referencias Bibliografica
Benson, H. (1999). Fisica Universitaria. Editorial CECSA, vol. 1. México.

Buendia, G. & Cordero, F. (2005). Prediction and the periodical aspect as generators of
knowledge in a social practice framework. A socioepistemological study. Educational Studies in
Mathematics 58, 299-333.

174



X ESCUELA DE INVIERNO EN MATEMATICA EDUCATIVA
STA. CRUZ, TLAXCALA 2006

Cantoral, R. (2001). Un estudio de la formacion social de la analiticidad. Grupo Editorial
Iberoamérica. México.

Hernandez, H. (2003). Una epistemologia de la matematizacion del movimiento: caso de
prediccion y variacion con las diferencias finitas y la serie de Taylor. Acta latinoamericana de
matematica educativa 16(2), 594-600.

Hernandez, H. (2006). Una vision socioepistemolégica de la matematizacion del movimiento: del
binomio de Newton a la serie de Taylor. Tesis de maestria. Universidad Autonoma de Chiapas.
México.

Muioz, G. (2000). Elementos de enlace entre lo conceptual y lo algoritmico en el calculo
integral. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa 3(2), 131-170.

Gardner, W., Widstoe, J. (1921). The movement of soil moisture. Soil Sci. 11:215-232.

Horton, R. E. (1940). An approach to the physical interpretetion of infiltration capacity. Soil Sci.
AM. Proc. 5, 399-417.

Zill, D. (1993). Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones. Grupo Editorial Iberoamérica.
Tercera edicion. México.

175



