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Resumen

En la perspectiva socioepistemologica se estudia el ‘uso del conocimiento matematico’ a través
de distintas dimensiones de construcciéon que se articulan a través de los elementos del
funcionamiento y de la forma del contenido matematico. En particular, en este proyecto de
investigacion, se estudia la modelacion escolar para formular una epistemologia que integra
diversos elementos de construccion que relacionan el uso de las graficas con la modelacion de las
situaciones de movimiento. Algunos de estos elementos son la identificacion de patrones
graficos, la generacion de una estructura de graficacion propia y la identificacion de multiples
realizaciones (simulaciones del movimiento) y ajustes en la estructura de estas realizaciones para
producir graficas deseables. En este escrito haremos una revision de los trabajos que estudian las
practicas sociales asociadas al uso de las graficas como objeto de estudio en matematica
educativa con el propdsito de ubicar el estudio del uso de las graficas que se presenta al modelar
situaciones de movimiento.
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Introduccion al estudio del uso de las graficas

En la mayoria de los estudios por la graficacion hay un interés por la relacion de la representacion
algebraica y la representacion grafica que deben articularse, entre otras representaciones mas,
para construir y definir conjuntamente el concepto de funcion. En la mayor parte de ellos es
esencial la incorporacion del uso de recursos tecnoldgicos como computadoras y calculadoras.
Una mirada a la investigacion anterior realizada se puede encontrar estudios de graficacion de
tres tipos, cognitivos, didacticos y semioticos. En estos estudios las categorias de analisis se
refieren a las dificultades de los estudiantes (Leinhard et al 1990), a estrategias didacticas
(Hartmann y Choppin, 2003) y a registros de representacion (Duval, 1995), respectivamente. A
continuacion haremos una discusion sobre como cambia el objeto de estudio dentro de una
perspectiva socioepistemologica en el que se propone un estudio ‘del uso del conocimiento’
articulando las dimensiones de construccion a través de los elementos del funcionamiento y de la
forma del contenido matematico.

De esta manera, el objetivo de estudiar la graficacion estd determinado por intereses de las lineas
de investigacion sobre el Calculo y el Anélisis. En estas lineas se ha identificado a la graficacion
como un aspecto fundamental en la construccion de conocimiento matematico.

Por ejemplo, Cantoral y Farfan (1998) precisan que para desarrollar el pensamiento y lenguaje
variacional conviene considerar un universo de formas graficas enlazadas a la nocién de
prediccion en fendémenos de variacion continua:

* Esta investigacion esta financiada por CONACYT con el Proyecto Estudio de las graficas de las funciones como
précticas institucionales. Una gestion escolar para el Nivel Superior. Clave No. 47045.
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Con ¢l [un acercamiento didactico novedoso basado en la investigacion en
Matematica Educativa], buscamos construir una base de significaciones para
procesos y conceptos del analisis matematico, especialmente del que se ensefia al
nivel universitario. Iniciamos con actividades para la construccidon, entre los
estudiantes, de un universo de formas graficas que sea a la vez, amplio y
estructurado; y continuamos con el desarrollo de la nocién de prediccion de los
fenomenos de flujo apoyados en el binomio de Newton. La combinacién de ambas

tareas, sostenemos esta hipotesis, favorece al desarrollo del pensamiento y el
lenguaje variacional. (Cantoral y Farfan, 1998).

Efectivamente para llevar a cabo dicha tarea, surgen preguntas tales como: ;De qué naturaleza
debe ser ese universo de graficas? Y, mas aun, ;de qué forma se dard la construccion de las
graficas para que constituyan esa base de significados para los procesos y conceptos del analisis
matematico?

Un avance en este sentido es el trabajo realizado por Cordero (2001, en prensa) en el que
identifica diversas construcciones del Calculo y el Andlisis. En estas construcciones se subraya a
los argumentos centrales como practicas sociales que sostienen esta construccion. La sintesis
consiste en una caracterizacion de la construccion de conocimiento a partir de elementos
centrales como son los significados, los procedimientos que permiten la manipulacion de los
significados y los argumentos que genera el estudiante al realizar tareas asociadas a estos
significados y procedimientos. En Cordero (2001) se identifican tres construcciones del Calculo:
de variacion, de aproximacion y de transformacion. Cada una de estas construcciones tiene
asociados sus significados, procedimientos, procesos y objetos y argumentos. El argumento es
entendido como el elemento eje de la construccion. Los argumentos centrales de las

construcciones mencionadas son la prediccion, la analiticidad de las funciones y la modelacion-
graficacion, respectivamente.
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Ilustracion 1. Diversidad de construcciones del Calculo y del Anélisis, Cordero 2001.
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Estos elementos han servido como marco de referencia para caracterizar la construccion en otras
investigaciones que dan evidencias de resignificaciones a partir del uso y modelacion de
conocimiento matematico: Buendia (2004) en el caso de la periodicidad, Campos (2003) en el
caso de la transformacion de funciones cuadraticas, Dominguez (2003) en el caso de la
asintoticidad de las funciones y Rosado (2004) en el caso de la linealidad del polinomio. En el
apartado siguiente se discute como estos elementos servirdn de marco de referencia en el estudio
del uso de las graficas.

Categorizacion del uso de las graficas

El estudio del uso de las graficas se esta consolidando como una linea de investigacion en la que
se estudian las practicas de referencia asociadas a la graficacion en el discurso matematico
escolar. Flores (2005), Cen (2006), Torres (2004) y Sudrez (2006) han aportado informacion
sobre el tipo de graficas que se encuentra actualmente en la educacion basica y en el bachillerato,
proporcionando evidencias de que el uso de las graficas tiene un desarrollo que sustenta una
construccion de conocimiento matematico.

Uso de las gréficas en el nivel basico a través de los libros de texto

Flores (2005) encontré un marco de referencia para describir el uso de las gréficas en el discurso
matematico escolar de la educacion basica. En este trabajo se identificaron tres momentos de uso:
“el de uso del sintoma de la funcion [m1_sintoma], el del uso de la grafica de la funciéon [m2_uso
de la grafica] y el del uso de la curva [m3 uso de la curva]”. Con esta informacion se dibuja un
desarrollo del uso de las graficas: se parte de elementos anteriores al establecimiento institucional
de la grafica por medio de actividades de reproduccion y comparacion de trayectorias, de
reproduccion de figuras, de ubicacion y desplazamiento y de analisis de informacion
(ml_sintoma), y se continia con la inclusion de actividades que aluden explicitamente a la
grafica (m2_uso de la grafica) y a la funcién (m3_uso de la curva).

El uso de las graficas en el nivel basico
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[lustracion 2. Desarrollo del uso de las gréaficas en la Educacion Basica (Tomado de Flores,
2005).

Uso de las gréficas en el nivel medio superior

El uso de las graficas en el Nivel Medio Superior’ (NMS) cuenta con un mayor nimero de
momentos de caracterizacion. Cen (2006) analiz6 los planes de estudio para las matematicas del
NMS del Instituto Politécnico Nacional y los libros sugeridos para cada una de las seis
asignaturas. De esta revision caracteriza seis usos de las gréficas: distribucion de puntos (M1-
puntos), comportamiento geométrico (M2-geométrico), analisis de la curva (M3-curva), calculo
de areas (M4-areas), calculo de volumenes (MS5-volimenes) y (M6-analisis).

Matematicas del Bachillerato
SEMESTR USO DE LAS GRAFICAS
E
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S
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Ilustracion 3. Desarrollo del uso de las graficas en el Bachillerato (Tomado de Cen, 2006).

En esta caracterizacion de usos de las graficas a lo largo de los seis semestres del bachillerato se
observa la permanencia de graficar a partir de puntos (M1-puntos). La graficacion a través de los
comportamientos geométricos (M2-geométrico) sirve de antecedente a la graficacion para el
analisis de las curvas de las funciones (M3-curva). Los siguientes tres usos (M4-areas, M5-
voliimenes y M6-analisis) tienen una aparicion localizada en s6lo un semestre.

3 . .y . . . .y . .
Se conoce en México también como ‘bachillerato’ a las Instituciones de Educacion Media Superior.
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Uso de las gréficas con tecnologia

Torres (2004) realiza un estudio del uso de las graficas a partir de la revision de la revision de
algunos textos de bachillerato (Phillips, 1999 y Zill, 1985) y de trabajos de investigacion en
Matematica Educativa (Cordero y Solis, 2001; Cantoral y Montiel, 2001; Suérez et al, 2004) e
identifica los usos de las graficas que se generan con el uso de la tecnologia. En esta
investigacion se toma como de referencia principal a Torres (2004) como una via para estudiar
actividades de modelacion del movimiento, con el uso de tecnologia que permite la recoleccion
de datos al trabajar con estudiantes de bachillerato.

Los elementos que sirven de base para la caracterizacion de usos de las graficas en bachillerato
por Torres (2004) las considera no s6lo en su relacién con el concepto de funcidon sino con los
significados, procedimientos y argumentos que intervienen en las acciones que desarrolla un
estudiante ante una actividad de graficacion. Este estudio se realizd desde la perspectiva
socioepistemologica, en la que se considerd que la construccion de conocimientos debe estar en
correspondencia con la modelacion y el uso de la matematica. Esta correspondencia es el
lenguaje de herramientas que resulta de la actividad humana (Cordero, 2001).

El primer uso se refiere a la construccion de graficas utilizando la relacion de correspondencia
entre dos variables, es decir, localizar parejas de puntos ordenados a partir de la relacion
algebraica, este procedimiento se encuentra frecuentemente en libros de texto del Nivel Medio y
Nivel Medio Superior (Ilustracion 4). Un segundo uso es la graficacion por operaciones graficas,
ejemplo de este uso se observa en los disefios de situacion de Cordero (2001) en los que se pide
explorar lo que sucede cuando a la grafica de una parabola (funcidn prototipo) se le suma una
recta o se multiplica por una constante observando los efectos graficos y a partir de ellos modelar
comportamientos de funciones. Este tipo de trabajo de operaciones con graficas lo podemos
encontrar en Quiroz (1989) y en Cordero (2001) (Ilustracion 5).

f(x)=x--3
OfN Clos
NP SN | PO '; ,,,,,,,, L
; ]
[lustracion 4. Uso de las graficas a [lustracion 5. Uso a partir de
partir de su expresion algebraica operaciones graficas

Un tercer uso se refiere a la graficacion por medio de la simulacion de un fendmeno fisico
empleando tecnologia, éste es el uso que tendréd especial atencion en este trabajo. El estudiante
realiza distintos movimientos ante un sensor y obtiene graficas que estan relacionadas con los
movimientos que realiza, de la relacion que el estudiante encuentre entre el movimiento y las
graficas se generaran los significados en este uso de las graficas. En los apartados siguientes se
describen la metodologia y la situacion de ensefianza presentada a los estudiantes que nos ayudé
a caracterizar este nuevo uso de las graficas.
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La caracterizacion de estos tres usos de las graficas se realiza a través de los elementos de
significados, procedimientos, procesos y objetos y argumentos en la siguiente tabla.

Construccion de | Graficas utilizando Operaciones Graficas a partir de la
representaciones la relacion de graficas simulacion de un
correspondencia fenomeno fisico con
tecnologia
Significados y | Establecer ejes de Transformacién de | Comportamiento de las
sistemas coordenadas funciones graficas de la posicion y de
simb6licos | Determinar puntos | Comportamiento de |la velocidad en relacion
en el eje cartesiano | una funcion con la simulacion
Funcion derivada y | (funcion primitiva y su
primitiva derivada)
Procedimientos | Operaciones Variacion de la Determinar la escala para
fundamentales variable y de sus el tiempo y la posicion
coeficientes Identificar el tipo de
movimiento
Relacionar las graficas con
la situacioén
Procesos y Variables Forma de la grafica |Forma de la gréafica para
objetos Funcién identificar patrones de
comportamiento
relacionando las graficas
de la posicion y de la
velocidad
Argumentos | Relaciones de la Comportamiento A mayor velocidad mayor

funcion con la
grafica a partir de su
expresion algebraica

tendencial de la
funcion

valor absoluto de la
pendiente en la grafica de
posicion

A mayor pendiente en la
grafica de posicion, mayor
distancia con respecto al
eje en la grafica de
velocidad.

Tlustracion 6. Descripeion del uso de las graficas en bachillerato (Tomado de Torres, 2004).

En el tercer uso los estudiantes modelan el movimiento al hacer una descripcion grafica de la
posicion y de la velocidad. Uno de los elementos que se problematiza es la inclinacion de las
rectas o curvas y su relacion con las velocidades del movimiento. Los estudiantes pueden
relacionar los intervalos de cambios de velocidad de la situacién de movimiento con las graficas
obtenidas a partir de multiples realizaciones del movimiento frente al sensor. De esta manera
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identifican la grafica de una recta con menos inclinacion con un movimiento donde su velocidad
es lenta. Y la grafica de una recta con mayor inclinaciéon con un movimiento donde se velocidad
es mayor.

La tecnologia permite a los estudiantes tener una vision global y local, tanto cualitativa como
cuantitativa de la grafica, en la que los estudiantes pueden explorar y dar explicaciones de lo que
sucede con la situacion, por lo que sera necesario plantear problemas de situaciones reales en las
que los estudiantes puedan transitar con facilidad entre las diferentes representaciones:
simulacion, verbal, tabular, grafica y algebraica antes y después de usar la tecnologia. Las
actividades propuestas a los estudiantes deben estar encaminadas a generar conocimientos
matematicos integradores.

Los ciclos de exploraciones, discusiones y reflexiones de situacién-simulacion-situacion permiten
incorporar los significados generados por los estudiantes para la construccion de una apreciacion
cualitativa y cuantitativa de la velocidad durante el recorrido a partir de la grafica de la posicion
con respecto al tiempo. En la ilustracion 7 se puede apreciar la diversidad de asociaciones entre
una situacion de movimiento y la representacion grafica de la posicidon con respecto al tiempo:
puntos donde la velocidad es nula, intervalos donde la velocidad es positiva o negativa y
comparaciones entre instantes donde se tiene menor o mayor velocidad o rapidez (valor absoluto
de la velocidad). En este sentido la actividad de aprendizaje planteada permite la construccion de
conocimiento a partir de la modelacion y la simulacién del movimiento.

velocidad menor uelocndad nula rapldez menor

velocidad mayor/"_'_\ rapldez mayo

elomdadn velomdad
positiva ;nega’twa

\\ velocidad nula /

Tlustracion 7. Descripcion cualitativa de la velocidad

Uso de las gréaficas en la modelacion del movimiento

El interés por la modelacion matematica se ha incrementado en tiempos recientes en todas las
areas de conocimiento, y especificamente en educacion desde hace unas décadas, debido a los
alcances de las matematicas en su relacion con otras ciencias. En la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas este desarrollo se da de una forma diferente. Existen grupos de investigacion (por
ejemplo ICTMA®) que han centrado su interés en avanzar hacia este desarrollo en el campo de la
matematica educativa. La concepcion misma de modelacion estd teniendo una revision dentro de
la Matematica Educativa (Blum, 1993). La diversidad de estas concepciones tensa aspectos
conceptuales en las teorias o marcos tedricos que se han construido (y se estdn construyendo) en
la Matematica Educativa. Entre los conceptos mas significativos se encuentran el lenguaje de
herramientas y el lenguaje de los objetos (Cordero, 2001, Arrieta, 2003). Esta tension obliga a
debatir la relacion entre la actividad matematica y la actividad humana como marco de referencia
del conocimiento matematico. Dentro de este estudio se define a la modelacion como una

* Conferencia Internacional sobre la Ensefianza de la Modelacién Matematica y Aplicaciones
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construccion teérica’ que un individuo realiza al enfrentar una tarea matematica en la que pone en
juego sus conocimientos. En esta definicion operativa se enuncian las caracteristicas de esta
construccion como las siguientes: posee su propia estructura, esta constituida por un sistema
dindmico, la simulacién puede llevar a cabo multiples realizaciones y hacer ajustes en su
estructura para producir un resultado deseable, es un medio que soporta el desarrollo del
razonamiento y de la argumentacion, busca explicaciones a un rango y enfatiza invariantes, trae
una idea en una realizacion para satisfacer un conjunto de condiciones. Asi, la graficacion se
estudia como categoria que sirva de vehiculo para implementar el binomio modelacion-
graficacion en la construccidon de conocimiento matematico en el salon de clases con un ambiente
tecnologico.

En todos los disefos de situacion se tiene la misma estructura: se presenta una situacion en un
contexto fisico, susceptible de ser reproducido, y se pide hacer una descripcion de la situacion en
términos graficos. Cuando se trabaja con los discentes® se pone énfasis en que las actividades que
van a realizar tienen como propdsito resaltar la dimensién de uso que tienen las matematicas.
Uno de los aspectos importantes de las matematicas es cuando sirven como una herramienta para
comprender una situacioén en un contexto especifico’.

De tal manera que hay dos etapas en el diseflo de la grafica que el discente usara para explicar la
situacion en un contexto especifico planteada. La primera en la que recurre a sus conocimientos
previos y la segunda generada con el uso de la tecnologia, donde hay una interpretacion y ajuste
de la primera. Hay variables que se destacan de la situacion planteada. La posicion, la
temperatura, la altura, el tiempo son magnitudes que sufren un cambio y son susceptibles de ser
medidas. El equipo tecnologico que se ofrece a los discentes consta de sensores, transductores y
calculadoras. Por medio del sensor, cada cierto tiempo (intervalos de medio segundo, de un
segundo, etc.), se toman datos de la variable elegida. El sensor estd conectado a un transductor
que transforma los datos en informacion y que a su vez trasmite a la calculadora. Hay una
interaccion entre estos tres instrumentos, la calculadora es la que controla toda la interaccion por
medio de un programa que determina como y en qué momento tomar los datos, para recibir dos
listas de datos, de la variable y del tiempo a partir de las cuales genera otras listas y las graficas
asociadas.

En la incorporacion de la tecnologia en la ensefianza de las matematicas ha tenido
particularmente importancia la actividad de la simulacion, esto se debe a la complejidad de las
construcciones. En nuestro proyecto se adopta la perspectiva de que la simulacion estd
estrechamente relacionada a la actividad de modelar con tecnologia y se elije la representacion
grafica que proporcionan calculadoras con poder de graficacion® asi como los sensores’
(transductores de datos).

> Para Martinez y Cortiz (1996) el término modelo en Epistemologia es entendido como una construccion tedrica que
sirve para interpretar o representar la realidad o una parte de ella.

% Se usa esta palabra como un término general para designar a las personas con las que se han trabajado las
actividades, ya que éstas han sido tanto estudiantes de bachillerato, licenciatura y posgrado como profesores que
asisten a talleres, cursos y seminarios.

7 Por una situacién en un contexto especifico entendemos una pregunta o un problema dentro de un contexto fisico,
social o incluso matematico. Se espera que al responder la pregunta o problema planteado se haga uso de las
caracteristicas del contexto especifico.

§ Calculadoras Voyage, TI-92 y ClassPad.

? Se han utilizado los transductores, analizadores de datos y sensores asociados a las calculadoras mencionadas en la nota anterior.

183



X ESCUELA DE INVIERNO EN MATEMATICA EDUCATIVA
STA. CRUZ, TLAXCALA 2006

La graficacibn como multiples realizaciones. En el planteamiento de las experiencias de
aprendizaje estd considerado que los estudiantes realicen en varias ocasiones el movimiento
(simulacion) para poder observar patrones graficos que lo caractericen. En la situacion de una
persona que se aleja para después regresar a un punto de partida se toman decisiones sobre la
distancia a recorrer, sobre el instante en el que se emprende el regreso, sobre la trayectoria que se
debe seguir frente al sensor. Cada una de estas decisiones tiene consecuencias sobre la grafica
resultante como se puede observar la siguiente ilustracion.

MHIN DEG AUTO FUNC MAIN RAD AUTO FUNC

T\ Fzv | F3 & TEv Y Fov
v §#—|Zoon|Trace|Regraph[Math[Draw|~

TS
TMAIN RAD AUTD FUNC HMAIN RAD AUTD FUNC

[lustracion 8. Multiples realizacion de una simulacion del movimiento de una persona

De la diversidad de gréaficas obtenidas se pueden extraer comportamientos que persisten no
importando las variables incluidas en el movimiento realizado. Dos de ellas se refieren al tipo de
grafica que se genera en todo el trayecto en una direccion, por ejemplo, el trayecto de ida
(ilustracion 9a) o bien en el patron de grafica alrededor del instante en que se emprende el regreso
(ilustracion 9b).

O
e

TS
TS

Tlustracion 9. Patrones graficos identificados en el movimiento de una persona.

Estos patrones graficos adquieren sentido y significado en la situacion a partir de las relaciones
que se pueden establecer entre las graficas y la situacion de movimiento que viven los
estudiantes.

La graficacion como ajustes en una estructura para producir un patrén deseable. Con los
significados construidos por los estudiantes que relacionan los modelos gréaficos con la situacion
de movimiento los estudiantes pueden resignificar las graficas a partir de los ajustes que
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requieren hacer para obtener nuevas gréficas relacionadas con la primera. Veamos el caso del
movimiento de ida y vuelta, una vez establecido el patron grafico se pueden variar algunos de los
pardmetros de la situacion de movimiento para generar diversas graficas asociadas en las que la
distancia maxima o el tiempo total sean la mitad de los originales, cambiar el punto de referencia
al punto maximo donde se llega en el recorrido. (Véase la ilustracion 9).

.‘@ Z?«;nTTrgceTRe;;aphTN;s{hTD:“a.w : / Tf;i:e ] -‘a Zroz«;nTTrf;:eTRegrrtaphTM?{h D:“;w : / T ] -‘p Zrozc;mTTr‘r;ceTRegr;aphTMras{hTD:“a'u v? / T ]
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Ilustracion 9. Variaciones en el patrén grafico de ‘ida y vuelta’.

De esta manera, el potencial de la graficacion es mayor si se le considera en si misma una
modelacion. Las caracteristicas que deberia cumplir son: 1) las graficas se obtienen a partir de
una simulacion que lleva a cabo multiples realizaciones y hace ajustes en el movimiento para
producir un resultado deseable en la grafica, 2) tiene un cardcter dindmico que permite crear
modelos graficos que se convierten en argumentos para nuevas descripciones de movimientos, 3)
propicia la busqueda de explicaciones y enfatiza los comportamientos invariantes en las
situaciones. Uno de los propodsitos de esta investigacion es aportar las evidencias de que la
practica de la graficacion soporta el desarrollo del razonamiento y de la argumentacion.

Discusion: Hacia una epistemologia del uso de las graficas

En este escrito se presenta una revision de los trabajos que consideran el uso de las graficas como
objeto de estudio en matematica educativa. Con esta revision se delimita el objeto de una
investigacion que se ubica en el estudio del uso de las graficas que se presenta al modelar
situaciones de movimiento. En los estudios de uso de las graficas revisados en este articulo existe
una intencion de caracterizar a la graficacion como un conocimiento con estructura propia y
susceptible de desarrollo. En Flores (2004) y en Cen (2006) el andlisis se ha realizado a partir del
discurso institucionalizado de los libros de texto y de los programas de estudio. El resultado es,
por un lado, la identificacion del tipo de tareas de graficacion, estos distintos tipos caracterizan la
forma del uso de las gréaficas. Por otro lado, se da cuenta de distintas funciones de las mismas
graficas a partir de la identificacion de momentos o grupos de tareas. Estos elementos
caracterizan el funcionamiento de esos usos de las graficas. En Torres (2004) y en Sudrez (2006)
se han integrado elementos propios de la graficacion para disefar situaciones de modelacion del
movimiento que resignifican las situaciones de cambio y variacion. Estos andlisis contribuyen en
la formulacién de una epistemologia del “uso de las graficas” que determine su desarrollo
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institucional ante situaciones especificas en los distintos niveles educativos. El trabajo con los
estudiantes estd aportando las evidencias de las construcciones que se logran con las nuevas
formas y funcionamientos del uso de las graficas al modelar situaciones de cambio y variacion.
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