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Resumen. La conceptualizacion de la linealidad no estd articulada en asignaturas de
matemdticas que se imparten en los diferentes niveles educativos. Esta investigacién estd en
desarrollo y su objetivo central es el de hacer un estudio epistemoldgico, cognitivo y
sociocultural de la nocién de linealidad. Se reportan algunos avances acerca de la génesis y
desarrollo de la nocién, lo que estd permitiendo mostrar su relevancia articuladora en la
diddctica de la matemdtica. A través de un andlisis historico y epistemoldgico, que se viene
realizando, se tienen evidencias de la filiacién que hay entre la proporcionalidad directa, y la
linealidad, lo que se manifiesta en los conceptos de funcién lineal, sistemas de ecuaciones
lineales, hasta la misma definicion de mapeo lineal. En la parte experimental se reporta el
andlisis de una entrevista con estudiantes de licenciatura, disefiada para buscar vinculos

conceptuales entre la proporcionalidad y la linealidad.
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Introduccion

La linealidad es una nocién empleada por muchos individuos en lo cotidiano, aunque en
ocasiones no se perciba con tal denominacién. En el ambito no escolar, hay ejemplos donde
dicha nocién esta presente, como en el calculo que hace una persona del interés simple de
un capital invertido o del pago de una deuda contraida, por el préstamo de un monto de
dinero. Como parte de los saberes escolarizados, la linealidad aparece desde la
proporcionalidad directa, hasta el Algebra lineal. Posteriormente la nocién aparece en

aspectos especializados como la modelacién de un sistema a través de la Programacion
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Lineal, mediante el cual se buscan las mejores decisiones, al optimizar una funcién objetivo

con restricciones, ambas lineales.

Las actividades humanas influyen en las concepciones de los individuos, de tal manera que
al llegar a los ambientes escolares, donde se abordan los conceptos matematicos, éstos son
permeados por el significado original que se habia instalado con anterioridad. Esto es, la
linealidad es preconcebida a partir de las experiencias cotidianas de hechos simples que se
expresan en lenguaje coloquial como “el camino es recto”, “no te pases de la raya”, las cuales
son llevadas a la escuela donde el estudiante descubre que se pueden resolver problemas
con la proporcion directa y que la recta tiene una ecuacién, pero el discurso escolar
tradicional no articula estos dos conceptos. Vale la pena resaltar que por medio de un
analisis historico y epistemologico, que se esta desarrollando, se han recabado evidencias
acerca de la estrecha vinculacion conceptual que existe entre la proporcionalidad directa, y
la linealidad, vinculacién que se muestra también en los conceptos de funcién lineal,

sistemas de ecuaciones lineales, hasta las misma definicibn de mapeo lineal o

transformacién lineal.

En lo relativo al aspecto sociocultural, se resalta que los individuos tienen concepciones
intuitivas acerca de la recta, las cuales ya en el &mbito escolar requieren su matematizacion
como funcion lineal, transformando los significados previos. Ahora bien en lo que se refiere
al discurso escolar, tanto en los libros de texto en que se apoya la ensefianza como las
explicaciones que brinda un docente en la escuela, a menudo parte de experiencias
cotidianas para explicar un fendmeno lineal. Tal es el caso cuando se estudia el movimiento
rectilineo uniforme, en el que se postula la proporciéon directa a través de, “distancias
iguales en tiempos iguales”, lo que manifiesta una razén de cambio constante, que no es

otra cosa que la velocidad. Esto es, la trayectoria que describe el movil es una linea recta.

El proposito de esta investigacion es analizar los aspectos epistemologicos y cognitivos que
le dan resignificacion a la nocién de linealidad. Es a través de la articulacidon de saberes que
se buscan explicitar las relaciones conceptuales de la linealidad en el curriculum escolar.

Adicionalmente se muestran algunos avances de aspectos cognitivos que presentan cuatro
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estudiantes de licenciatura, entrevistados en conjunto. Ademas se dan evidencias acerca del
desarrollo de la nocién en distintos momentos histdricos. Los resultados de las perspectivas

anteriores daran elementos para incidir en la didactica.

Metodologia

Se han considerado dos vertientes, una encaminada al andalisis de las ideas de la nocion de
linealidad a partir de diversas fuentes, como son libros de Historia de las Matematicas y
otros referidos a las obras de pensadores clasicos, como Eudoxo y Arquimedes, entre otros.
En dicho andlisis se resalta que desde la antigliedad ha habido la necesidad del calculo de
intereses e impuestos, a partir de la expresion del interés simple, la cual es una forma de la
linealidad (Struik, 1986). La otra vertiente es la del andlisis de los textos escolares antiguos
y contemporaneos, a partir del cual ha sido necesario identificar momentos y autores
significativos que han contribuido a la evolucién de la nocién misma. Esto ha posibilitado
realizar un rescate epistemoldgico de la linealidad, haciendo un recorrido discreto, desde la
proporcionalidad directa, estudiada en la matematica elemental, hasta conceptos de mapeo
lineal, transformacién lineal y espacio vectorial en el Algebra Lineal. Para ello se han
tomado elementos de la metodologia de Schubring (Camacho, 2000), el cual esencialmente,
desde una perspectiva holistica, propone un estudio de textos antiguos y de planes y

programas, realizando una contrastacion de estos elementos.

Por otra parte, dada la naturaleza de este estudio, se ha empleado la Ingenieria Didactica
(Artigue, 1995), por ser una metodologia de investigacion cualitativa. En la primera fase, el
andlisis preliminar, se ha realizado parte del estudio epistemolégico, ya citado antes; y se
tienen elementos de caracter cognitivo a partir de articulos de investigacion referidos a la
nocion de linealidad, desde la perspectiva de la proporcidn directa. En este andlisis del

estado del arte, se muestra que la nocidn de linealidad, en su version como funcién lineal

y

. ] o b
de la forma y=mx con X € R, tiene un vinculo conceptual con la proporciéon directa = =—.
X a

En Singh (2000), se resalta la importancia del razonamiento multiplicativo al abordar la
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proporcionalidad. Ademas dice que el problema de la ensefianza del razonamiento
multiplicativo estd compuesto por las maneras en que ensefiamos las proporciones en la
escuela, y que se requiere investigar como los esquemas de unidades compuestas de la
estructura multiplicativa de los nifios, pueden desarrollarse a través del pensamiento
proporcional. En otra investigacion (De Bock, et. al, 1998) se afirma que el tema mas
importante en educacién matematica elemental es el correspondiente a las relaciones

lineales o directamente proporcionales. Ademas sefialan que

“Debido a la gran aplicabilidad para el entendimiento de problemas en
matemadticas y ciencias, el modelo lineal (o proporcional) es un concepto
clave en educacion primaria y secundaria” (Traduccién libre de De Bock, et.

al, 1998).

En esta investigacién se muestra la relevancia del modelo lineal, debido a que subyace
como elemento basico de una gran cantidad de problemas que se estudian en matematicas
escolares. Es de resaltarse que algunos estudiantes crecen con la idea que estos modelos
tienen una aplicabilidad universal y adquieren la propensién a considerar cualquier
relacién numérica como si fuera lineal. Los resultados arrojan una fuerte presencia del
modelo lineal en las respuestas de los estudiantes a los problemas de aplicacion
involucrando longitud y area de figuras planas, presentados en contextos escolares. Pero a
pesar de que el modelo lineal no tiene aplicacién universal, si es de resaltarse que la
instalacion adecuada de dicha nocion desde educacidn elemental, es elemento importante

para la articulacién de conceptos, tanto en bachillerato, como en el nivel superior.

En relaciéon con las concepciones que, desde los usos cotidianos, han edificado personas de
escasa o nula escolaridad a partir de su experiencia en problemas donde, entre otros

conceptos, se involucran a la proporcionalidad, Avila (Avila, et. al., 1995) reporta que

“I...] las personas han construido estrategias para resolver problemas donde
la proporcionalidad directa estd implicada. Estos problemas, cominmente
conocidos como de regla de tres, generan respuestas matemdticas por parte

de todos los sujetos con quienes trabajamos. [..] En todos los casos, las
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estrategias de resolucion son diferentes a las escolarizadas. [...] imponen una

revision profunda al curriculum de matemadticas.” (Avila, et. al., 1995)

En este estudio, el aspecto sociocultural de la proporcionalidad directa, juega un papel
preponderante en las concepciones de personas de baja escolaridad, ya que las mismas
pueden resolver problemas en forma distinta a las escolares. Los datos que obtuvieron
estos investigadores, se recolectaron mediante entrevistas individuales bajo la técnica del
interrogatorio critico. En cuanto al manejo de la proporcionalidad directa, se le considera
relevante por los usuarios de la educacién basica de adultos, como lo refiere De Lella

(1988) (Citado en Avila, et. al.,, 1995),

“Tal conocimiento, en efecto, es indispensable para una interaccién adecuada
con el entorno laboral y comercial. Sus aplicaciones son innumerables y estdn
presentes en todos los sectores de la actividad humana (Dupuis y Pluvinage,
1981; Soto y Rouche, 1995). Asimismo, y de acuerdo con diversos
investigadores ([..] Lesh, Post y Behr, 1988) la proporcionalidad es la
culminacién de la matemdtica elemental y la piedra angular de toda la

matemdtica que vendrd después.” (Avila, et. al., 1995)

Tomando como referencia los resultados de las investigaciones antes aludidas, es posible
resaltar que la proporcionalidad es un elemento de vinculo entre la matematica elemental y
la matematica avanzada, pero su caracteristica como elemento articulador se ha descuidado
en la didactica, al no explicitarse los puentes conceptuales en la construccién de saberes

que conlleven a un entendimiento mas amplio acerca de la linealidad.

Por lo que respecta al andlisis a priori, en el aspecto epistemolégico de la nocién de
linealidad, hay evidencias de ella en el concepto de proporcién, como lo plantea Gomez
(1999) al reportar que en la historia vista a través de los libros de texto, la ensefianza de la
proporcionalidad ha tenido cambios metodolégicos, vinculados a tres grandes periodos. El
primero considerado a finales del siglo XVIII, donde los libros de aritmética, ubican a la
proporcionalidad a partir de la comparaciéon de nimeros, a través del estudio de las

razones y progresiones, lo que derivo en varias reglas con motivos practicos, como la de:
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tres; compafias (reparto del beneficio; la falsa posiciéon (usar nimeros arbitrarios para
encontrar el verdadero); entre otras. En el segundo periodo, ubicado en el siglo XIX, cambia
el tratamiento de la proporcionalidad al incorporar planteamientos generales del algebra.
Se considera que una proporcién es una igualdad y los problemas de proporciones se
reducen a la solucion de ecuaciones. El tema de la proporcionalidad se organiza en torno al
estudio de “cantidades que varian en la misma razon”, lo que mas tarde se denominan
magnitudes proporcionales. El tercer periodo que considera Gémez (1999) en cuanto a la
ensefianza de la proporcionalidad por medio de textos, estd datado en el siglo XX, en donde
este tema se ubica en los libros escolares de nivel superior y sus representaciones
principalmente se expresan como: frases, formas tabulares, graficas, asi como expresiones

algebraicas y aritméticas.

Resultados y Discusion

Con apego a la Ingenieria Didactica, como sustento metodolégico de esta investigacion,
dentro del Andlisis Preliminar, se llevé a cabo una entrevista en dos etapas, en la cual
participaron cuatro estudiantes de licenciatura y dos entrevistadores. Se dio un debate
colectivo, con la finalidad de enfrentar a los estudiantes, a un problema que permitiera
analizar algunas de sus estrategias y concepciones en relacion con la nocion de linealidad.
El disefio de esta actividad estuvo enmarcada a partir de temas como: razones y
proporciones; semejanza de tridngulos; razones trigonométricas, pendiente, recta y funcion

lineal.
Se planteo el siguiente problema.

Sean los tridngulos ABC y EDC, considerando que DC = 4 y el segmento DE
paralelo a AB ;Cudnto mide DE?
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El problema se plante6 en un escenario geométrico, en el cual se esperaba que los
estudiantes emplearan en la resolucion, propiedades acerca de la semejanza de tridngulos y

plasmaran la igualdad de las dos razones entre los lados de ambos tridngulos.

En el primer intento de solucidn, Ivan ubicé el vértice B del triangulo ABC, con el origen del
sistema cartesiano, sin llegar descubrir alguna proporcion. Puede considerarse que su
proceder fue de esa manera, porque el escenario de los eje cartesianos estan dentro de su
uso inmediato y cotidiano, reforzado por lo explicito de x e y en la figura. Por su parte Javier,
identifica dos triangulos, sin hacer referencia explicita a su semejanza y manifiesta que el
angulo ACB es el mismo que el angulo ECD, llamandole [@. Obtiene la tangente

trigonométrica de ambos tridngulos, igualando las dos razones:

tant9=x

X y DE

lasiguala = = —.
X 4
tanf = —
4
Aunque él no le llama proporcion, igualando las razones y despejando DE llega al resultado
pedido. Pareciera que aun no identifica a la proporcidn, ya que estd empleando recursos de

la Trigonometria.
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Dado que hasta ese momento en los argumentos no aparece la idea de proporcién, los
entrevistadores tratan de llevar al grupo al escenario, sélo de semejanza de tridngulos, al
preguntar ;Alguien estaria pensando en proporcionalidad? En otras palabras si no ponemos
en juego a B, ;habria otra manera de llegar a la misma relacién? A lo que Javier responde,
que se pueden usar las razones y proporciones ya que se basan en el mismo angulo y que la
semejanza de triangulos se basa en lo mismo; ademas menciona que para que haya
semejanza, los angulos deben ser iguales o los lados proporcionales, por lo que escribe:

y_DE

X 4
Al reconsiderar el primer intento, que habia sido abandonado, por parte de Ivan de anclar
los triangulos a un sistema cartesiano. Con el propdsito de desequilibrar cognitivamente a
los participantes, se pregunta ;qué caracteristica verian aqui? (se sefiala las hipotenusas de
los tridngulos semejantes) ;habrd alguna relacion con alguna de las caracteristicas de la

recta? A lo que Javier identifica, que la pendiente de la recta que pasa por los puntos (0, A) y

(C, 0) fijando el origen en B, es y y ademas negativa.
X

A(0yy)

B(0,0) >
C(x,0)

En ese momento se les llevd a reflexionar sobre algiin concepto que enlace: semejanza,

proporcionalidad, recta y pendiente. Se esperaba que surgiera el término linealidad, pero a
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pesar de que no lo manifiestan explicitamente, si se muestran indicios acerca de la
constatificacion de una magnitud,; esto se mira cuando los estudiantes identifican
cantidades constantes. En este caso, la primera que aparece como tal, es el angulo comtn a
ambos triangulos, después la igualdad de las razones entre los lados proporcionales de los
triangulos y al final la pendiente de la recta, que en sistema coordenado asociado, surge de

la prolongacién de la hipotenusa.

Al continuar con la ténica de propiciar el desequilibrio cognitivo, se pregunté Cuando se
trabaja con pendiente y recta, ;ustedes ven alguna relaciéon de proporcionalidad? A lo que
Ivan, responde dibujando tridngulos de diferentes tamafios, cuyas hipotenusas estan a lo
largo de una recta sobre el plano cartesiano, arguyendo que esos triangulos tienen la misma
tangente trigonométrica, vista como una razdén de catetos, sin que se explicite en su
argumento la proporcionalidad, ni la semejanza de triangulos. Por otra parte, se les lleva a
reflexionar acerca de la inclusion de la proporcionalidad en la pendiente de la recta, al
preguntar ;Qué caracteristica tiene la recta en relacién a su pendiente? O dicho de otro
modo, ;qué caracteriza a una recta? Ivan, dice que la proporcionalidad esta dada por la
relacion de la altura respecto a la base y que la pendiente de una recta es la misma en todos

sus puntos.

Posteriormente, al final de la entrevista, se mencion6 en consenso, que la semejanza y
proporcionalidad, como entes geométricos, se transforman en algo analitico, como es la
funcion lineal en R?; aunque en un principio de la discusion, los estudiantes no los

relacionaron de manera directa.

Discusion

Bajo la perspectiva cognitiva, donde su esencia es la busqueda de elementos que permitan
analizar cémo se percibe la linealidad por parte de los sujetos cognoscentes, se analizaron
algunos reportes de investigacion que dan cuenta de ello, ademas de la propia
experimentaciéon de esta investigacion, disefiada con la finalidad de identificar las

concepciones que tienen los estudiantes sobre la misma nocién.
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La entrevista se centro en la discusidn del transito conceptual entre la proporcionalidad y la
linealidad. La intencién fue provocar, a través de preguntas pertinentes, desequilibrios
cognitivos con los cuales los estudiantes pudieron construir puentes conceptuales entre la
semejanza de tridngulos, proporcién directa, recta y pendiente. En particular los
estudiantes descubrieron el término linealidad, aiin cuando no lo manifestaron en forma
explicita, si hubo un acuerdo en la relevancia de la constantificacion de una magnitud, la
cual fue provocada por la dindmica de la discusidn, al identificar en el proceso cantidades

constantes, como el dngulo, la igualdad de dos razones y la pendiente de la recta.

Partiendo de una perspectiva epistemoldgica se muestran algunas evidencias de cémo
desde la antigiiedad aparece la nociéon de linealidad en los trabajos de Euclides, y
Arquimedes, entre otros. La base de sus aportaciones son las razones y proporciones, las
cuales, desde nuestra percepcion son sustento epistemolégico de la proporcionalidad,
forman parte del antecedente de la misma nocion de linealidad. Arquimedes, da la
definicion de recta mas empleada hasta nuestros dias. Euclides probé que la relacién entre
los volimenes de dos esferas depende del cubo de sus didmetros. Arquimedes retoma esta
consideraciéon para la relaciéon entre el volumen del cilindro y el de la esfera insertada
(Torija, 1999). Esto nos lleva a conjeturar que el volumen de la esfera es directamente
proporcional al didmetro elevado al cubo, por lo que hay una dependencia lineal al haber
una proporcién directa entre las dos cantidades, el volumen y el cubo del diametro. En otros
contextos, como es el caso de la Fisica, también hay esta dependencia lineal, en particular en

la segunda ley de Newton y en la ecuacion de Einstein.

En los libros de texto se percibe a la nocién de linealidad, desde que se aborda la proporcién
directa, inmersa en la regla de tres y en la semejanza de tridngulos, pasando por la funcién

lineal y=mx con XeR, hasta el concepto de linealidad que es uno de los conceptos
fundamentales del algebra lineal.

En los libros de texto la proporcionalidad se ha transformando didacticamente; esto es,
hasta fines del siglo XVIII, tomé la connotacién de comparaciéon de numeros, donde se

estudiaban razones y progresiones, con miras a las aplicaciones. Durante el siglo XIX se
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involucran aspectos generales obtenidos del dlgebra y donde se considera a la proporcién
como una igualdad en problemas y se expresan como ecuaciones. Posteriormente en el siglo
XX, el asunto de la proporcionalidad se localiza en los libros escolares de nivel superior y
sus formas textuales son basicamente: enunciados verbales, tablas de valores,

representaciones graficas y expresiones simbdlicas.

La nocién de linealidad se manifiesta desde la infancia, con ideas del doble, triple o mitad,
de conjuntos de objetos. Se amplia en primaria al ver razones y proporciones y la regla de
tres simple directa. En quinto y sexto afio de primaria se estudia el interés simple, la cual es
otra manifestacién de la linealidad; y en secundaria se estudia la solucién de una ecuacién
de primer grado, problemas con una incégnita y se resuelven sistemas de ecuaciones
lineales simultaneas de dos incégnitas. Estos temas se abordan nuevamente en el primer
afio de bachillerato, donde se plantean problemas en contexto. Ya en los primeros
semestres de licenciaturas de ciencias e ingenierias se aborda la “linealidad” bajo la 6ptica
del algebra lineal. Pero en la didactica de la matematica escolar no hay un vinculo

conceptual de la nociéon entre los diferentes niveles educativos.

Conclusiones

El problema del aprendizaje de la nocién de linealidad en ambiente escolar; es un fenémeno
complejo donde intervienen las dimensiones, epistemoldgica, cognitiva, didactica y
sociocultural. En este trabajo se han dado algunas evidencias de todo ello, aunque en las

etapas posteriores de la investigacion se tratara de sustentar mas estas consideraciones.

Se ha mostrado como es que la nocién de linealidad es un elemento de articulacién en el
ambito escolar de la matematica. Atn sin ser la tinica, no se percibe en forma transversal en
las etapas escolares y su concepcion en cada una se estudia de manera aislada y sin

conexion.

A partir de este trabajo se considera a la linealidad como una nocién que ha evolucionado
en la historia, primero a partir de necesidades socio culturales de la época referida, hasta

constituir desde el siglo XIX, un cuerpo de conocimientos estructurados en teorias formales.
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Se concibe que la evolucion de estas ideas pudiera aportar elementos que repercutan hacia
la instalacién didactica de la nocién de linealidad en distintos momentos de la trayectoria
escolar. La didactica de la matematica, no ha agregado los elementos de enlace entre las

vertientes que la sustentan.

Se pretende a partir de esos saberes inmiscuidos con la nocién de linealidad, aportar
elementos que den cuenta de las rupturas y filiaciones epistemolégicas, asi como de sus

implicaciones en la didactica.
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