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Resumen. El objetivo primordial de este trabajo es reconocer una unidad de andlisis
adecuada, que sea coherente con lo que la socioepistemologia propone y que nos permita
hacer un andlisis sistémico de la nocion de Integral. Utilizamos para ello la metodologia
propia de la socioepistemologia, que consiste en un andlisis sistémico de las cuatro
componentes que consideramos bdsicas para el estudio en la construccion del
conocimiento matemdtico, estas son, a saber, las dimensiones epistémica, diddctica,
cognitiva y social. De modo que tras un primer estudio epistemoldgico postulamos a “la
aproximacién” como unidad de andlisis e intentamos dar evidencia de que estd presente
en las cuatro dimensiones consideradas en el marco. Ademds de identificar cuatro
practicas de referencia en el desarrollo epistémico de la integral comparar y medir,

algoritmizar, formalizar.
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Introduccion

En la busqueda de explicar como se construye el conocimiento matematico, haremos
referencia no sé6lo en la parte cognitiva alrededor de la construccién del objeto sino
desde un punto de vista que ha podido entender que los conceptos no solo se dan en el
dominio matematico, sino que también se dan en las practicas de referencia (Cantoral
y Farfan, 2003). Para ello hemos considerado importante explicar esta construccién
en cuatro diferentes categorias que desde nuestro punto de vista son las basicas para
mostrar que la aproximacién es fundamental para explicar la construccién de un

concepto tan complejo como lo es la integral. La socioepistemologia como una
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aproximacion tedrica incorpora de manera sistémica estas cuatro componentes; la
epistemologia del conocimiento, la dimension sociocultural del saber, los procesos
cognitivos y los mecanismos de institucionalizacion (dimension didactica). El
siguiente diagrama ilustra las componentes que este acercamiento considera, en el
que la componente social, se representa como la reguladora del resto de las

dimensiones.

Figura 1. Las cuatro componentes del acercamiento socioepistemolégico.

El estudiar a la integral desde una perspectiva socioepistemoldgica, abre un panorama
distinto y amplio que s6lo hacerlo de manera tradicional, es decir, no es suficiente con
entender la parte epistemologica del conocimiento sino que habria que entender,
como se construyo6 este sistema complejo de conceptos que nos llevan en la actualidad
al concepto de integral. Es asi como las investigaciones socio epistemolégicas han
ayudado a precisar que dicha problemadtica se trata de la ausencia de marcos de
referencia que permiten re-significar el conocimiento matematico (Buendia y Cordero,
2005, citado en Cordero 2005). También busca explicar fenémenos didacticos
producidos en el campo de las matematicas a través del examen del papel que juega la
construccion social del conocimiento bajo un enfoque sistémico: las dimensiones
epistemoldgica, didactica, cognitiva y social (Cantoral y Farfan, 1998). Ademas de
explicar la generacién del saber a través de las practicas sociales que le dan origen

(Cantoral y Farfan, 1998; Cantoral, 2000; Cordero, 2001; Cantoral y Farfan, 2000).

Desde esta perspectiva, nuestra investigacién propone ver a la integral con un

enfoque distinto, lo que pudo y puede ser un acercamiento al conocimiento
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institucional mediante la aproximacion, la cual explique al calculo integral como una

manifestaciéon de sus usos en el discurso escolar.

De la misma manera reconocemos que existen esquemas de conocimiento compartido
por una sociedad (Perinat, 2007), las representaciones sociales (RS), que
incorporamos en la dimensién social en este estudios intentando con ello explicar la
evolucion del concepto de integral como un constructo social. Aceptamos que dentro
de las representaciones sociales, son las practicas sociales quienes orientan y
organizan a las practicas de referencia (PR). Asimismo intervienen en procesos tan
diversos como la construccion de conocimientos, en el desarrollo individual y
colectivo. Por tanto el abordaje de las RS posibilita, entender la dinamica de las
interacciones sociales y aclarar los determinantes de las PS, pues la representacidn, el

discurso y la practica se generan mutuamente (Abric, 1994).

Metodologia

La metodologia se basa en el marco tedrico socioepistemologico que postula desde
una perspectiva sistémica la articulaciéon de las cuatro componentes: la epistémica, la
cognitiva, la didactica y la socio-cultural, se basa en un marco teérico que permite
tratar con los fendmenos de produccién y de difusién del conocimiento matematico

desde una perspectiva multiple (Cantoral y Farfan, 2004).

Desde esta perspectiva es necesaria la identificacion de una unidad de analisis (UA) ya
que esto nos permitira articular las componentes. La UA se caracteriza como elemento
que regula y cohesiona el quehacer humano respecto a las practicas de referencia, esta
por tanto presente en las cuatro dimensiones de la construccion social del
conocimiento matematico. La eleccién de una UA nos conduce a la realizacién de un
analisis tanto epistémico, didactico, cognitivo y social.

Recurrimos al analisis de una linea de tiempo identificando aspectos epistémicos que

se mantenian en cada época y aspectos que eran cambiantes, esto con la finalidad de
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reconocer las practicas de referencia y/ sociales inmersas, que nos llevaran a
reconocer la posible UA. Para ello se revisaron distintos libros de historia de las
matematicas, de texto, y de divulgacién cientifica, de diferentes épocas y autores.
Teniendo como resultado la eleccion de la nocién de aproximacion como UA, para
probar nuestra conjetura, como segundo andlisis se revisaron diferentes libros
didacticos, tratando de identificar los acercamientos utilizados para el trabajo con la
integral, un tercer andlisis fue buscar investigaciones con las cuales obtener
informacién cognitiva de los estudiantes y como en el caso anterior, analizar si la UA
que se habia elegido seguia presente. Como cuarto andlisis se recurrié a la
observacién del discurso cotidiano, y la nocién de representacion social, pues asi pudo

mostrarse la necesidad social de utilizar la aproximacién cotidiana y escolarmente.

Resultados

Los resultados los hemos estructurado de acuerdo a las componentes utilizadas en la

socioepistemologia, de acuerdo a nuestra metodologia.

Andlisis epistémico
En parte se hara mencién de las etapas fundamentales que identificamos al realizar el

analisis epistemologico, asi también se describira en que consiste cada una de ellas.
Comparar

Desde los griegos y su trabajo geométrico la comparacién fue uno de los métodos mas
utilizados y hasta su momento efectivo, aproximar un area desconocida comparandola
con otras ya conocidas o faciles de conocer, resulté ser un método eficiente para dar
inicio a las primeras aproximaciones de lo que hoy se conoce como integral (como
area bajo la curva) estas comparaciones utilizadas frecuentemente por Arquimedes y

sus seguidores, llegaron a formar parte esencial de los llamados métodos de
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Arquimedes y su uso excelente del método de exhausién para aproximar las areas de

figuras geométricas, volimenes de cuerpos, longitud de curva, etc.

Un ejemplo claro de las aplicaciones de los métodos de Arquimedes, es la cuadratura
de la parabola (En su libro Cuadratura de la parabola, clasificada como la segunda

obra escrita)

Una seccién de una pardbola excede en %el drea del triangulo de igual base que la

seccion y cuyo vértice es el de la pardbola. (Fig. 1)

En el Método, Arquimedes muestra como usé ideas precedentes de la mecanica para
obtener teoremas matematicos. Da dos métodos para hallar el area de un segmento
parabdlico. El primero utilizando argumentos mecanicos donde se compensan areas

mediante el principio de la palanca.

Fig. 1 Sobre la cuadratura de la parabola Fig. 2 Método de la palanca Fig. 3 Por inscripcién de triangulos.

En un segundo método se prueba que el segmento parabdlico puede “agotarse”

mediante una serie de triangulos.

Medir

Es conveniente y necesario seflalar las diferencias entre el método de los antiguos
griegos y la integracion. La cuestion estd en que el método de las sumas integrales de
los antiguos se apoya en un concepto de drea intuitivo, no rigurosamente definido y no
utiliza el aparato aritmético-algebraico. Otra es el hecho de que el método usado por
los antiguos para determinar cuadraturas y curvaturas de figuras geométricas estaba

basado en el uso de la comparacién de magnitudes a través de ciertas razones y
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proporciones, y no precisamente la medida de esta con paradmetros numéricos. La
etapa en que esta idea intuitiva de area se relaciona con la determinacion de medidas
numéricas la hemos llamado medir. El ocultamiento permanente del infinito convierte
a casi toda la matematica griega en Geometria y el tratamiento absolutamente
riguroso de los problemas infinitesimales requiere una salida: el método de exhausién
de Eudoxo, que obliga a tratar cada problema de forma particular, dependiendo de su
estructura geométrica concreta, ademds de precisar un método complementario para

prever los resultados

Algoritmizar

En el siglo XVII, se impuso una nueva actitud hacia los problemas matematicos. En
este mismo siglo se produjo una impresionante profusiéon de nuevos resultados, a
base de nuevas técnicas y métodos infinitesimales, que provocaron una progresiva
aritmetizacion de problemas que en la antigiiedad habian tenido un enfoque
estrictamente geométrico ya que era general el deseo de encontrar nuevos métodos
para resolver rapidamente los problemas que las nuevas condiciones sociales
planteaban, métodos que permitieran obtener de forma directa los resultados, aunque

hubiera que echar por la borda el rigor.

En particular, se abre al comienzo del siglo XVII una etapa empirica, en los que
manejando unos elementos con un estatuto ontolégico no muy bien definido
(indivisibles, infinitamente pequefios, incrementos evanescentes, cantidades
despreciables, etc.), se desarrollan multitud de técnicas y métodos infinitesimales, que
contribuyen a resolver de forma sorprendente antiguos y nuevos problemas, y que
conducen, bajo una visién de generalizaciéon y unificacion, a la destilacion de un
algoritmo universal. El nuevo método mds importante para calcular areas, volimenes
y otras cantidades comenz6 con modificaciones del método exhaustivo. Mientras que

este usaba diferentes tipos de figuras aproximantes rectilineas, dependiendo del area
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curvilinea en cuestion, algunos adoptaron en el siglo XVII un procedimiento

sistematico utilizando rectangulos, como se muestra a continuacion.

A =dﬁ(@). La suma de las d es la longitud

fija OB dividida por n. Resulta serA:ﬁB“&%%].

Figura 3. Aproximacion a areas curvilineas

Si se considera entonces, como lo hicieron ellos, que los dos ultimos términos se
pueden despreciar cuando n es infinita, se tiene el resultado correcto. El proceso de
paso al limite no habia sido introducido todavia - o era percibido toscamente.- y por lo
tanto despreciar términos tales como los dos ultimos no estaba justificado. Vemos que
el método requiere aproximar la figura curvilinea mediante otras rectilineas, como en
el método exhaustivo. Sin embargo hay un cambio vital, en lugar de la demostracion
indirecta utilizada en el método de exhausion, aqui el nimero de rectdngulos se hace
infinito, aunque pensar en términos de limite no era en absoluto implicito en esta
época. Este nuevo enfoque, fue seguido por muchos otros, incluyendo a Fermat.
(Bromberg, S. y Rivaud, ], 2001).Este resultado también fue obtenido
independientemente por otros (como Cavalieri) aunque en algunos casos sélo en

forma geométrica y para n y a mas limitados.

El concepto de lo infinitamente pequefio, usado hasta entonces preferentemente en
sentido filosofico, se introdujo de lleno, gracias a Kepler (1571-1630), en la geometria.
La aparicion del libro de Cavalieri (1598-1647), Geometria indivisibilibus continuorum
(1635) estimul6 a un numero considerable de matematicos en diferentes paises para
estudiar problemas que implican infinitesimales. Los problemas fundamentales
comenzaron a ser abordados en una forma mas abstracta y, de esta manera, ganaron
en generalidad. Otros como Fermat (1601-1665), Descartes (1596-1650) y John

Wallis (1616-1703 condujeron la nueva algebra a dominar el tema. Y encontraron,
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. . % g
cada uno a su manera, férmulas equivalentes a [ x™dx = =33’ Primero para m entero

positivo, posteriormente para m entero negativo y fraccionario. La representacion
algebraica de curvas, via la Geometria Analitica de Fermat y Descartes, propicié la
rapida y sencilla formulacién para la investigacién de multitud de problemas de areas,
volumenes, rectificacion. Centros de gravedad, tangentes, maximos y minimos, etc. Se
hacia necesario, conservando el nucleo de las ideas del calculo integral, apartandose
de la forma geométrica y consolidar una matematica infinitesimal de tipo aritmético-
algebraico. En este proceso Wallis (1616-1703) extendi6 el algebra hacia un analisis

verdadero.

Formalizar

Las distintas etapas de ampliacién de los procedimientos antiguos, con el método de
exhausion, la teoria de los indivisibles y la aritmetizacién de esta ultima se sucedieron
histéricamente, paralelamente al estudio de las tangentes, de la cuadratura de las

parabolas mas generales y de su aplicacion a problemas sobre extremos.

En el siglo XVIII se presencié un constante desarrollo de los métodos infinitesimales,
la consolidaciéon del concepto de funcién y los origenes de areas superiores del
andlisis, acompafiado de disputas ideoldgicas y metodolégicas sobre la naturaleza de
lo infinitamente pequefio. En esos momentos se contemplé que una sucesion infinita
de valores de una variable (llamémosla x), la diferencia entre dos valores sucesivos
era precisamente el dx, que era infinitesimal. Al tomar la suma de tales diferencias,
denotada por [dx (el simbolo f es una deformacién de la letra S de suma), se obtiene

una variable completa x, es decir, [ dx =z (Mufioz, 2006).

En esta época también se abandoné el estudio de curvas geométricas y se profundizé
el estudio de los infinitésimos, sobre una teoria formal de funciones. De alguna
manera esto signific6 una ruptura entre un Calculo de variables y un Calculo de

funciones numéricas.
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El calculo infinitesimal de Leibniz parece ser una extrapolacion légica de los conceptos
simples de sucesiones de sumas y diferencias, para sucesiones de numeros, al caso de
sucesiones de variables asociadas a la curva geométrica. Las sucesiones basicas
asociadas a la curva son sucesiones de la abscisa x y ordenada y de los infinitos
vértices del poligono. Se supone que las cantidades dx y dy no son cero sino
infinitamente pequeias, asi se asume que el producto se vuele despreciable. De este
modo se hacen participes las diferenciales de orden superior como d(dx)=d?x, y asi

sucesivamente.

Leibniz (1646 —1716), tal como hizo en la suma de la serie de los inversos de los
numeros triangulares, consideraba sumas y diferencias de sucesiones de nuimeros.
Observé por ejemplo que dada la sucesion ag, ai, az,..., an, Si consideramos la sucesion
de diferencias di, da,..., dn, donde di=aj-ai.1. Entonces di+dz+ +dn= (a1-ao)+ (az-a1)+
+ (an-an-1)=an-ao.

Si suponemos que la distancia entre estas ordenadas es 1, entonces su suma
y1+y2+y3+ +yn €s una aproximacion de la cuadratura de la curva, mientras que la
diferencia entre dos sucesivas yi’s da aproximadamente la pendiente de su tangente.
Ademas, cuanto mas pequeia sea la unidad 1 elegida, mejor sera la aproximacion. Si la
unidad se pudiera elegir infinitamente pequefia, entonces las aproximaciones serian
exactas, la cuadratura serfa igual a la suma de ordenadas y la pendiente de la tangente
seria igual a la diferencia de ordenadas. Con el contexto y la estrategia se derivan
argumentos proximos para relacionarlos a la definiciéon de integracion y a la idea de
funcién primitiva, esto a través de procedimientos de “alcanzar”, es decir utilizando la

nocion de limite en expresiones analiticas bajo nociones geométricas.

Bajo esta idea estudiamos la definicién de limite de la suma, “liy.q 55 f(%)4" v la

concepcidn de existencia de la funcion primitiva.




El andlisis diddctico
Los libros de texto son una parte de la expresion del Discurso Matematico Escolar.
Para efectos del presente trabajo se desarrollé6 un anadlisis de libros de texto
correspondientes al calculo integral, que estuvieron o estdn en uso, que se muestran

en la siguiente tabla, en la que se describe distintos tratamientos didacticos con su

respectiva descripcion.

Sumando areas:

Un acercamiento utilizando la nocidn de area, enfocandose en el calculo de areas de curvas no lineales,
utilizando el método de la particién de un intervalos k en n sub-intervalos iguales y asi construir
rectangulos de base k/n de modo que el area de estos rectangulos irdn cubriendo el area a encontrar,

haciendo con esto una aproximacion. (Stewart, J. 1994), (Tipler, P. 1999).

Estudiando el movimiento:

Un acercamiento con base en el estudio de la velocidad de un cuerpo y de su posicién, de modo que la
funcién derivada de una funcién tiempo-distancia (en particular) sera la modelacién de la velocidad
instantanea del cuerpo en un tiempo t, el modo inverso se aproxima la funcién integral que
representara la distancia recorrida por el cuerpo en un tiempo ¢, si su razén de velocidad esta dada.

(Imaz, C. 1968), (Hughes, D. et al 2002).

Aplicando férmulas:

Un acercamiento con base en la primitiva de una funcién considerando a la integral como una anti-
derivada. Se parte de la familiarizacién con las operaciones inversas, asi la integracién sera la
operacion inversa a la derivada destinado a poner a la disposicion de los estudiantes un conjunto de
reglas algoritmicas. Aunque en un momento el tratamiento particular de la integral definida esta
basado en la sumatoria de areas. (Zubieta, 1961), (Purcell, E.et al. 2003) (Granville, 1982)( Leithor
1998) (Ayres, 1971).




El andlisis cognitivo
Mencionaremos algunos resultados que evidencian como la aproximacién es parte

importante en la formacién del concepto de integral y como asimilan los estudiantes

este hecho.

Calvo (1997), realiza una investigaciéon con estudiantes de entre 17 y 20 afios del
Curso de Orientaciéon Universitaria (Espafia). En esta investigacidn intentaba realizar
un anadlisis de algunos aspectos que involucrarian una presentacién de las integrales a

partir de la nocion de area. Entre las conclusiones extraidas se encuentra:

v" Que al acotar areas de regiones no rectilineamente determinadas se detectaron tres

lineas de accion:
» Ubican una figura relacionada por inclusion con la regién a acotar.

» Ubican una figura con la que comparar visualmente usando argumentos cuya

validez es discutible.
= Aproximan el areay alli “deducir” las cotas.

v Que el tratamiento para las cotas inferiores y superiores, en el caso de las regiones
definidas bajo un grafico no es andlogo y parece estar relacionado con la

concavidad de la funcion.

También mencionaremos a Olave, (2005) quien caracteriza las estrategias utilizadas

por los estudiantes en el calculo de areas bajo curvas:

1. Divide alaregién en figuras conocidas de las que conoce como calcularles el area.

i. Acotar por exceso con trapecios, el caso de la hipérbola. y por defecto con

triangulos, el caso de la pardbola.

ii. Usa particién sobre alguno de los ejes.
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2. Aproximar mediante estimacion visual con argumentos o explicaciones visuales

que pueden ser validas o no.
i. Figuras familiares que consideran equivalentes a la regiéon que analizan.
ii. Identificar las curvas involucradas con otras curvas.

iii. Comparar el area de la region con el de otra figura estimando que tienen igual

area.

Con lo que muestra que las estrategias de aproximacién estan presentes en los

estudiantes ya sea mediante la exhausion o mediante la estimacion.

El anadlisis social

La condicién natural del hombre como ser social, le permite resolver sus necesidades
basicas, compartir intereses comunes comunicando sus formas de pensar y proceder
en las actividades que realiza o realizan en grupos sociales, esta forma de compartir
experiencias, observando, analizando y comunicando, es una forma de construccion
del conocimiento. (Dolores, Gdmez y Martinez-Sierra, 2005). Desde esta idea, se
considera que lo gestual es parte de lo discursivo asi pues el habla es parte del
discurso y éste ultimo es una practica social que permite acceder y desarrollar al
conocimiento matematico (Aparicio, 2006), entonces podemos decir que las ideas de
redondear, casi, mds o menos, estimar, nos muestran evidencia del uso de la nocién de

aproximacion en el discurso cotidiano.

Desde la perspectiva de la representaciones sociales (RS), tenemos en primera parte
que son esquemas de conocimiento compartido por una sociedad (Perinat, 2007),
podemos mencionar que en las distintas épocas que detectamos, se tenian diferentes
representaciones sociales; es decir, en el periodo Helénico lo que se queria era
encontrar areas de figuras geométricas utilizando la comparacién. Ademas de calcular

el drea y volumenes utilizando la proporcién. Con el renacimiento y la introduccién de
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lo infinitamente pequefio se modifica la RS ya que se pretendia encontrar métodos
generales. Cuando se consolidan los infinitésimos la RS que se tiene el interés de
encontrar un modelo general para determinar la integral de cualquier curva, haciendo
un analisis de funciones. Postulamos que el nucleo central de esta RS es la
aproximacion, de modo que la RS de la integral (como calculo de area y anti-derivada)
esta mediada por métodos de aproximacion y calculo, bajo el principio de exceso-
defecto. En nuestro caso la practica de aproximaciéon es compartida no sélo por la
sociedad actual sino que fue evolucionando conforme se requeria resolver distintos

problemas.

Conclusiones

Como resultado del andlisis de libros podemos aseverar que la vision Geométrica ha
persistido en el tratamiento de la integral en el estudio de las matematicas mientras
que en fisica prosperé la Cinemadtica, esto debido, segin nuestro andlisis, a la

progresiva aritmetizacion de la matematica.

Existi6, en el siglo XVII, un cambio de paradigma entre los indivisibles y los
infinitesimales mediante la idea del limite. A la nocién de limite le anteceden las
practicas de aproximacion, la idea de “acercarse a” por lo que podemos suponer que
sin pensamiento variacional no hay acceso a los conceptos de andlisis y por

consecuencia un estudio profundo del calculo.

Aunque el concepto de integral ha evolucionado notablemente, la nocion de
aproximacion persiste en ese transito, acompafandose, en el sentido de considerar a
la integral como concepto y la aproximaciéon como una practica. Desde la nocién de
exhausion, hasta la nocién especifica del limite tal y como la conocemos hoy,
partiendo de las practicas de comparar, medir, algoritmica y formalizar mediante las
nociones de “acercarse a” o de “estar tan cerca como se quiera de”, la aproximacion
estd ligada a la nocidén de error y a la idea de minimizarlo. Esta tendra una implicacion

didactica, que habra de considerar a las practicas de referencia antes mencionadas en
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el disefio de situaciones de aprendizaje, en las que entren en juego la nocién de
aproximacion como nocidn reguladora. Postulando que el cambio de la representacion
social del area bajo una curva hacia la de integrabilidad de funciones esta mediada por
las practicas de referencia y por tanto un paso en el aprendizaje formal de la integral
sera el uso de estas practicas en el cambio de las RS. En tanto postulamos que para el
estudio de la integral es necesario incluir actividades previas de aproximacién de
areas, los estudiantes deben tener experiencias previas con acotamiento de areas por
exceso y defecto, ya que asi lo muestra la epistemologia pero ademas, sera necesarias
las actividades de comparar, antecediendo a las practicas de acotar y aproximar, lo
que hay que llevar a la algoritmizacién y posterior formalizacién mediante la nocién

de limite.
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