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Resumen
En estetrabajo analizamos ciertos aspectos del tratamiento de los sistemas de ecuaciones lineales en
loslibros de texto argentinos. Nuestra atencién estd puesta en el papel que juegan las propiedades
aritméticasy los graficos cartesianos en la explicacién y validacion de los métodos algebraicos de
resolucion de ecuaciones. Se analiza un episodio de un texto en particular, en el cual se presentan
propiedades de las operaciones aritméticas como marco explicativo de la resolucién algebraica
de los sistemas. Mostramos cémo, mds que hacer aparecer los elementos de ruptura que traen
consigo los objetos algebraicos, éstos se presentan en continuidad con el tratamiento aritmético.
Se estudia también el papel que juega la resolucién por gréficos cartesianos en el tratamiento de

un sistema con infinitas soluciones.

Abstract
In this paper we analyse certain aspects of the treatment of
linear simultaneous equations in Argentinean textbooks. We
focus ontherole played by arithmetic properties and Cartesian
graphs in the explanations and validations of the algebraic
methods used to solve equations. An episode from a particular
textbook is analysed, in which the arithmetic properties are

presented as an explicative framework for the algebraic reso-

Palabras claves: dlgebra, validacion, lution of simultaneous equations. We show how the algebraic

. . . elements are presented as a continuum with the arithmetic
sistemas de ecuaciones, libros de p

texto. treatment instead of bringing forth the elements of rupture
Keywords: algebra, validation, linear brought bythem. We also studytherole played bythe graphical
simultaneous eguations, textbooks. resolution in the treatment of a linear simultaneous equation

with infinite solutions.
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1. Antecedentes
Este estudio'® se inscribe dentro de un trabajo
que nuestro equipo viene desarrollando desde
hace varios afos, sobre las condiciones de en-
sefanzayaprendizaje deldlgebra elemental. En
el transcurso de nuestra investigacién, y con el
aporte tedrico de numerosos investigadores en
este campo (entre ellos, citamos fundamental-
menteaY. Chevallard, (1985y1989); B. Grugeon,
(1995); G. Vergnaud, (1988); C. Kieran, (1989 y
1992), llegamos a una caracterizacion del funcio-
namiento del dlgebra elementalen nuestro siste-
ma educativo que revelaun empobrecimiento de
los sentidos que construyen los alumnos de los
objetosalgebraicos, en particular de las ecuacio-
nesy de las letras que aparecen en su escritura.
Una primera indagacion, realizada en 1994, con
alumnos de 12-13 afios nos permitié concluir que,
a partir de las tareas que los estudiantes deben
resolverreferidasa ecuaciones conunavariable,
ellos “elaboranuna concepcién de las letras como
incégnitasy de las ecuaciones como igualdades
numéricas, con nimeros desconocidos pero de-
terminados” (cf., M. Panizza, et al., 1996). Una
indagacién posterior conalumnos de 15-16 afios,
que ya habian estudiado sistemas de ecuaciones
lineales nos permitié arribar a que, coherente
con dicha concepcion de las letrasy las ecuacio-
nes, la ecuacion lineal con dos variables no es
reconocida por los alumnos como un objeto que
define un conjunto de infinitos pares de nimeros.
Cuando aparece en el contexto de los sistemas
lineales, ellos adaptan bien la concepcién de la
letra como incégnita a la resolucién de sistemas
con solucién dnica (la mayoria de los sistemas
que se les presentan son de este tipo): antes se
trataba de develar la x, ahora habra que develar
la x y lay. Por otra parte, cualquiera haya sido
el trabajo realizado en torno a la “ecuacién de
la recta”, éste no parece suficiente para que los
alumnos puedan establecerunarelaciénentre los
puntosde larectay las soluciones de la ecuacién
correspondiente. (cf., M- Panizza, et al., 1999).
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2. Delimitacion

del nuestro estudio actual
Los resultados que hemos resefiado nos llevaron
a estudiar ciertos aspectos de las propuestas
editoriales vigentes en nuestro pais, en lo que
refiere a los sistemas de ecuaciones lineales.
Este trabajo cobra especial relevancia cuando
se piensa en la influencia de los libros de texto
en las decisiones didacticas de un profesor. Nos
ubicamos en una posicién segun la cual el libro
de texto se concibe como una de las fuentes de
elaboracion del discurso docente'®, en particu-
lar de los argumentos que permiten validar los
procedimientos, reglas, técnicas, etc., que se
jueganen la clase.
Enestearticulo caracterizaremos ciertos fenéme-
nos que seinscribenen lacomplejarelacién entre
el marco aritmético, el algebraico y los graficos
cartesianos, que identificamos en los libros de
texto cuando intentan explicar y/o validar los
procedimientos de resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales. Especificamente, nuestro
andlisis pretende brindar aportes para el estudio
de las siguientes cuestiones:
- ;qué papeljuegan los gréficos cartesianosen la
validacién de los procedimientos algebraicos de
resolucién: soporte de la validacion, ilustracién
que acompafia lavalidacién, informacién comple-
mentaria o resolucién en otro registro?
- :qué papel juegan las propiedades de las ope-
raciones aritméticas en esta validacién? ;cémo
se extiende su utilizacién a los sistemas de
ecuaciones?

Tres marcos diferentes, enelsentido de R. Douady
(1984), se ponenen juego en laresoluciéndeun
sistema: el algebraico, el aritmético y el geomé-
trico, con registros de representacién semiética
diferentes. El estudio de los libros de texto que
presentamos en este articulo tiene por objeto
comprender cémo es que se configura lavalidacion
delprocedimiento algebraico deresolucién de sis-
temas de ecuaciones en ese “juego de marcos”.
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3. Los elementos tedricos

que consideramos en nuestro

analisis
Mencionamos anteriormente avarios autores que
contribuyerona la construcciéndeun marco gene-
ral para nuestro proyecto global de estudio sobre
la problematica didactica del algebra elemental.
Sibien es este marco general el que nos ha per-
mitido la identificacion de ciertos fendmenos, la
seleccién de aspectos tedricos relevantes para
estudiarlos se ve condicionada por el impacto
de la porcion de realidad que tenemos delante.
Eneste sentido, elandlisis que resulta delaporte
de loselementostedricos seleccionados tiene su
referencia en el complejo estimulo que produce
lo observado en la totalidad de los conocimien-
tos tedricos del observador®®. Es en esta linea
que nuestro estudio de ciertos pasajes de los
libros de texto nos llevé a revisar, dentro de las
producciones en didactica del dlgebra, ciertas
nociones tedricas especificas que resultaron
fundamentales para “leer” los episodios sobre
los que nos detendremos en este articulo:

a) La complejidad de la relacion aritmética-
dlgebra. Varios investigadores, (mencionamos
principalmente a Y. Chevallard, (1985) y G. Verg-
naud, et al., (1988)) estudian la complejidad del
proceso de pasaje de la aritmética al dlgebra, que
comporta tanto filiaciones entre ambas como
elementos fuertes de ruptura. Enrelacién con las
filiacionesY. Chevallard ubica al dlgebracomouna
herramienta de estudio de lo numérico, yal mismo
tiempo sefiala que para estudiar esa herramienta
—el dlgebra como objeto— lo numérico se trans-
forma en un instrumento eficaz. Nuestro estudio
sobre eltratamiento de los sistemas de ecuaciones
nos llevard a analizar los alcances de lo numérico
para validar ciertos procedimientos algebraicos.

b) Las leyes de tratamiento en el registro al-

gebraico y su relacién con otros registros de
representacion. Segtin R. Duval la comprensién
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conceptual estd intimamente ligada con la posi-
bilidad de movilizacién y de articulacién entre
diferentes registros de representacién semidtica
(en matemdtica, p. ej.: el lenguaje natural, las
escrituras algebraicas, las escrituras numéricas,
los gréficos cartesianos, los dibujos de objetos
geométricos, etc.) (R. Duval, 1993). La presente
indagacién nos llevard a preguntarnos acerca de
la complejidad de esta articulacién entre registros
cuando lo que estd en juego es la comprension
conceptualde un procedimiento de resolucién.

c¢) El concepto de denotacion. EL término de-
notacion fue acufiado por G. Frege (1892): toda
expresion algebraica denota una funcién (para
cada valor de la variable se obtiene un nimero
que es la evaluacion de la expresién para esos
valores) mientras que una ecuaciéon o un sistema
de ecuacionesdenotaunafunciénbooleana (para
cada valor de las variables en juego, se tiene una
proposicién de la cual se puede decir si es verda-
deraofalsa, elconjunto solucién de la ecuacidnes
el conjunto formados por aquellosvaloresquedan
una proposicién verdadera). Por ejemplo, las ex-
presiones 4, 2+2 y 22tienen la misma denotacién,
como asitambién las expresiones “(x-y) (x+y)"y
“(x2-y?)"y las ecuaciones “2x+3=7"y “2x = 4".

Geco (1997) sefiala que lo quefallafundamental-
mente en los alumnos con dificultad en dlgebra
es que no tienen en cuenta la denotacién de los
objetosalgebraicos que manipulanyque enparti-
culardesconocen que altrabajar con expresiones
algebraicas o con ecuaciones es preciso conser-
var dicha denotacién. J.P. Drouhard (1992),
describe como “autémata formal” a un alumno
que no tiene en cuenta, cuando manipula las
expresiones algebraicas del dlgebra elemental,
que al transformar una expresién debe obtener
una equivalente®. La validacién del resultado
de [a manipulacién no se plantea en términos
de la equivalencia de las escrituras obtenidas,
sino ante todo en términos de conformidad con
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reglasyprocedimientos (por ejemplo “lo que esta
restando pasa sumando”)®).

Modificar el sentido conservando la denotacién
es caracteristico del trabajo algebraico y lo que
le otorga su potencia: manipulando la escritura
de una expresion se puede leer diferente infor-
macion. Por ejemplo las expresiones:

“(x-1) (x-5)"y “(x-3)*4", sonequivalentes
y desde el punto de vista de Frege denotan la
misma funcién cuadrdtica, pero portan diferentes
sentidos: la primera “muestra” los ceros de esta
funcién (o las raices de este polinomio) mientras
que la segunda permite identificar rapidamente
el eje de simetria y el vértice de la pardbola que
corresponde al grafico de la funcién.

La nocién de ecuaciones equivalentes se extien-
de naturalmente a los sistemas de ecuaciones.
:Como interviene esta nocién en la resolucién
de un sistema? En los pasos intermedios, con-
trolar que se ha transformado el sistema en
otro equivalente no puede pasar por verificar la
igualdad de los respectivos conjuntos solucién,
ya que este conjunto no se conoce ain'?, lo que
hay que controlar entonces es que las transfor-
maciones efectuadas no modificaron el conjunto
solucién, cualquieraque élsea. Sibieneldiscurso
explicativo de este hecho se vuelve mas tedioso
para el caso de los sistemas de ecuaciones, los
conocimientos necesarios para garantizar la
equivalencia se ubican entre las propiedades de
las operaciones numéricas y la igualdad, como
ocurre también en el caso de una sola ecuacién.
Nos parece importante sefialar que a pesar de
esta aparente continuidad entre los ohjetos
“ecuacién”y “sistema de ecuaciones” las trans-
formaciones necesarias para resolver un sistema
no se pueden pensar como una mera extensiénde
aquellas necesarias para resolver una ecuacién.
En el dmbito escolar es frecuente la omision de
la nocién de equivalencia en el tratamiento de
los sistemas de ecuaciones lineales. Nos pre-
guntamos como puede operar esta omisién en
la comprensién delobjeto sistema de ecuaciones
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soslayando las rupturas que conlleva. En parti-
cular nos interesa analizar cudl es la influencia
que los libros de texto jueganenesta omisién del
sistema diddctico.

4. Nuestra biusqueda

en los textos
Para nuestro estudio comenzamos con la selec-
cion detres libros de texto de mucha circulacién
en nuestro medio. Dos de ellos corresponden al
curso de tercer afio de la escuela Secundaria (dé-
cimo afio de escolaridad, alumnos de 14-15 afios)
yelotro corresponde al noveno afio (alumnosde
13-14 afios)". Entodos los casos los alumnos ya
hanpasado enafiosanteriores por el aprendizaje
de las ecuaciones lineales con una incégnita.

Libro 1

En este libro se consideran solamente los siste-
mas de dos ecuacionesy se presentauntinico mé-
todo algebraico deresolucién que equivaleauna
version escolar del método de determinantes.
Se comienza trabajando conunproblemaen con-
texto que se modeliza condosecuacionesenxey.
Elcontextodel problema asegura la existencia de
soluciénparax ey; enese sentido permite tratar
lasecuaciones como sifueranigualdades numéri-
cas, conalgunostramos atin no conocidos. Luego
de una manipulacién (multiplicar cada ecuacién
por un nimero, restar entre si dos ecuaciones
de manera de obtener ecuaciones con una sola
variable, etc.), el autor arriba a una expresion
para x y otra para y en términos de cocientes
construidos con los coeficientes de las ecuaciones
originales. No se justifica por qué esta manipu-
lacion permite obtener las soluciones buscadas.
Tampoco se reemplazan losvalores obtenidos en
la ecuaciones primitivas®.

La misma manipulacién se efecttia luego sobreun
sistema genérico, sin advertir al lector que esta
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accion es vélida solamente para sistemas con
solucién Gnica®. Andlogamente a lo realizado
en el ejemplo, no se justifica la manipulacién
efectuada.

A partir de aqui, el trabajo matemdtico que se
deja al alumno con relacién a los sistemas de
ecuaciones, se limita a la utilizacion de las for-
mulas que expresan los pares solucién enfuncién
de los coeficientes de las ecuaciones.

Hay varios asuntos que nos parece importante
sefalar. Por un lado, el libro evade el planteo
respecto de la exhaustividad del procedimien-
to propuesto que ha quedado subsumido en
la férmula. Por otro lado, tampoco aborda la
generalidad de dicho procedimiento como bien
adaptado o no a la resolucién de cualquier siste-
ma de ecuaciones.

Ensintesis, se han hecho varias opciones didacti-
ca: porun lado se ha simplificado el tratamiento
con la reduccién del objeto que ello conlleva®?;
por otro, no se ha considerado a la validacién de
los procedimientos, entanto procedimientos ge-
nerales, comoun aspecto importante deltrabajo
matematico en el aula.

Libro 2

En este libro se comienza definiendo la nocién
de sistemas equivalentes: son aquellos que tie-
nen el mismo conjunto solucién. Sin embargo,
en los diferentes procedimientos de resolucién
presentados (porigualaciény por sustitucién) se
operareduciendo elsistema/dato rapidamente a
unasola ecuacién. La conservacién del conjunto
solucién resulta un concepto inaplicable para
justificar este tipo de transformacién como se
verd mas en detalle alanalizar el Libro tres.

Los distintos métodos de resolucién se presentan
mds bien como pasos a realizar que alfinal propor-
cionan lasolucién. ELcontroldel procedimiento se
efectiaunavezfinalizado el proceso, comproban-
do que los nidmeros obtenidos son solucién del
sistema. En la nota al pie 10 se analizaron ya los

Carmen Sessa, otros - La validacion de procedimientos...

limites de estetipo de validacién, agregamos aho-
raque este tipo de justificacién del procedimiento
por comprobacion de las soluciones es aplicable
solamente a los sistemas determinados.
Adiferencia dellibro 1, eneste libro sise presen-
tansistemas con ningunasoluciény coninfinitas
soluciones y se propone para ellos una resolu-
cién grafica. No se hace ninguna menciénde qué
pasaria con los métodos algebraicos aplicados a
estos sistemas. Consideramos que tal omision
podria llevar al lector a asociar dichos métodos
con los sistemas con tinica solucién, restriccion
que reduciria considerablemente el dominio de
aplicabilidad de los métodos algebraicos. Para-
déjicamente, habria que saber de antemano siel
sistema tiene tinica solucién para poder hallarla
apartir de untrabajo algebraico.

La decision diddctica de desvincular del trata-
miento algebraico a los sistemas indeterminados
oincompatibles podria estar condicionada por la
omisién? de la nocién de sistemas equivalente
durante el tratamiento de los sistemas determi-
nados. Por otro lado, el registro de representa-
cién grafica parece serbienadaptado para poder
expresar las soluciones de un sistema indetermi-
nado: el conjunto solucién, aunque formado por
infinitos elementos, aparece representado porun
tinico objeto, la recta.

En sintesis, en este segundo libro el objeto siste-
ma de ecuaciones no se ha reducido solamentea
los sistemas con solucién tinica. Sin embargo, se
ha limitado la potencia deltratamiento algebrai-
co como herramienta para abordar la resolucién
de cualquier sistema.

Libro 3
En este libro se intenta unavalidacién de los pa-
sos en los procedimientos algebraicos de resolu-
cién, y se tratan los casos infinitas soluciones y
ninguna solucién, algebraicay graficamente.
Es sobre estos asuntos que vamos a profundizar
nuestro analisis.
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Aritmética y algebra
Luego de estudiar las funciones lineales y su
representacién gréfica se aborda el andlisis de
los sistemas de ecuaciones lineales a partir de

un problema de encuentro. El episodio que ana-
lizaremos sequidamente corresponde al sequndo
problema presentado (ver Figura 1):

~

~
Dos problemas mads

a) Dos amigos van a desayunar juntos, piden dos cafés y un alfajor
para uno de ellos. Junto con el pedido les entregan la cuenta: $ 6.
Luego piden otros dos cafés y al traer la nueva cuenta el mozo les
informa que en la anterior les habfa cobrado un alfajor de mds y
que se lo descuenta en esta dltima, por lo que ahora deben pagar

a-c=b-d

$ 3. ;Cudnto gasté cada uno!?

Si restamos ambas igualdades tendremos:

entonces un alfajor cuesta 18$.

Ahora serd muy ficil averiguar el precio del café:

e+2a=6

2c- a=3

e+la=6
- a=3
Ja=3

c-a=3

e-1=3

c= % Entonces el café cuesta $ 2.

/

Observemos el recuadro a la izquierda que es
presentado acompafando los pasos algebraicos
de laresolucion del sistema.

Alponer ala cabeza del recuadro “Haciendo me-
moria” se podria estar apelando a considerar esta
propiedad —restando miembro a miembro dos
igualdades se obtiene una igualdad- como pro-
piedad de la igualdad de nimeros. Cabe aclarar
quesibienentérminos declarativosesun conoci-
miento que los alumnos podrianreconocer a par-
tirdeltrabajo aritmético de la escolaridad basica,
es dificil pensar que la misma se haya puesto en
juego al abordar tareas en el campo numérico.
Muy probablemente, la primera “aparicion” de

[16

Figura 1.

esta propiedad haya sido durante la resolucién
de las ecuaciones con una variable.

Nos preguntamos cudles larelacién que se quiere
establecer entre el recuadro de la izquierday la
resolucién de la derecha. ;Es acaso esta propie-
dad enunciada elrecurso utilizado para justificar
el primer paso del procedimiento?

Se imbrican aqui ciertos aspectos de la comple-
jidad del trabajo algebraico con relacién a la
variedad de usos e interpretaciones que la letra
puede tener. En cada una de las dos ecuaciones
delsistema las letras pueden ser interpretadas:
- como ndmeros fijos pero desconocidos;

- como variables ligadas a una condicién y, por
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ello, representando un determinado conjunto
(infinito) de pares de ndmeros : las soluciones
de la ecuacion;

-como variables libres, aceptando que para cier-
tos valores se obtendrd una igualdad numérica
verdaderay para otros una falsa.

Nuestras investigaciones previas nos han adver-
tido acerca del privilegio que la escuela otorga a
la primera interpretacion. Problemas como este,
donde el contexto de precios permite pensar en
ndmeros dados aunque no conocidos, sonusuales
en el tratamiento escolar de los sistemas.

Ahora bien, también hay letrasenelrecuadro de
la izquierda que parecen representar a nimeros
generales, ya que estamos considerando que se
trata de enunciados de leyes sobre los niimeros
y las operaciones. La ausencia de un discurso
que acompafie y que sefale las diferencias de
sentido en la utilizacién de las letras, delega en
los alumnos la tarea de interpretar eluso que el
libro estd haciendo. La escuela tradicionalmente
enfrenta a los alumnos con diferentes objetos que
involucran expresiones literales —por ejemplo:
ecuaciones, leyes generales sobre los nimeros,
funciones, objetos geométricos genéricos (pun-
tos, rectas, étc.), férmulas para calcular distintas
magnitudes (superficie, perimetro)- sin contem-
plarunespacio de reflexién acerca de la variedad
de significados posibles para las letras.(*?

A la complejidad sefialada respecto de los usos
e interpretaciones de las letras, se agrega la
(complejidad) que introducen los limites de las
extensiones de propiedades del contexto nu-
mérico al contexto algebraico. En el terreno de
lo numérico, restando miembro a miembro dos
igualdades, se obtiene otraigualdad. Sise partié
de dos proposiciones verdaderas se obtiene otra
verdadera. En el terreno del dlgebra, restando
miembro a miembro dos ecuaciones, se obtiene
una ecuacién cuyo conjunto no tiene por qué
coincidir con el conjunto solucién de cada una
de las dos ecuaciones primitivas, o de ambas
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consideradas en conjunto. Analicemos este he-
cho sobre distintos ejemplos de ecuaciones con
una variable:

s R

x+5=6 | Son dos ecuaciones con solucién lnica pero
x+2=4 diferente, al restarlas miembro a miembro
obtenemos una ecuacién sin solucion

2x+5=6| Son dos ecuaciones con solucion tnica pero

x+2=6 diferente, al restarlas miembro a miembro
obtenemos otra ecuacidn con una nueva
solucién.

x+5=6 Son dos ecuaciones con la misma solucién

x+2=3 inica, al restarlas miembro a miembro obte-

nemos una ecuacién con infinitas soluciones.

Son dos ecuaciones con la misma solucién
2x+5=7| inica, al restarlas miembro a miembro obte-
x+2=3 nemos una tercera ecuacion con la misma so-
lucidn dnica.

\ J

Esta variedad de ejemplos nos permite com-
prender mejor que la propiedad invocada en el
recuadro de la izquierda del texto necesita un
discurso especifico para poder ser instrumental
en el trabajo algebraico. Lo dnico que puede
asegurarse es que un nimero (o par o n-upla de
nimeros) que sea solucién de dos ecuaciones,
serd también solucién de la ecuacién que se
obtiene restando miembro a miembro.
Enelcasodeun sistema de ecuaciones, como es
el que nos ocupa, restando miembro a miembro
las dos ecuaciones de un sistema se obtiene una
tercer ecuacién que denota una funcién boolea-
na que en general difiere de las tres funciones
booleanas que se pueden asociar al sistema
(tanto las que correspondenal conjunto solucién
de cada ecuaciéon como la definida por el propio
sistema). El conjunto solucién de la ecuacién
resultante contiene al conjunto solucién del
sistema pero en general también muchos otros
elementos. En este sentido, el nuevo objeto (la
ecuacién “resta”) no permite caracterizar el
conjunto solucién del sistema.

Analicemos sobre algunos ejemplos de sistemas
2x2 lo que acabamos de sefialar.
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4 ™\
2x+2y =5 Es un sistema sin solucién, si resta-
x+ty =6 mos miembro a miembro, obtenemos

una ecuacién con infinitos pares como
x+y=6
x+y=5

solucién.

Es un sistema sin solucion, sirestamos
2x+2y =10
x+y=5

miembro a miembro, obtenemos una
ecuacién sin solucién.

Es un sistema con infinitas soluciones
(los pares de la forma (t, 5-t)), sires-
tamos miembro amiembro, obtenemaos
una ecuacion con el mismo conjunto
solucién que el sistema. En este caso
las dos ecuaciones que conforman el
sistema, el sistemamismoyla ecuacién
resta son cuatro objetos algebraicos que
denotan la misma funcidén booleana.

2x +y=10 +x | Esunsistemacon infinitas soluciones, si
x=10 -y restamos miembro a miembro, obtene-
infinitos pares como solucién, uno de

mos una ecuacion cuyo conjunto solu-
cién son todos los pares de nimeros.
x+y=6
x+2y =5
ellosel par (7, -1).
N\ /

Es un sistema cuya tnica solucién es
el par (7, -1), si restamos miembro a
miembro, obtenemosuna ecuacion con

En el dltimo de los ejemplos considerados, la
ecuacion y = -1 que se obtiene al restar, no im-
pone ninguna condicién sobre la variable x, y por
esa mismarazon, por resultar una ecuacién donde
aparece solamente la variabley, permite inferir el
valor que obligatoriamente deberd tomaryentodo
par que sea solucién de esta tercera ecuacion.
En el ejemplo del texto que hemos analizado,
similar a este dltimo, tampoco se conserva la
denotacion del sistema de ecuaciones al restar
miembro a miembro y no hay ninguna marca en
el texto que prevenga sobre esto. La expresion
obtenida 3 a=3es considerada noya como ecua-
cion en dosvariables sino como ecuaciénenuna
variable, consoluciéntnicaa= 1. Enelcontexto
del problema eltexto aborda con naturalidad el
“célculo” de lavariable c.

En otro pasaje del texto, otro sistema con so-
lucién dnica es tratado de manera similar, pero
apelando ahora a la propiedad transitiva de la
igualdad de ndmeros (ver Figura 2).

~
Volvamos a la situacién:
d=20c+200 Haciend :
d=30¢ Sia=bya=c,entoncesb=c.
Lo més inmediato para resolver el problema es:
20t+200=30¢
200=30c-20¢
20=1t
o 4

Nuevamente se presenta una propiedad de la
igualdad entre nimeros, para ser “aplicada” a
las ecuaciones. La complejidad que reviste esta
“aplicacién” es similar a la que estudiamos en los
ejemplos de la tabla de la pagina anterior (sola-
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Figura 2.

mente la situacién de la tercera fila no puede
lograrse en este caso).

Todo elandlisis que hemos desarrollado de estos
episodios del libro, estd soportado sobre la con-
sideracion de lasidentidades de losrecuadrosen
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tanto propiedades de laigualdad de nimeros. Es
posible establecer otra interpretacién: que se
esté apelando a propiedades puestas en juego
durante eltrabajo con ecuaciones conunavaria-
ble.Enrelaciénconelprimer recuadro analizado
habria que aceptar que a, b, c y d representan
expresiones algebraicas, y por lo tanto los dos
primeros renglones representan ecuaciones.
Ahora bien, al restar a cada lado, resultard una
tercera ecuacién que, como acabamos de ver,
no guarda en principio relacién alguna con las
dos primeras. Solamente en el caso particular
en que c y d sean dos expresiones algebraicas
equivalentes (de lo cual resultaria que todos
los nimeros reales son solucién de la ecuacién
c=d®¥), la ecuacion:

a-c=b-d, resultard equivalente a la primera dada
(a=b).Eneltrabajorealdelaula, alresolver ecua-

ciones con una variable, esta dltima propiedad
se suele poner en juego restando a ambos lados
de una ecuacién un mismo nimero o una misma
expresion algebraica (en términos de lo que se
enuncia en elrecuadro corresponderia a conside-
rar c=ccomo segunda igualdad). Sinembargo, en
la escritura del recuadro no hay ninguna pista que
lleve a pensar que la sequnda igualdad es de una
naturaleza diferenteala primera. Eneste sentido,
esta segunda interpretacién que hacemos acerca
de laposible naturaleza de los objetosenelrecua-
dro conllevariauna carga de implicitos atin mayor
que la que hemos analizado anteriormente.

Algebra y gréficos cartesianos.
Analicemos ahora otro episodio donde se presen-
ta un sistema con infinitas soluciones:

tarlo!

Resolvamos juntos este sencillo sistema de ecuaciones:

Aquf lo mds rdpido parece ser:

6x+2(-3x+2)=4

{Y cuédnto vale x? ;Se nos perdi6 por el camino!
{C6émo haremos para saber su valor!
{Cémo h be lor?

Los gréficos siempre nos ayudaron a pensar. ;Volvamos a inten-

Y Representaremos 6x + 2y =4 e y=-3x+2

6x + 2y = 4 @
y==3x+2

6x-6x+4=4
0+4=4

i4 = 4! ;Vaya novedad!

/
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Figura 3.
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Elalgoritmo de resolucién conduce a la escritura
final “4 = 4”, que ha perdido gran parte de la
informaciéninicial, ante la ausencia de todo tipo
de cuantificadores explicitos o implicitos.
Hayun llamado de atencién por haber “perdido la
variable x”, aunque nunca antes se habia hecho
ninguna mencién a la “pérdida de lavariable y”,
siendo que la variable y habia desaparecido en
el primer paso en cada una de las resoluciones
presentadas antes.

Los elementos desplegados hasta este momento
en el libro no le permiten estructurar ninguna
explicacion de lo sucedido al intentar resolver
este sistema: se realizaron operaciones arit-
méticamente correctas™, pero no se llegé a
la solucién; no hay elementos discursivos que
puedandarunainterpretaciéna la expresiénque
se obtuvo: “4=4".

Para poder interpretar este resultado como una
informacion, y no como una pérdida de informa-
cién, parece necesario conservar dos ecuaciones
durante las distintas etapas de la resolucién, y
hacer explicito que se estdn considerando sis-
temas equivalentes en cada etapa. En ese caso,
que “4= 4" resulte una de las dos ecuaciones en
alguna etapa, nos informa que el sistema tiene
las mismas soluciones que la otra ecuacién.
Ante la ausencia de esos elementos, el libro
hace la opcion de pasar al registro de gréficos
cartesianos. A continuacién del pasaje que he-
mos copiado mds arriba, aparece un dibujo en
dos ejes cartesianos donde se “ve” que las rectas
asociadas a ambas ecuaciones son la misma.
Se retorna entonces el trabajo en el registro
algebraico y se enuncia “la igualdad a la que
llegamos tratando de resolver (4 = 4) es verda-
dera independientemente del valor que tome
x". Y entonces se le asocia una “leyenda” a esta
igualdad que se considera como el estado final
enelprocedimiento algebraico deresolucion: “el
sistema tiene infinitas soluciones”.

No se observa ningtin intento de explicacién
de la resolucién algebraica sino solamente una

[20

interpretaciéndelestadofinal “4=4".Sinembar-
go, dado cualquier sistema, adn los de solucién
tnica, se pueden realizar transformaciones aqui
y alld, sin equivocarse y usando operaciones
permitidas aritméticamente como las que hemos
visto en losrecuadros, para arribar a expresiones
del tipo “4 = 4”7 0 “x = x"*), Hay entonces un
riesgo en asignar significados a estas Gltimas
expresiones sin controlar siel proceso por el cual
searribd a ellas permitié conservar ladenotacién
del sistema.

Sehaapeladoenellibro adosregistros de repre-
sentacion diferentes, pero con una articulacién
débil entre ambos, el procedimiento algebraico
de resolucion de sistemas no tiene correlato
en el registro gréfico, sélo lo tienen su estado
inicial [el sistema dato] y el estado final, donde
la informacién que proviene del registro grafico
setraslada paradarsignificado alestado finalen
elregistro algebraico. Observemos que, después
de hacer los dibujos de cada recta, laresolucion
gréfica de un sistema consiste en “mirar en
el dibujo” cudl es la interseccién; no hay mds
tratamiento de la informacién que la traduccién
al registro gréafico de cada uno de los datos de
entrada (las ecuaciones). Es eltratamiento enel
registro algebraico el que no puede significarse
desde la resolucién gréfica, y queda entonces
en la mas completa oscuridad. En ese sentido la
resolucién por graficos cartesianos noacompana
a la resolucién algebraica sino que se ofrece a
cambio de ella.

Si la resolucién algebraica se presentara via la
transformacién de sistemas equivalentes, todos
los sistemas intermedios podrian ser resueltos
mediante graficos cartesianos. De este modo
la nocién de sistemas equivalentes tendria su
correlato en el registro gréfico: los diferentes
pares derectas se cortan en el mismo punto (para
elcaso de sistemas con solucién Gnica). En parti-
cular podria observarse que el estado finalen la
resolucion de sistemas determinados
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x=a
{ y=b, corresponde siempre al gréfico
de dos rectas paralelas a los ejes.

Untrabajo asi, soportado enlaarticulaciénentre
los diferentes registros de representacién, no
resultaria econémico desde la perspectiva de ob-
tener las soluciones de un sistema de ecuaciones
particular. Es decir, seria un trabajo que toma
la resolucion de los sistemas en sus diferentes
registros como objeto de reflexiény no se centra
enelcdlculo de las soluciones. Asumimos que un
trabajo de esta naturaleza deberia acompanar al
habitual de producciény apropiacién de algorit-
mos de resolucion, sisetieneen la mira dotar de
sentido a los objetosy practicas algebraicas. Sino
se presentan los objetos entoda su complejidad,
la potencia del cilculo algebraico se opaca al vi-
sualizarse como bien adaptado sélo para ciertos
sistemas de ecuaciones.

5. Conclusiones

Como ya dijimos, cualquier libro de texto ofrece
una version de los objetos que presenta a partir
delconjunto de actividades que proponeyde los
discursos que despliega. En cada uno de los tres
libros que mencionamos se han hecho diferentes
opciones frente al tratamiento de los sistemas
de ecuaciones lineales. El aspecto que hemos
considerado de interés para nuestro andlisis, y
referido al cudl las opciones de los libros fueron
bien distintas, es la validacién de los procedi-
mientos de resolucién que desarrollan.

Habilitar la discusion acerca de la validez del
procedimiento de resolucién, nos introduce en
el andlisis de los espacios de validacién que un
marco(*® determinado puede aportar para un
procedimiento constituido inicialmente en otro
marco. Nuestro andlisis intenta advertir acerca
de la complejidad y la necesidad de tomar con-
ciencia de que los significados de un concepto
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en un marco especifico —adquiridos a partir de
objetos, relacionesy escrituras de ese marco— se
modifican al cambiar de marco.

En particular, resulta imprescindible abordar el
papel que pueden jugar las extensiones de pro-
piedadesyrelacionesvélidasenundeterminado
dominio matematico al ser importadas a otro. Las
propiedades extendidas portan en su escritura
marcas de los modos de expresidn en el viejo
dominio. Con esas marcas se importan también
significados adquiridos al manipular esas escritu-
ras. En este articulo hemos mostradounejemplo
de esta complejidad, al analizar los limites que
supone extender propiedades de las igualdades
de nimeros al terreno de las ecuaciones.

Por otro lado, hemos discutido cuestiones relati-
vas a la articulacién entre diferentes registros de
representacion. Es indudable el valor cognitivo
que comportan las actividades de articulacién
entreregistros. Ahora bien, entorno a unproce-
dimiento de resolucién de sistemas de ecuacio-
nes, unaverdadera articulacién deberia permitir
explicar, via el tratamiento en un determinado
registro, los distintos pasos del procedimiento
desplegado enotro.Siencambio, la conversiénal
registro de graficos cartesianos estd al servicio de
trasladar la informacién que se obtiene para dar
significado al estado final de un procedimiento
algebraico, el tratamiento algebraico no llega a
ser explicado en tanto procedimiento de reso-
lucion y mds que de articulacién entre registros
podriamos decir que eltratamiento enunregistro
se ofrece a cambio de otro.

En el articulo hemos sefialado que en el caso de
sistemas a dos variables, es posible atribuir sig-
nificado en elregistro de los gréficos cartesianos
a cada uno de los pasos intermedios implicados
en el procedimiento de resolucién algebraica,
cuando este se efectdia via la transformacién en
sistemas equivalentes.

Frente a las limitaciones que el recurso gréfico
presenta para la resolucién de sistemas en
mds de dos variables, no parece oportuno di-
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ddcticamente cerrar el camino al dlgebra para  Esperamos que este estudio haya permitido
el tratamiento de sistemas a dos variables con  identificar condiciones a tener en cuenta a la
infinitas soluciones. Es en definitiva el lenguaje  hora de disefiar una propuesta didactica sobre
algebraico (del dlgebra lineal) el que permitird  los sistemas de ecuaciones lineales.

expresar las infinitas soluciones de los sistemas

a varias variables indeterminados via la nocién

de combinacién lineal.

[22

Notas
) Trabajo realizado en marco de los Proyectos X254 - UBACYT y 30/3045 - UNGS.
@ L a influencia del libro de texto se manifiesta también en la secuenciacién de contenidos y en la
seleccion de actividades. En definitiva, el libro ofrece “una versién” del objeto a través de las activi-
dades que presentay el discurso que despliega.
3 En P. Cobb (1996), se menciona el punto de vista de Erickson (1986), acerca de la compleja trama
teorfa-realidad: “Hay una relacién reflexiva entre el desarrollo de perspectivas tedricas y el dar sentido
a hechos y situaciones particulares. El andlisis de lo particular constituye ocasiones para reconsiderar
lo que necesita ser explicado y para revisar los constructos explicativos. Por el contrario, la seleccion
de las situaciones particulares a considerar refleja la orientacion tedrica propia. Por lo tanto, las si-
tuaciones particulares sirven de base a los constructos tedricos de manera empirica, y los constructos
tedricos influyen en la interpretacion de las situaciones particulares (Erickson, 1986)". ( la traduccidn
es nuestra)
# En el lenguaje del dlgebra escolar las expresiones (o las ecuaciones) que tiene lamisma denotacidn
se denominan equivalentes.
=) En la misma linea que Geco, L. Linchevsky y A. Sfard (1991) observaron gue, para la mayoria de
los estudiantes que ellas entrevistaron, dos ecuaciones eran equivalentes solamente cuando ellos
podian visualizar que se habia efectuado una operacién “permitida” que transformaba una en la otra.
No observaron ningun rastro de la idea de “conservacién del conjunto solucién”.
) El mismo fenémeno ocurre para una sola ecuacion.
(A partir dela reforma educativa de los noventa, el tema “sistemas de ecuaciones lineales” se movié
del tercero al segundo afio de la escuela secundaria (o noveno afio de la escolaridad).
# Estetipo devalidacién, usual en las précticas del aula, sirve sélo paraverificar que el par de ndmeros
hallados es solucién del sistema pero no para decidir siese estodo el conjunto solucién. Ademds, no
apunta a justificar los procedimientos de resolucién sino solo a corroborar sus resultados.
) os problemas propuestos a continuacién son todos con solucién tnica, donde el método funciona
perfectamente.
) El procedimiento de resolucidn seleccionado condicionay modifica al objeto matemdtico implicado
en él. Mds en general, el conjunto detécnicas que se despliegan a propésito de un objeto oun conjunto
de objetos (se plasmen o no en procedimientos o algoritmos) va configurando y restringiendo el
sentido de estos objetos. Ver M. Bosch & Y. Chevallard (1999) y P. Sadovsky (2005) para profundizar
acerca del papel de las técnicas en el trabajo matemdtico.
11 Sihien el libro define la nocién de sistema equivalente no establece un vinculo entre dicha nocién
y el tratamiento que efectia.
12Varios investigadores en diddctica del dlgebra se han ocupado, en los inicios de la investigacién en
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esta drea, sobre los diferentes estatutos de las letras: en C. Kieran (1992) se sefialan las diferencias
entreun uso aritmético de la letra como etigueta (en expresiones como 12m, que representa 12 metros
en el trabajo) y el uso algebraico, con la letra representando un ndmero (general o desconocido). En
Kiicheman (1978), tomando el punto de vista del alumno, se presenta un listado de interpretaciones
posibles de las letras en el trabajo de los estudiantes: letra evaluada, letra ignorada, designando un
objeto concreto, incdgnita, nimero generalizado, y variable. Las tres primeras corresponderfan a
una escasa comprension de lenguaje algebraico.

12 Por ejemplo 7=7 0 3x+ b=Xx+ 2X + 4.

4 El método de “sustitucién” que agui se pone en juego ya se habia presentado anteriormente en
el libro, sin la inclusién —como en los ejemplos anteriores de resolucién “por sumas o restas” y “por
igualacién”- deuna propiedad aritmética que pudiera servir de apoyatura/analogia para validar este
procedimiento. Es entendible, ya que la sustitucién es una técnica tipicamente algebraica que no
suele desplegarse en el trabajo numérico.

=) Por ejemplo: Consideremos tres ecuacionesE, E,, E., operemos con ellas “restando de a dos miem-
bro amiembro” E”,_E-E ,E" =E—E,E",_E —E ycontinuemos con este tipo de operacién.

E',=F" -E";E" . =F,-E", llegamos a obtener como ecuacién E”, la ecuacién 0=0.

18 En el sentido dado por R._Douady.
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