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Resumen. Desde una visién socioepistemoldgica, el entremezcle de prdcticas sociales y
representaciones sociales que las mismas generan, establecen un didlogo diferente al discurso
escolar imperante. En este reporte, reflexionaremos sobre los argumentos que los alumnos de
licenciatura en matemdticas utilizaron, ante la construccion geométrica de las funciones
cuadrdtica y logaritmica utilizando el ambiente de geometria dindmica, para reconocer y
describir las funciones mencionadas. Este trabajo se ha desarrollado utilizando la ingenieria

diddctica como metodologia de investigacion.
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Introduccion

Nos interesa en este articulo discutir el papel que juegan los argumentos geométricos en la
exploracion de algunas funciones escolares estudiadas en Calculo respecto a la construccion
social del conocimiento, tomando cierta distancia de las practicas escolares que hoy por hoy

observamos en los salones de clases.

En general, hablar de funcién implica entrar en un vasto campo de reportes e ideas, de
explicaciones y preguntas, que parece inagotable. Al realizar un estado de arte sobre el
tema, uno observa que persiste el distanciamiento entre aquellos investigadores que
buscan un Unico mecanismo de apropiacion de la nociéon de funcién (Dubinsky &
MacDonald, 2003; Carlson, et al, 2002) y, aquellos como Ferrari (2007), Martinez-Sierra
(2006) y Montiel (2006), entre otros, que reconocemos la importancia de dar cuenta de las

caracteristicas especificas de las funciones.
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Particularmente, y dentro de la primera vertiente de pensamiento, Mariotti, et al. (2003)
consideran que en el ambiente generado por la geometria dindmica se puede estudiar
funciéon mediante la idea de variacién vinculada con el movimiento ya que los puntos
pueden ser arrastrados por la pantalla y representar las variables basicas. Asi, de la
combinacion de observacion y accidn surge la idea de covariacion, que es experimentada
por la coordinacidn entre ojos y manos. Otros, como Cantoral y Montiel (2001) consideran a
la visualizacién como un mecanismo para la construccién social del conocimiento y por
tanto, de formaciéon de significados matematicos fortaleciendo el segundo mecanismo
mencionado, donde reconocer la naturaleza de cada funcién es necesario para enriquecer el
universo grafico de los estudiantes, lenguaje que puede discutirse desde las operaciones
graficas.

Desde nuestra vision socioepistemolégica, cobran vida varios elementos que han caido en
desuso ante cambios de paradigmas; tal el caso de la irrupcidn, en el siglo XVIII, del lenguaje
algebraico-analitico como soporte del rigor del lenguaje matemdatico apoyado
principalmente por Euler y Cauchy, dejando en segundo plano los modelos geométricos y
numéricos. Esta desvinculacion de los argumentos que podrian enriquecer el acercamiento
a la nocién de funcion se evidencia también en el discurso matematico escolar actual donde,
en la mayoria de los textos de Calculo, la presentacion de elementos graficos es netamente

ostensiva.

Brisas sobre el discurso matematico escolar actual

Al analizar la forma de encarar la construccion grafica dentro del contexto general de libros
escolares, fundamentalmente de Calculo para Bachillerato y Licenciatura, es interesante
observar cdmo se reafirman las presentaciones ostensivas de ciertas funciones. Se percibe
en ellos, una evolucion hacia el uso de elementos del lenguaje visual, tanto icdnico como
grafico cartesiano. Irrumpen efectivamente una exuberancia de imagenes y colores que los

distinguen de los clasicos textos en blanco y negro del siglo pasado.
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En general, se reflexiona sobre las graficas de las funciones
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1 profusion de acuerdo al autor, se constituyen en un elemento

{ en los primeros capitulos ya que, con mayor o menor
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= « complementario de cada nocion presentada, aunque, en

(Lovaglia et al., 2001, p.317)

realidad, sin ser un argumento de discusidon de las mismas,

Imagen 1

sino, en la mayoria de los casos, como “interpretaciones

geométricas” de los conceptos.

En la mayoria de este tipo de textos, se inicia la discusiéon de como trazar graficas mediante

el trazado de puntos (Ver Imagen 1). La secuencia que establecen para tal fin es:

0 Paso 1: Obtener las coordenadas de unos cuantos puntos que satisfagan la

ecuacion.
0 Paso 2: Construir la grdfica de esos puntos en el plano.

0 Paso 3: Unir los puntos mediante una curva suave.

(Purcell y Varberg, 1993, p. 33)

En las ultimas ediciones esta estrategia es extendida con argumentos mas globales como
“traslacion vertical y horizontal” mediante y = f (x) + Koy = f (x + K), ademas de “reflexion -
expansion - contraccion” con y = -f(x) o y = cf{x), aunque son poco retomados en el discurso

posterior de los textos, quedando confinados en su primer o segundo capitulo.

En general, en cada iniciaciéon al lenguaje grafico escolar, nos apoyamos en los tres pasos
mencionados, que genera total dependencia de la expresién analitica de la funcion.
Efectivamente, conociéndola, podemos construir una tabla de valores, graficar los pares
ordenados y luego trazar la curva. Esta dependencia también es fomentada por algunas
herramientas tecnoldgicas como las calculadores graficadoras, o el software Derive, aunque

nos permiten explorar exhaustivamente los movimientos mencionados arriba.
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Cuando les preguntamos a varios estudiantes: ;qué se |7 5% g2

T L]

requiere para graficar funciones?, durante el desarrollo

wh =0

de un curso de Didactica de las Matematicas (octavo '\

semestre de Licenciatura), nos encontramos con una k"

unica respuesta: formula - tabla - grdfico, sin eso no Imagen 2

podemos graficar.

Esta idea se observa también en algunas producciones de alumnos de ingreso a la

licenciatura cuando se les solicité que graficaran una funcién (ver Imagen 2).

Observamos en ellos el riguroso seguimiento de los pasos ensefiados: tabla - puntos -
union... pero resultados muy distintos y nos preguntamos: ;de qué se apropiaron realmente
al repetir estas instrucciones? ;coOmo generar en los alumnos una actitud critica a sus
producciones? Pregunta que se intensifica cuando analizamos las producciones de alumnos

de Ecuaciones diferenciales (segundo semestre de Ingenieria) ante la tarea de explorar con

Derive los movimientos de ciertas funciones, particularmente la
traslacion y = f(x) + Ky argumentar sus respuestas. La conclusién a la
que la mayoria confluye es: sumarle una constante a la funcién hace

que suba o baje; o la funcion corta al eje y mds arriba cuando K es

positiva y mds abajo cuando K es negativa (Ver Imagen 3). Pero no falta - ;
magen

la extension de este argumento al tratar con la funcién logaritmica

(Ver Imagen 4), dando evidencia de la no construcciéon de argumentos que soporten la

naturaleza de la misma.




Imagen 4

Imagen 5

Por otro lado, la mayoria de los textos discuten la funcién inversa desde la simetria
geométrica de las funciones respecto a la recta y = x, siendo extendida en la mayoria de los
alumnos a otros tipos de simetrias como la que evidencia la produccién de un alumno (ver
Imagen 5). Estas confusiones tienen su légica quizas en los distintos sentidos que adoptan

las palabras “inversa” y “reciproca” dentro y fuera de las matematicas.

Efectivamente, la palabra “inversa” aparece en el discurso matematico escolar en distintos
momentos como: la “funcién inversa” que nos remite a aquellas funciones que intercambian
su dominio e imagen, la “proporcion inversa” que nos informa que mientras un valor crece
el otro decrece, o la utilizamos por alli como “al revés”. Si exploramos un poco el uso de
“reciproco”, encontramos que designa a otro teorema cuya hipétesis es la tesis de un primer
teorema y cuya tesis es la hipétesis del primero, ;intercambio que nos lleva a la inversa?
Por otro lado, se escribe A-1(x) como abreviatura de la funcién inversa de A(x), y el signo A1
también significa 1/4, es decir, el reciproco de una funcién. Asi, ;la palabra reciproco nos
lleva también a “invertir” con el mismo sentido de inverso? Podriamos seguir enumerando
ejemplos del entremezcle escolar de estos términos, algunas veces utilizados como
sinébnimos y otras, como la que nos interesa para los logaritmos, con un sentido distinto,

que los alejan. No es extrafio entonces, hallar en los estudiantes esta no distincién entre
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ambas ideas, y observar que no se han apropiado de la nocién de funcién, y

particularmente, de la funcién logaritmo.

Brisas epistemolodgicas sobre curva

En la antigliedad se hablaba de curvas mecanicas como aquellas que requieren, para ser
descritas, alguna especie de instrumento, tales como las rectas y las circunferencias, pues
éstas no pueden trazarse sin usar la regla y el compas. Descartes (1647) menciona que en
esta época se desarrollaron interesantes ideas respecto a dos postulados, aquel que
establecieron respecto a que una linea recta puede trazarse entre dos puntos cualesquiera, y
aquel que decia que alrededor de un centro dado puede describirse una circunferencia que
pase a través de un punto, ambos enriquecidos al introducir la proposicién de que un plano

dado puede cortar a cualquier cono, surgiendo asi las cdnicas.

Efectivamente, Descartes al inicio del Libro I de su Geometrie (1647), que titula: Sobre la
naturaleza de las lineas curvas menciona que: ... Los antiguos estaban familiarizados con el
hecho de que los problemas de la geometria pueden dividirse en tres clases, a saber, problemas
planos, sélidos y lineales. Esto equivale a decir que algunos problemas requieren sélo de
circunferencias y lineas rectas para su construccion, mientras que otros requieren de una
seccién cénica y aun otros requieren curvas mds complejas. Estoy sorprendido, sin embargo,
de que no hayan ido mds alld, y distinguido entre distintos grados de estas curvas mds
complejas, y no veo por qué llamaron a las ultimas mecdnicas, en lugar de geométricas

(ibidem, p. 315).

De la mano de Descartes asi como otros cientificos como Viete y Fermat, comienza a
consolidarse una nueva manera de mirar a las curvas. Descartes en particular, reflexiona
sobre que: ... si pensamos en la geometria como la ciencia que provee un conocimiento
general de la medida de todos los cuerpos, entonces ya no tenemos derecho a excluir las curvas
mds complejas que las mds sencillas, con tal de que puedan concebirse como descritas por un

movimiento continuo o por varios movimientos sucesivos... (ibidem p. 316).
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Comienza a jugar aqui la idea de describir, pensando en visualizar, a las curvas como
movimientos continuos distancidndose cada vez mas de las ideas estaticas de los griegos.
Esta necesidad de estudiar las curvas y de generar métodos o herramientas para
describirlas se refleja también en varios trabajos discutidos durante el siglo XVII. Fermat
por ejemplo, publica en 1637 la obra titulada: Ad Locos Planos et Solidos Isagoge donde
declara su busqueda de un método universal para el estudio de las curvas es decir,
establece que ... Siempre que una ecuacion contenga dos cantidades desconocidas, tenemos
un lugar geométrico, y el punto extremo de una de estas cantidades describe una linea, recta o

curva (Ruiz, 1990).

En este sentido, los antiguos consideraban “mecanicas” a las curvas que construian

mediante regla y compas, pero Descartes propone llamarlas curvas geométricas, al mirarlas

«

como aquellas curvas que: “..admiten una medicién exacta y precisa, deben tener una

relacion definida con todos los puntos de una linea recta, y que esta

Imagen 6

relaciéon debe expresarse por medio de una sola ecuacion...”

(Descartes, 1647, Libro II, p. 319) cambiando asi, como otros

cientificos del siglo XVII, la manera de estudiar las curvas. T v

Debeaune (1601-1652), discipulo de Descartes y luego de leer su Geometria, propone a la
comunidad de cientificos un problema geométrico: encontrar una curva y(x) tal que, para
cada punto P, la distancia entre V'y T, puntos donde la vertical y la linea tangente cortan al eje
X, sean siempre iguales. Problema que escapa de las posibilidades que les daban las curvas
geométricas de esta época ya que sumando o multiplicando lineas o circunferencias no les

proporcionaban una solucién interesante.

Seguin Hairer y Wanner (1998) este problema permanece sin resolucion, hasta que Leibniz
en 1684, casi 50 afios mas tarde, propone una manera de construir esta curva. Plantea
entonces, que dados dos puntos, x y y, para hallar la curva solicitada basta incrementar x

por pequefios incrementos de b, de modo que y incremente (debido a la semejanza de dos

-213 -

AR



tridngulos) por YP. Repitiendo este proceso se obtiene las siguientes sucesiones de valores
a

para las ordenadas: y, (Hb)y (1+bj2y' (1+bj3y' ...y, para las abscisas: x, x+b, x+2b, x+3b,etc.
a a a

fmagen 7 Aparece asi como respuesta a este cuestionamiento la curva
logaritmica, aquella conocida como la relacién entre una
progresion aritmética y otra geométrica. Efectivamente, Napier

(1614) en su obra titulada A description of the admirable table of

logarithms pone en juego estas dos progresiones en la definicion
que propone: El logaritmo de un seno dado es aquel niimero que se
incrementa aritméticamente con velocidad constante e igual a aquella con la cual el radio
empieza a decrecer geométricamente, en el mismo tiempo que el radio decrece hacia el

seno dado (Cantoral et al., 1983) y por tanto la necesidad de construir la idea de covariacion.

En esta ebullicién de ideas, Agnesi (1748) retoma la construcciéon propuesta por Leibniz
(ver Imagen 8), y continuda la discusién de la curva logaritmica s‘
partiendo de la construccion geométrica para obtener la rlmag oy Y
expresion algebraica, mediante semejanza de tridngulos y /}/ I
extendiendo las ideas a los diferenciales. Para ello, traza dos /J /1 ,
Y

rectas PQ y RT, llamando “a” al segmento NI, “dx” a cada

division de la recta MH, por ejemplo GH=dx y las ordenadas
GR=y, y TS=dy. Ademas RT= GH=dxy AG es “a” por similitud de los triangulos SRT y RGA,
(Y. dy ady

asi = S por tanto dx = —, es la expresion que representa la curva logaritmica.
a X

Por otro lado, Euler en el Libro II de su obra Introductio in analysin infinitorum (1748) inicia
la discusion de la “Teoria de las curvas” desde los elementos que se requieren para estudiar
las funciones, tanto algebraicos como graficos. Utiliza las ideas basicas de variable cuya
representacién geométrica se asocia a una linea recta para comenzar a discutir las curvas.
Es en el parrafo 15, donde presenta a las curvas algebraicas y trascendentes, ya que

reconoce haber reducido su conocimiento de curvas a las funciones, pero que existen

ACE
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diferentes clases de curvas como lo hay en funciones. Considera que las curvas algebraicas
son aquellas donde la ordenada y es una funcién algebraica de la abscisa x, es decir, aquellas
que se acostumbraban llamar geométricas. En tanto que las curvas trascendentes son
aquellas cuya naturaleza es expresada por una ecuacion trascendente en x e y, es decir, una
ecuacion en la cual y es igual a una funcién trascendente de x (Euler, 1835, Libro II, parrafo
15, p. 8).

Euler presenta ademas, la definicion de la curva logaritmica utilizando el argumento
principal de la época, la relacion entre progresiones, una aritmética y, la otra, geométrica.
Evidencia también, entre las figuras que presenta al final de su segundo
volumen, los elementos importantes que para graficar curvas se
requerian en ese entonces. Su escueta explicacion, netamente

algebraica, anuncia que A es el origen del eje de las abscisas (AP) siendo

el segmento AB = a su ordenada. Establece ademas que si se toma la
Imagen 9 X

abscisa AP = x, entonces la ordenada es PM = y:aeg. Por tanto,

. . L . X . « , , g
menciona a continuaciéon que log y_ b’ estableciendo que: “aqui, la abscisa AP dividida por

a
: . PM,
la constante b expresa el logaritmos de la razoén B (Ver Imagen 9).
Vemos asi, que el uso de la idea de covariacién entre progresiones ha estado presente junto

a las explicaciones de funcion desde el movimiento que se han ido desarrollando

juntamente con lo que hoy conocemos como Calculo, estudio de las variaciones.




Comentarios de la actividad matematica

Luego de reflexionar sobre los argumentos que apoyaron el

ﬁJ DISENO
Sintesis dola desarrollo y consolidacién de la idea de logaritmos como

i construccion de puntos

)eométrico .7 . . P
N k. funcion, varios de ellos fuera del lenguaje matematico que hoy
recta’r_|gulos, algebraico
semejanza

Lo

numérico
Reconocer patronesi i
de crecimiento

utilizamos y otros, directamente involucrados a la génesis del

mismo que llevaran a la gestacion de funcién en si, decidimos

articular en busqueda de evidenciar que lo numérico, lo grafico
y lo algebraico como red de modelos entremezclados con las practicas de referencia y
sociales nos crean un dmbito de argumentacion y por ende de construccién de un discurso

que fortaleceria el acercamiento a lo logaritmico en estudiantes de licenciatura.

Los argumentos graficos que estamos explorando surgen de las ideas de Agnesi, utilizar la
semejanza de triangulos para evidenciar la naturaleza de ciertas funciones. Sin embargo, no
es éste el Unico argumento que nos interesa utilizar. Efectivamente, el uso de la semejanza
de tridngulos se fundamenta en la coordinacién de dos patrones de crecimiento, regidos por
progresiones aritméticas y geométricas. Si tomamos como argumento la covariacién entre
dos progresiones aritméticas, donde el caracter variacional esta regido por la diferencia,
estamos hablando de las funciones lineales y al extender el argumento a la diferencia de
ordenadas (primera, segunda, etc) estamos hablando funciones polinomiales. Si en cambio lo
hacemos entre una progresion aritmética y otra geométrica, donde el caracter variacional
esta regido por la razén, nos abocamos a explorar funciones trascendentes, particularmente

la exponencial y logaritmica ya que las trigonométricas no siguen este patron.

En el caso de este estudio, nos abocamos a discutir con alumnos de licenciatura dos
funciones particulares, las que llamaremos curva cuadratica y logaritmica. Cada manera de
construir se basa en el trazo de tridngulos semejantes, su diferencia radica en el
movimiento que se le imprime al punto de inicio de la construccion, asi como en la particiéon

de los ejes involucrados que depende del tipo de progresiéon que se convoque.

;Qué nos interesa entonces? Percibir mediante la construccién mecanica de las curvas su

naturaleza, es decir, reconocer las progresiones que se involucran en cada una al identificar
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patrones generados por distintos tipos de tridngulos que surgen al trazar semirrectas con

cierta inclinacion y entrelazarlas con verticales u horizontales dependiendo de la curva.

Por tanto, creemos necesario la construcciéon de una red de modelos, donde lo geométrico,
lo numérico y lo algebraico, generen la plataforma que les permita, a los estudiantes y

profesores, hablar de lo logaritmico.

Algunos argumentos estudiantiles

Al trabajar con alumnos de séptimo y octavo semestre de la Licenciatura en Matematicas,
area matematica educativa, encontramos una interesante creatividad entremezclada con
una fragilidad argumentativa que nos dan pautas interesantes para el analisis de la red de

modelos que generan al explorar las curvas que les presentamos.

Ante la construccién geométrica de una funcién cuadratica, tarea inicial de la actividad
matematica, hallamos que cada alumno prioriza uno de los modelos, el numérico como en el
caso 1, o el geométrico en el caso 2, pero sin perder de vista el intimo entremezcle de ellos,

es decir su red de modelos.

Imagen 10 A2: Si vamos por los impares (refiriéndose | Caso 1: Una pareja de estudiantes (A2
. a las abscisas) todos terminan en 13

(refiriéndose a los decimales en juego) y Si alumno y A3 alumna) constituyen un
vamos por los pares, se alternan enteros y

los que terminan en medios.

15007319 A 3: Mira, si aca nos movimos dos veces mientras uno decide explorar
| (sefiala las abscisas en el tridngulo que

interesente equipo de trabajo ya que

nos?tros resaltamos? acd también son dos numéricamente, el otro se queda
(sefialando el nimero de semirrectas

involucradas)...

observando la construccién geométrica.
En la hora de trabajo, generan varias construcciones utilizando distintos puntos de inicio, y
en todos los casos no logran visualizar como extender la construccion fuera del tridngulo
inicial. En esta discusion encontramos un dialogo interesante donde comparten sus ideas

(Ver Imagen 10). Concluye la discusiéon en la posibilidad de que toda curva asi construida
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sea una parabola del tipo y = kx>, argumento extraido del uso de la herramienta “cénica” y

“coordenada o ecuacién” de Cabri aplicAndolas a varias de sus producciones.

Caso 2: nos da ejemplo de la
necesidad de convencerse de lo
que Cabri propone, explorando en
primera instancia la  parte
numérica de la construcciéon para

determinar un punto fuera del

Imagen 11

Vi

Como observamos esta curva se comporta muy
bonita y al tener varios puntos de la curva nos
surgié la inquietud de saber con que curva
estabamos tratando.

...Y asi sucedié, la curva con la que estdbamos
tratando era la parabola, después calculamos su
ecuacion, se facilita por que tiene su vértice en el
origen, tiene como eje un eje coordenado (el eje y en
nuestro caso) y ademas contdbamos con varios
puntos de la misma.

triangulo inicial para continuar con una exploracion geométrica (Ver Imagen 11)

sustentada por la construccion de circulos pasando luego a la busqueda de la expresion

analitica.

Caso 3: Un equipo de trabajo conformado por dos alumnas y un alumno generan una

produccién interesante alrededor de la funcién logaritmo. Rapido perciben que se trata de

una logaritmica pero no pueden dilucidar cémo determinarla apoyandose para eso en una

pagina de Internet sobre esta nocion. Entre la construccién geométrica, su tabla de valores y

una exploracion numérica de la misma, determinan la expresion analitica (Ver Imagen 12).

Interesante es ver cOmo comienzan a percibir la covariacion en esta curva y la no extension

de los argumentos que funcionaron en la curva anterior.

Caso 4: dos estudiantes de octavo semestre luego de construir

algunos puntos, rellenar la tabla de valores, responden
rapidamente que el punto B no pertenecia a la codnica. |
Extendiendo el argumento de la construccién anterior,
recurren a la herramienta “cénica” pues contaban con 5 puntos

(Ver Imagen 13). Al solicitarles que construyan mas puntos de

Imagen 13
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la curva entre A y B, visualizan que la curva trazada se aleja de los puntos de la curva

construida percibiendo que se trata de una funcién logaritmica.

A modo de conclusién

Este estudio, sustentado por la socioepistemologia, nos permite observar que en general,
los estudiantes que participaron en el estudio tienden a “creer” sin discutir: “Cabri lo dice”,
traspasando la responsabilidad de las respuestas a una herramienta técnica lo cual
evidencia la necesidad de fomentar una visién critica y a la argumentacién colectiva e
individual. Ademas, el disefio logra conflictuarlos al solicitarles argumentar sus respuestas.
Perciben y viven la no extensién de argumentos entre funciones, es decir, aquellos que
fueron valiosos en la funcién cuadratica no funcionan en la funcién logaritmica... lo que
refuerza la hipotesis que es necesario reconocer la naturaleza de cada funcién tomandola
desde la covariacién. Iniciar la discusién, respecto a funciones particulares, con una
construccion geométrica, resquebraja las concepciones escolares sobre graficarlas y
conlleva a explorarlas de manera mas integral. Consideramos entonces que la geometria
dinamica nos proporciona un ambiente de discusidon que genera argumentos particulares

sobre covariacion cuando se propicia la construccion de una red de modelos.
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