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Resumen. En este articulo discutiremos nuestro acercamiento a una de las operaciones
que sometemos a las funciones, la integracién, incluso antes de que los estudiantes de
Cdlculo hayan construido con mayor robustez a éstas. Este trabajo ha sido desarrollado
bajo la vision socioepistemoldgica apoydndonos en la ingenieria diddctica como
metodologia de investigacién, y donde hemos escogido como herramienta de aprendizaje

a la geometria dindmica.

En este sentido, reflexionaremos sobre la construccion de algunas funciones escolares
desde un regreso a elementos bdsicos de la geometria que, desde la irrupcién de la visién
euleriana en el siglo XVIII, ha sido relegada a un segundo plano en el estudio del Cdlculo

escolar.
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Introduccion

Se percibe hoy en nuestra disciplina, la matematica educativa, la necesidad de
desarrollar investigaciones en torno a la construcciéon de conocimiento matematico
desde una perspectiva social. Algunos, como los socioconstructivistas, que la miran
desde estructuras mentales, donde la cohesion y la colaboracién se entremezclan para
dar lugar a la abstraccion reflexiva y al fortalecimiento de estructuras. Otros, como los
socioculturales, que dirigen la mirada a los contextos sociohistéricos y temporales
donde las herramientas median entre el sujeto y el objeto, imbuidos en practicas
sociales. O aquellos, como los interaccionistas, que se enfocan en la generacién de

discursos desde la interacciéon y negociacion de significados, donde la relacién
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profesor-estudiante es el foco principal de anadlisis. O, por ultimo los
socioepistemdlogos, aquellos que reconocen la necesidad de desarrollar
investigaciones sistémicas en torno a la construccion social del conocimiento

matematico.

En respuesta a esta necesidad, este grupo de investigacién se ha preocupado desde
hace unos afios, por desarrollar un acercamiento tedrico que contemple los cuatro
polos que conciernen a esta problematica bajo el supuesto que no se puede
comprender ni analizar los fendmenos didacticos sin estudiar a fondo el discurso
matematico escolar y por tanto cuestionar los mecanismos de su transmisién; sin
rever el devenir en objeto a ser ensefiando ni la forma en que vive en la escuela, lo que
conlleva a cuestionar los contenidos y significados que se proponen en las curricula;
sin recabar y analizar las concepciones de los alumnos y docentes respecto a un
contenido especifico y por tanto sin tomar una postura respecto a qué significa
aprender o apropiarse de una nocién; por ultimo, sin tener presente que la

matematica es una actividad humana cultural e histéricamente determinada.

En este articulo presentamos asi, un breve estado de arte donde entremezclamos
reflexiones sobre funcién, covariacién e integraciéon desde los reportes que varios
investigadores han generado bajo distintas perspectivas, todos preocupados por
aportar a la discusiéon entablada en la comunidad de matematicos educativos
alrededor del desarrollo del pensamiento funcional. Luego, compartiremos algunos
argumentos que, desde ciertas producciones de estudiantes, nos permiten observar la
fragilidad de la apropiaciéon de ideas sobre integrar funciones, basicamente del
Teorema Fundamental del Calculo que evidencia la algoritmizacién y memorizacién
ya reportada por Mufioz (2000), restringiendo nuestra mirada a la funcién logaritmo.
Inmediatamente después, presentaremos algunos de los argumentos que soportan
nuestras actividades matematicas producto de un estudio epistemoldgico reportado
en Ferrari (2001, 2007) y Sanchez (2007). Concluiremos este articulo desarrollando

algunas de las ideas que rigen las actividades disefiadas donde nos interesa que los
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alumnos generen una red de modelos alrededor del area bajo las curvas propuestas,
para generar otras. Es decir, nos interesa poner en juego la recreacion de argumentos
funcionales desde la exploracion de la cuadratura. Consideramos asi, que lo numérico,
lo grafico y lo algebraico como red de modelos entremezclados con las practicas de
referencia y sociales nos crean un ambito de argumentacién y por ende de

construccion de un discurso.

Un breve estado de arte

Desde los primeros articulos, tales como el de Youschkevitech (1995) donde
reflexiona sobre el desarrollo histérico de la funcién hasta el principio del siglo XIX o
los aportes de investigadores como Vinner (1983) preocupados por explicar el
aprendizaje de matematicas, tomando a la funcién para ejemplificar sus ideas tedricas,
la funcion es una de las nociones matematicas que ha sido abordada desde distintas
perspectivas y enfoques desde los primeros tiempos de nuestra disciplina, la
matematica educativa, y que sigue siendo uno de los puntos de discusion en las

problematicas abordadas actualmente.

Hasta hoy, persiste el distanciamiento entre aquellos investigadores que buscan un
unico mecanismo de apropiacion de la nocién de funcién (Dubinsky & MacDonald,
2003; Carlson, et al 2002, etc.) y, aquellos como Ferrari (2007), Martinez-Sierra
(2006) y Montiel (2006), entre otros, que reconocemos la importancia de dar cuenta

de las caracteristicas especificas, de “la otredad” (Arrieta, 2003) de las funciones.

Por otro lado, varios investigadores se han interesado en el estudio de la covariacion
como una herramienta para la comprension tanto de la nocién de funcién (Confrey y
Smith, 1995; Carlson et al., 2002) como de otros conceptos del Calculo, tales como: la
derivada (Zandieh, 2000), el teorema fundamental del Calculo (Thompson, 1994) o el
concepto de limite (Contrill et al, 1996; Carlson, et al., 2001).
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Uno de los primeros trabajos reportados en este rumbo es el realizado por Thompson
(1994), sobre limite y problemas de acumulacion. Del analisis de los resultados
recabados se concluye que parece que los estudiantes de calculo de primer semestre
fueron capaces de aplicar efectivamente sus habilidades de razonamiento
covariacional en una variedad de contextos. Las imagenes que emergen en estos
contextos sugieren que el razonamiento covariacional podria ser, utilizando el
término de Tall, una “raiz cognitiva” para comprender y completar tareas especificas

para limites y acumulacioén.

El “razonamiento covariacional” mencionado se define, en Carlson, Jacob & Larsen
(2001), como las actividades cognitivas involucradas en la coordinaciéon de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas
cambia con respecto a la otra. Estos investigadores coinciden con la visiéon de
Saldanha y Thompson (1998) de que las imagenes de covariacién son evolutivas y se
usa el término “desarrollo” en el sentido de Piaget (1970), para significar que las
imagenes de covariacion pueden ser definidas por niveles los cuales emergen en una

sucesion ordenada.

En opinién de Saldhana & Thompson (1998), la nocion de covariacion tiene que ver
con la imagen mental de dos cantidades calculadas simultaneamente. Describen la
comprension de la covariacion como “mantener en la mente, de manera simultanea,
una imagen sostenida de dos cantidades” (p. 298). En esta teoria, las imagenes de
covariacién son vistas como un desarrollo que involucra la coordinacién de dos
cantidades, es decir, la coordinaciéon continua de ambas cantidades para la misma

duracién de tiempo.

En este sentido, seguimos las ideas de Confrey y Smith (1994, 1995) ya que explican la
nocion de covariacion como aquella que vincula el movimiento entre valores
sucesivos de wuna variable coordindndolo con un movimiento entre los
correspondientes valores sucesivos de la otra variable. Consideran también que, en la

aproximacion covariacional, una funcién es comprendida como la yuxtaposiciéon de
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dos secuencias, cada una de las cuales es generada independientemente a través de

modelar datos.

Asi, en este trabajo nos referiremos a la covariacién como la relacién entre las
variaciones simultaneas de dos cantidades. Nos interesa aqui que se perciba el tipo de
crecimiento que sufre cada uno de los elementos que intervienen y aceptar la intima

relacién que se establece entre ambos.

En este sentido, la covariacién rige también a la integracién en un segundo plano, que
puede ser reflotado mediante la gestién de otros elementos. Sin embargo, si miramos
algunos reportes sobre integracién hallamos interesantes reflexiones sobre la
complejidad de que los alumnos se apropien de tales ideas. Cordero (2005), por

ejemplo, reporta que en general, tanto el profesor como el estudiante se inclinan mas

por describir la definicién de la integral por medio de la “resta” jb fdx = F(b)-F(a), en

lugar de considerarla como el “limite de una suma”,J’bf(X)dX:”mZ”:f(g)AX_. Los que

n—o =l

describen la definicién por la “resta” no alcanzan a reconocer la relaciéon que guardan

las funciones f y F:f=F’, en el sentido del Teorema Fundamental del Calculo;

quienes la reconocen, la aceptan como comprobacién del calculo de la integral. Los
profesores y estudiantes aprenden a “decir” que la “resta” calcula el area bajo la curva,
pero no pueden explicar porqué, ademas el calculo de primitivas, lo entienden como
un procedimiento algebraico. En tanto que Mufioz (2000) comenta que se prioriza en
la ensefianza procedimientos para calcular integrales con los llamados métodos de
integracion sélo a través de la ejercitacién y de una manera separada de la parte

conceptual.

Por otro lado, Dubinsky (1991, 1992), pone en juego otros acercamientos a la funcién
ya que considera que comprender las funciones definidas mediante integrales
indefinidas, como en el caso de los logaritmos, constituye un buen ejemplo de
encapsulacién con internalizacion. Estimar el drea bajo una curva con sumas y pasaje

al limite es, en la teoria APOE, un proceso. Los estudiantes que parecen comprender
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esto, frecuentemente tienen dificultades con el préximo paso, este es, entender que el
producto encontrado es una funcion, algo que varia al modificar el pardmetro
considerado. Por tanto, se requiere de procesos de “alto nivel” para especificar una
funcion dada por una integral indefinida lo cual puede explicar la complejidad de este
proceso y las dificultades que el mismo acarrea a los estudiantes, conceptos éstos muy

ligados a la comprensién y manejo del Teorema Fundamental del Calculo.

Robutti (2003), en cambio, propone a alumnos de secundaria (entre 16 y 19 afos)
explorar el 4rea bajo una hipérbola equilatera observando la riqueza de
argumentacion que dispara la actividad que propone una profesora en un ambiente
tecnolégico. Aparecen asi, argumentos tales como: ...con mds intervalos ... es posible
dar una mejor aproximacion a la curva con una linea que va a mds ... microscdépico, y
luego ... mds cerca que apoyan la hipétesis de la autora respecto a que este tipo de
acercamientos atiende la discontinuidad epistemolégica, respecto al paso de finito al
infinito, de discreto al continuo, marcado por la definicién de la integral definida como

el limite de sumas finitas.

Vemos asi que este breve estado de arte nos permite observar la diversidad de
reportes que sustentan las ideas desarrolladas en torno a la nocién funcion.
Entremezclamos entonces, en esta seccidn, tres elementos importantes, funcion-
covariacion-integracién, que coexiten en el mundo covaricional, y bajo esta idea poco
es lo que se reporta en la comunidad aterrizando todo esto, en nuestro trabajo, en la
discusion de la funcién logaritmo, su naturaleza propia, conflictiva y compleja, a la que
podemos mirar como el resultado de una cuadratura y viceversa al lado de otras

funciones tales como las polinomiales.




Una breve revision de textos escolares y de producciones estudiantiles
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En esta seccion aplicaremos el tearema fundamen

dar ejemplo del uso del Teorema Fundamental

(1) DEFINICION La funcién logaritmo
por

L : del Calculo es, sin mas, el caso de los logaritmos.
Stewart (1998)

Segun Sanchez (2007), los autores (Stewart, 1998; Leithold, 1999; Spivak, 2001; Salas
et al, 2002) coinciden en ubicar a la funcion logaritmica, después de haber visto los
temas de funcion, limite, funcién continua, funcién inversa, derivada e integral (como
antiderivada y area bajo la curva), incluido en este ultimo tema, el teorema

fundamental del calculo.

En Stewart (1998) y Leithold (1999), antes de entrar al tema de integral definida, se
presenta el tema de antiderivacidon, donde ésta es presentada como la operacion
inversa de la diferenciacién. En este tema es presentado el calculo de diversas
antiderivadas, donde puede observarse esa parte operativa que muchas veces domina

en la ensefanza del cdlculo integral. En Stewart (1998) es presentado como un

ejemplo encontrar la antiderivada de f(x)= 1, esto ocurre antes de definir a la integral
X

de la hipérbola equilatera como el logaritmo natural, anteriormente en el libro ya se
habia calculado la derivada de Inx, situaciéon que no ocurre en ninguno de los otros
libros, porque ninguno de ellos da la derivada de InXx antes de definir a la integral de
la hipérbola equilatera como el logaritmo natural. También se puede observar un
catdlogo de formulas que simplemente son aplicadas a ejercicios que no requieren

mas que de su utilizacién.

Los cuatro autores mencionados, parten del problema de calcular el area de una
region para llegar a la definicion de la integral definida, esta region esta limitada en su
parte superior por la grafica de una funcién continua no negativa f, en su parte
inferior por el eje X, alaizquierda por larecta Xx=a y a la derecha por larecta x=b.

Sin embargo la forma en la que abordan este problema difiere por un lado tenemos a
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Salas (2002) y Spivak (2001) que utilizan el método de Darboux, que consiste en
obtener la integral definida aproximandola cada vez mas por arriba y por debajo con
las sumas superiores e inferiores, posteriormente muestran las sumas de Riemman
como un método alternativo y relacionado a su vez éste con el método de Darboux.
Por otro lado, Stewart (1998) y Leithold (1999) utilizan s6lo las sumas de Riemman

para resolver este problema y asi llegar a la definicién de la integral definida.

(a)  (Spivak, 2001, p. 468) (V)

El Teorema Fundamental del Calculo reduce el problema de calcular la integral
definida a través del método de Riemman, donde el calculo del limite o las sumas
suelen ser muy laboriosos e ingeniosos, convirtiéndolo y reduciendo este problema en
el calculo de antiderivadas. Sin embargo como muchos investigadores muestran, en la
enseflanza del calculo muchas veces se le da mayor importancia al calculo de

antiderivadas, olvidandose de la parte conceptual de la integral.

En Leithold (1999), Spivak (2001) y Salas (2002) la justificacién de definir a la funcién
logaritmica como area bajo la curva y abandonar la definicion basada en los
exponentes, es llenar el vacio dejado en algebra, donde sélo se define a la funcién para

los racionales, ignorando por completo a los irracionales  f(x)=a*; f (x).= log, x

Por otro lado, entre los ejercicios propuestos en Salas (2002) y Stewart (1998)
encontramos hallar el drea bajo la curva en un segmento, proponiendo la soluciéon a
través de inscribir y circunscribir rectangulos de igual base. La particiéon propuesta es
pequefia, ya que si fuera mas grande la suma resultante no seria tan facil de calcular ni

con la ayuda de la calculadora.
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| \ Para Sanchez (2007), se puede percibir en los textos
S s, s analizados que en un primer momento el problema

w | de buscar el area bajo la curva nos lleva a definir a la

+ht b
ww | integral definida |[f(t{dt como ese niimero que es

considerado como el 4rea buscada.

Posteriormente en segundo momento, establecer la relacion que existe entre

integracion y diferenciacion, se hace notar que si f es continua en [a,b], entonces

para cada X en [a,b], la integral chf(tﬁt es un numero y es posible definir una funcion

F en [a, b] haciendo P(x):f f(tyt, esta F es llamada la antiderivada de f o integral

indefinida.

Como sabemos, los textos escolares generan un cierto discurso donde se entremezclan
rigor y creatividad, sintesis y abstracciones que con mayor o menor explicitacion
llegan al salon de clases y por ende, a las argumentaciones de profesores y alumnos.
Es interesante observar en las producciones de alumnos de segundo semestre de
licenciatura la permanencia de ideas que funcionan en ciertos ambitos pero que no se

pueden extender a otros. Tal el caso de calcular el area bajo las funciones polinomiales

del tipo f(x)=x".
La pregunta: Sea jx”dx. Calcula la integral para n = -2, -1, 1, 2 generd varios

argumentos diferentes. Algunos de los alumnos declararon que necesitaban las tablas
de integrales para contestar esta pregunta pues no recordaban las férmulas, en tanto
que otros utilizaron la clasica férmula trabajada en cursos anteriores sin mayor

dificultad.
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Sin embargo, la aplicacién de esta “férmula” generé desasosiego en varios de los

estudiantes cuando se trataba de n -1 Algunos, recurriendo a su memoria

expresando, con mayor o menor desarrollo, que:

1
ym

na

aunque sin reparar en el valor absoluto requerido para una funcién cuyo dominio esta
s6lo en los reales positivos. Pero otros, se enfrascaron en comprender que
informacién les daba ese x°/0 que aparecia en el reemplazo de los valores en la

formula.

Efectivamente, algunos reconocen que en matematicas esta operacion no esta definida

pero otros, esbozaron como respuesta “x” evidenciando una menor abstraccion.

0
1 —— = —
el d 1 _n=-1_
nxdx esiguala ¢ D
I ° AP SIS
1 1_e — -
;por qué? e-1 L
Y =
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En otros casos, se puede observar con claridad, la confusiéon entre “integrando” y
“primitiva”, es decir, entre los elementos que juegan el papel de derivada o de integral.
Al solicitarles en la actividad que determinen la respuesta y la argumenten, hallamos

que varios de los alumnos no lograron determinar la opcién correcta entre las dadas

e e
pues su exploracion matematica fue: Iln xdx =1 1= 1.4
X e
1

Pero al no ajustarse a las opciones, borraban la produccién e intentaban de nuevo bajo

la misma idea, dejando al final s6lo expresada la fraccion.

Observamos asi, la no construccién de la funcién logaritmo como una integral.
Refuerza asi las expresiones de Cordero (2005) y Mufioz (2000) sobre la
algoritmizacion del acercamiento a la integral que escolarmente se priorizan,
complicada aqui con la emergencia de una funcién que acepta tres maneras diferentes
de mirar: como exponente, como funcién inversa y como ésta, la respuesta de una
integral. Ademas se evidencia la distancia que se produce respecto a argumentos

covariacionales, es decir, a producir la emergencia de otro tipo de acercamientos.

Argumentos desde una Epistemologia histérica de los logaritmos

En Ferrari (2001) estableciamos de acuerdo a (Mahoney, 1973) que ciertas
exploraciones sobre cuadratura de curvas aparecen en el Treatrise on Quadrature, que

Fermat publica en 1658. Aqui explica su método y vuelca sus resultados respecto a la

cuadratura de parabolas de la forma 37 =4x” e hipérbolas del tipo x” y? =, con
excepcion de la hipérbola rectangular.

En realidad, su método es una extension de la aplicabilidad del método arquimediano
a segmentos infinitos, en este caso, la division del eje x en un nimero infinito de
segmentos de longitud finita, y su sustento se halla en el método de exhausion. Su
ingenio le hace dividir el eje x con segmentos cuyas longitudes conforman una

progresién geométrica, y determina que la cuadratura de la parabola ]2 =kx es
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directamente transferible a las curvas de la forma j? =kx? con p y q enteros.

Tomando p como media proporcional de la division del eje llega al resultado general

que el segmento parabdlico es al rectangulo que lo contiene, como p% .
q

B

G — 08¢

b — 02 3°
4 023

Luego, generaliza para las hipérbolas: si x” y7 =4 entonces el 4rea de la porcién de

como L, resultado no

hipérbola desde la ordenada j, es al rectdngulo x,y,

aplicable a la hipérbola xy=4 pues en este caso p=¢g=1 y la expresion anterior

quedaria como 0 lo cual carece de sentido. La vinculacion entre la funcion logaritmo

natural y la hipérbola rectangular xy=1 aparece en una publicacién de 1647 del

jesuita Gregorie Saint Vincent.

Por su parte Le Goff (1989), considera que la obra de Saint Vincent sienta precedentes
importantes para el posterior desarrollo del calculo, por ejemplo, declara su intencién
de sistematizar el estudio del volumen de los sélidos, preparando el terreno para la
aparicion de las integrales dobles, desarrolla ideas de convergencia de series, es decir,
respecto a la posibilidad de aproximar una suma infinita tanto como se desee. Asi
mismo, declara su deseo de hallar la cuadratura del segmento de hipérbola con la
puesta en relacion de dos progresiones, una geométrica y otra aritmética, sin

introducir la idea de logaritmo, lo cual sera el aporte de su discipulo Sarasa en 1649 al
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responder las objeciones de Mersenne. Desarrolla estas ideas en el libro VI,

proposicion 109 estableciendo que:

“si les abscisses d’'une hyperbole équilatere croissent en progression
géométrique, les aires des surfaces decoupées entre I’ hyperbole et son
asymptote par les lignes ordonnées correspondantes, croissent en

progression arithmétique” (Le Goff, 1989, p 199).

Efectivamente, Saint Vincent demuestra la cuadratura del circulo y de la hipérbola en
su controvertido libro “Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni”,
escrito en 1630 y publicado en 1647. En él aparecen varias proposiciones que aportan
ideas nuevas y originales, tales como, “si las abscisas de una hipérbola equildtera
crecen en progresién geométrica, las dreas de las superficies determinadas por las
ordenadas correspondientes crecen en progresion aritmética” (Burn, 2000). Por tanto,
muestra que las medidas de las areas de sectores bajo la hipérbola y sus abscisas

forman un sistema logaritmico, aporte de Sarrasa que se analiza en Sanchez (2007).

Efectivamente, Saint Vincent trabaja en la demostracién del area bajo la curva,

entremezclando argumentos geométricos

entre areas y segmentos. Siguiendo las / e
gy A
explicaciones, que encontramos en Sanchez / ;
i
(2007), de algunas proposiciones del trabajo e

de este matematico podemos entrever la
importancia del uso de la covariacion, en el B

siglo XVII, como argumento regidor de

‘3\
800 2

construcciones.
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PROPOSICION 108. Dejea AB y AC ser las asintotas de la hipérbola DEF . Dejea DH , EG y FC ser
paralelas a la asintota AB y estar en progresién geométrica. Digo que el drea DHGE es igual al drea

EGCF .
Deje a LI y MK ser medias proporcionales entre HD,EG,FC..donde llama medias
proporcionales a aquellas proporciones de segmentos tales como las siguientes: LI es

la media proporcional de DH y EG pues LI _EG.entanto que MK _ FC  nos informa
DH LI

EG MK

que MK es la media proporcional de EG y FC.

Se observa ademads, que si se sigue realizando la particién de las abscisas manteniendo
una progresion geométrica en los segmentos involucrados, las areas bajo la curva
entre dos asintotas consecutivas tienen la misma area y por tanto, se genera una

progresion aritmética en el area bajo la curva.

Vemos entonces que Saint Vincent, en su obra, demuestra de manera geométrica estas
aseveraciones, rompiendo en su busqueda dos ideas que aun coexistian en la época, la
de tomar particiones no aritméticas y la de aceptar areas bajo una curva ya que los
griegos centraban su atenciéon a areas por encima de las mismas. Después de su
muerte, Sarasa uno de sus discipulos ayuda en la publicacién del conflictivo libro de

Saint Vincent.

En este sentido, Sarasa publica un folleto donde aclara repetidamente que su mentor
queria decir respecto a logaritmos: “Cuando los términos de una progresién geométrica
fueron emparejados con los términos de una progresion aritmética, en la secuencia,
llamaron los términos de la progresion aritmética los logaritmos de los términos
correspondientes de la progresion geométrica”. Esta descripcién era la base de todas

las construcciones de logaritmo, antes de 1649.
Aparecen también en su escrito, varias proposiciones de las cuales presentamos la
siguiente aseveracion:

Asuma otra vez la misma figura. Deje alli ser alguna secuencia de magnitudes

0,P,Q,R,S,T enla proporcién continua cuyos logaritmos son 6, 7, 8, 9, 10, etc. Estos
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niimeros siempre exceden el uno al otro por la misma cantidad que se exige en la
naturaleza de los logaritmos. Asumiendo otra vez una cierta hipérbola HIN con
asintotas AV y AG, erija las lineas HB,|C,KD, LE, MF,NG, etc. paralelas a la
asintota AV e igual a las lineas O,P,Q,R,S,T respectivamente, todo lo cual

fdcilmente es hecho por el primer corolario en este libro.
Ahora por la proposicién 3 en este libro, todas las dreas HC,CK,KE,EM,MG son

iguales. De ahi si la proporcién |C a HB es sequida y se hace proporcional a XZ y por
el primer corolario en este libro esto pertenece a la misma hipérbola, entonces el drea

XB serd igual a las dreas HC,CK, etc.

X
v De donde el drea hiperbélica XG excede el
£y 2 A
0 - drea hiperbélica HG por la misma
$ cantidad que el drea hiperbélica HG
%
e 8 excede el drea hiperbélica 1G. Otra vez el
: = A
G N e C T drea hiperbélica |G excede el drea KG
Ton o™ R 2 7 2 € 0

por la misma cantidad, etc. con los demds.

Por que en lugar de los nimeros 6, 7, 8, 9, 10, 11, etc. que son los logaritmos de las
magnitudes O,P,Q,R,S,T, podemos adoptar las cantidades hiperbélicas
HG,IG,KG,LG,MG o mejor MG,LG,KG,IG,HG o si usted prefiere no

mencionar la hipérbola, las cantidades (y de ahi las proporciones) exceden el uno al otro
por un no menos la cantidad de igual como los niimeros logaritmicos que habian sido
asumidos. Por esta razon usted ve que la naturaleza de logaritmos con su continuacion y
exceso de términos es adaptada exactamente a la hipérbola, de modo que en lugar de los

numeros, usted pueda tomar las partes de la hipérbola o la proporcién dada de las lineas.

(Sarraza, 1649; Scholion después de la proposicién 3; ver Brun, 2001)

Sarasa, analizando los razonamientos de Saint Vincent relaciona el area bajo la curva
de la hipérbola equilatera con los logaritmos. Sin embargo las hipérbolas de Sarasa no
fueron definidas analiticamente, él no insisti6 en una base particular para sus
logaritmos, tampoco escogi6é un valor para logl y no se centré en lo que Euler mas

tarde llamé logaritmos naturales (Burn, 2001).

AR



Vemos asi, las producciones de tres cientificos
contemporaneos del siglo XVII, desafiados por
encontrar el area bajo una curva, aquella que no
admitia argumentos sustentados sélo por progresiones

aritméticas. Efectivamente, los tres exploran con mayor

tos epistemoldgicos

o menor abstraccién, particiones

regidas por

progresiones geométricas lo que genera nuevas argumentaciones que confluyen en

reconocer un sistema logaritmico subyacente.

Asi, de todas estas ideas surge una version preliminar del Teorema Fundamental del

Calculo, aquel en el cual hablamos de primitivas e integrandos como sus derivadas. Sin

embargo, rescatamos de esta visién epistemoldgica el ambiente covariacional de

exploracion que propusieron en su tiempo estos tres personajes.

Argumentos para actividades matematicas

logro otra

ca[cu]ar su

funcion cuadratura

Frogrcsién m Frogrcslon

aritmética geométrica

O O

c
o
S| on ) ) o
2 mirada como permite calcular]
- c
T covariacion %0
210
2| E ©
¢ |g El
6 _8 buscandola | fntre las T

Sintesis de argumentos

Hasta este momento, hemos estado
comentando tres elementos
importantes en nuestra exploracidn,
funcién-covariacion-integracion. En
esta parte, nos interesara centrar el
argumento de discusidon en la intima
relacibn  entre covariaciébn y
cuadratura, sin desconocer que la
funcién estara también presente en
ellos. Nos abocamos entonces, en

esta seccidon, a evidenciar las




decisiones tomadas para el disefio de las actividades matematicas.

Si bien, estas actividades integran un conjunto de tres etapas, siendo ésta la tltima de
aquellas con las que se intenta analizar la construccion de los logaritmos que pudiera
emerger en un ambiente de geometria dindmica, no comentaremos en este trabajo las
nociones que emergen en las actividades anteriores (ver Ferrari y Farfan, 2007)¢° que
son el eje de esta actividad, s6lo mencionaremos las ideas importantes para percibir el
desarrollo de la actividad que puede discutirse sin problemas pues hemos realizado

ajustes del disefio original al separarlo del cuerpo al que pertenece.

En parrafos anteriores hemos mencionado lo que para nosotros es covariacidn,
aquella intima relacion entre dos patrones de variacion particulares que dan indicios,

en este trabajo, de la relacion funcional que existe.

Efectivamente, si tomamos como argumento la covariaciéon entre dos progresiones
aritméticas, donde el caracter variacional estd regido por la diferencia, estamos
hablando de las funciones polinomiales, particularmente de la funcion lineal si
podemos hallar en su dominio e imagen progresiones aritméticas. También las
hallamos al extender el argumento a la diferencia de ordenadas (primera, segunda,
etc.) donde estariamos hablando de la funcion cuadrdtica, ctibica, etc. Si en cambio
descubrimos una progresion aritmética y otra geométrica en su dominio e imagen,
donde el caracter variacional esté regido por la razén, nos abocamos a explorar
funciones trascendentes, particularmente la exponencial y logaritmica ya que las

trigonomeétricas no siguen este patron.

Del breve estado de arte que mencionaramos anteriormente, observamos que la
mayoria de los investigadores que se apoyan en el ambiente de la geometria dinamica,

recurren justamente a la posibilidad de movimiento de puntos y formas en la pantalla,

60 Nos referimos al articulo que se encuentra en esta publicacién bajo el titulo: La geometria dindmica
en la construccién de funciones.
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es decir, lo dindmico, donde herramientas como “traza” o “lugar geométrico” tienen un

lugar preponderante.

Sintesis de covanacion
percibida

En nuestro disefio, decidimos trabajar con esta herramienta tecnolégica justamente
por eso, esa herramienta que genera un ambiente de discusién que nos propone
utilizarlo a veces y distanciarnos de él en otras, discutirle y discutirnos. No recurrimos
en esta version con la vision de que su potencialidad recae en “lo dindmico” en el
sentido de arrastras cosas, sino en objetos que se construyen con elementos de la
geometria clasica (paralelogramos, areas, coordenadas) que necesitamos manipular

para evidenciar la covariacion atrapada en ellos.

Proponemos entonces, generar una red de modelos que den cuenta de la cuadratura
de ciertas funciones, desde la covariacién de progresiones aritméticas y geométricas.
Elegimos asi, lo geométrico, lo numérico y lo algebraico como un fundamental
entrelace de coincidencias y particularidades, con las cuales robustecer nuestro

acercamiento a la funcién logaritmo.

Decidimos también, discutir algunas funciones del tipo f(x)=kx", en donde k es

constante y n un nimero real para explorar el area bajo ellas donde efectivamente
encontraremos progresiones aritméticas asociadas a las curvas con n > 0 y un

entremezcle de progresiones aritméticas y geométricas en otras curvas.

A manera de ejemplo de estas ideas, analizaremos soélo el caso 1, dejando al lector

la exploracion de los otros (k=1conn=2 yn=1)

U



Casol:k=1y n=1
Vemos que no es mas que la funcién lineal f(X)= X. Si construimos poligonos bajo

esta recta tomando, por ejemplo, una progresion aritmética en las abscisas, es claro
ver que entre el drea de cada poligono se da también un progresion aritmética (Véase

Figura 1).

Figura 1

Con la simple inspeccion de estas ideas, podemos sospechar que estamos hablando de
que la cuadratura de esta funcién es una funcién polinomial, ya que encontramos la

covariacion de dos progresiones aritméticas. ;Pero entre qué variaciones?

Apoyandonos en el ambiente de la geometria dinamica, podemos escaparnos un poco
de él y construir una tabla que nos permita analizar numéricamente ambas

progresiones, siendo las columnas elegidas el drea bajo la curva (ZA ); el drea (A) al

referirnos al area de cada paralelogramo formado por los segmentos que determina la
particion realizada; y la diferencia de dreas (AA) como lo que sobrevive al superponer

los paralelogramos (Ver la Tabla de Cuadratura).




x| XA A a4
A partir de las progresiones aritméticas que se dan tanto en los
0 0 valores de x como en el area 4, ademas de tener una constante
en la primera diferencia de las areas, podemos concluir que la
172 suma de las areas bajo la curva es una funcién cuadrdtica.
1) % 1 En este caso es facil calcular las areas de los poligonos y con
3/2 ellos cubrir completamente el area, debido a que se trata de
2 2 1 | una recta y su calculo llega a ser trivial, por lo tanto, si
5/2 queremos calcular el area, por ejemplo, de 0 a 3 (Ver Figura 2)
3| 9/2 1 | podriamos utilizar los siguiente valores.
7/2
4| 8 / 1 ZfAK:A1+A2+A3:;+;+§:Z
9/2
5|25/2
Como ya menciondbamos, tener s6lo progresiones aritméticas

involucradas y que la primera diferencia resulte una

>,—\/ KL constante, nos da informacion de la cuadratura de la funcién

lineal, que nos llevara a inducir que se trata de una funcién
Tabla de Cuadratura

cuadratica.

Esto representa un transito fundamental, un entrelace entre lo geométrico, lo
numeérico y lo algebraico, aunque en las funciones que estudiamos, no necesariamente
se llegue a la expresion real que define la integral, sino al menos reconozcan el tipo de

funcion implicada.




En este caso, las imagenes se construyeron facilmente

con el software Cabri II Plus, al igual que utilizamos su
herramienta “a4rea” que rapidamente calcula los datos
X
que requerimos. Asi, debido a las coordenadas z‘ireajq!ﬂﬁ
logradas para la cuadratura podemos concluir con la A .
il
g '
obtencion de la expresion F(X):T’ luego de un
Figura 2

trabajo algebraico.

Otra pregunta que surge después de que hemos analizado las progresiones
aritméticas, es ;por qué no tomamos ahora progresiones geométricas en la

exploracion de las cuadraturas? tarea que le dejamos al lector.

Conclusiones

En este trabajo, hemos intentado comentar los avances de esta investigacion desde
elementos que nos proporciona la ingenieria didactica que regula nuestro trabajo.
Creimos importante iniciar el escrito evidenciando nuestra visién teodrica, y
contrastarla con otras mediante el reporte de un breve estado de arte respecto a
funcién, covariacién e integracion, tres nociones que soportan el disefio de las
actividades, asi como algunos ejemplos de reflexiones sobre el uso del ambiente de
geometria dindmica para el desarrollo de las mismas ya que optamos por generar

nuestro Aambito de discusion en él.

Proponemos entonces movernos en el mundo covariacional, donde patrones de
variacion de particiones y cuadraturas se constituyen en el argumento principal de las
actividades matematicas. Particularmente nos interesa propiciar la discusiéon de lo
logaritmico, su naturaleza propia, conflictiva y compleja, evidenciandolo desde el
contraste con otras funciones y curvas. Consideramos importante “jugar” con varios

modelos que los describen, pero fundamentalmente propiciar el entrelace de ellos.
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Asi, el eje de discusién que nos permite pensar en una red de modelos, y en la que
estamos trabajando, es la covariacién logaritmica. Recordemos que se trata, segin
Confrey y Smith (1995), de la relacién entre patrones de crecimiento, para nosotros, la
relacién entre una sucesion geométrica y una aritmética sumergidas en el dominio e
imagen de la funcién tratada y que nos permite hablar de logaritmos (Ferrari, 2004).
Estamos hablando asi, de la relacidn entre dos patrones de crecimientos distintos, uno
generado por medio de la adicion y el otro, mediante la multiplicacion, es decir, los
logaritmos surgen de la vinculacidon de un crecimiento aritmético y uno geométrico.
En este sentido, el isomorfismo entre lo aditivo y lo multiplicativo es la razdén de ser de

los logaritmos.

El eje de este articulo ha descansado justamente en la covariacién, pero en esta
oportunidad ddndole mas peso al surgimiento de ella al explorar el area bajo ciertas
curvas que preferimos llamar cuadratura, reminiscencias de los argumentos
primigenios de la integracion de funciones. Los argumentos que hemos presentado
generan un redisefio del discurso matematico escolar al realzar la vinculacién de
areas con funciones desde esta visidn covariacional y al reconsiderar otras particiones
que han caido en el desuso en el ambito escolar, es decir, de la emergencia de una

funcién desde un estudio de areas particulares y su suma.

La geometria dindmica, genera un ambiente propicio para discutir el surgimiento de
funciones ya que sus herramientas como: “expresion”, “aplicar expresion”, “triangulo”,
“poligono”, “area”, entre otras nos bastan para explorar visual y numéricamente los

desafios de determinar la cuadratura de las curvas trazadas.

De acuerdo al estudio realizado, (Ferrari, 2001 y 2007; Sanchez, 2007), sobre las
herramientas generadas en el acercamiento epistemolégico de Saint Vincent y Sarasa
(ambos a mediado de 1600), asi como los aportes de Fermat, para hallar la cuadratura
de una curva se ponia en juego la relacion entre progresiones. El trabajo numérico que

involucra la construcciéon de tablas de valores que describan el area de trapecios
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determinados bajo la hipérbola equilatera, resulta interesante, pues pone en relieve
nuevamente la covariacion logaritmica, asi como en las exploraciones algebraicas que

conllevan la expresion que describe de manera general a la curva.

Este argumento es extendido en este trabajo a las funciones polinomiales que
responden a la expresion f(x)=kx". Particularmente, proponemos estudiar la funcion

lineal, la cuadratica y la hipérbola equilatera, donde se entremezclen las progresiones
aritméticas y geométricas como esencia de las particiones utilizadas para la

determinacion de las areas y por ende la cuadratura.

Muchos investigadores, entre ellos Arrieta (2003), proponen utilizar los argumentos
numéricos para robustecer el acercamiento a ciertas funciones como parte de una red
de modelos. En las polinomiales, basta explorar las tablas con las columnas (x, y,

Ay,AAy...) para determinar el grado y orden de las curvas estudiadas. A la recta puede

ser reconocida como la covariacién de dos progresiones aritméticas, la cuadratica,
requiere determinar que tanto x como la primera diferencia de las ordenadas son
progresiones aritméticas para asegurar que se trata de ese tipo de funciones, lo mismo

ocurre con la cubica, aunque en este caso se debe calcular la segunda diferencia.

Si se extiende este argumento de columnas con las diferencias, hacia las funciones
trascendentes, no encontramos ningin patrén interesante, s6lo una repeticion del
patréon de crecimiento en el caso de las exponenciales, una disminucién de las
diferencias de las ordenadas en la logaritmica pero s6lo nos da cierta informacion
sobre su naturaleza, sucediendo algo similar con las trigonométricas. Entra en juego
aqui, las progresiones geométricas sin dejar de considerarse las progresiones
aritméticas, pues la covariacién entre ambas permiten la emergencia de las funciones

exponenciales y logaritmicas.

Vemos entonces que en este trabajo entremezclando cuadraturas, hoy conocidas como
integrales, con el reconocimiento de la covariacién generada en su determinacion
evidenciamos la naturaleza de ciertas funciones quedando en segundo plano la

operatoriedad puesta en juego. Buscamos asi en este reporte, robustecer la
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construccion de lo logaritmico reconociendo las practicas sociales y de referencia que
han dado pie a ciertas herramientas que hiladas con herramientas técnicas como
Cabri, generan un nuevo ambiente de discusion para ciertas funciones y por tanto de

argumentacion distante del discurso matematico escolar imperante.
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