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Resumen

En esta ponencia se describe la propuesta curricular Early-Algebra — consistente en la
integracion de modos de pensamiento algebraicos en el curriculo de los dos primeros
ciclos de la educacion bésica — y se detallan algunas de las investigaciones que se han
realizado sobre la misma a nivel internacional. Posteriormente se describe en mayor
profundidad un experimento de enseflanza, realizado con estudiantes de 8-9 afios, que
persigue indagar en el potencial de dicha propuesta y en la capacidad de estos
estudiantes para trabajar en aritmética de un modo algebraico. En este estudio se centra
la atencidn en un tipo de pensamiento algebraico, el pensamiento relacional, que se hace
manifiesto en el trabajo con expresiones aritméticas y algebraicas, y que se relaciona
con otros constructos de la literatura en Educacion Matematica tales como el sentido
estructural, el pensamiento cuasivariable y las meta-estrategias conceptuales.

Palabras-clabe: Early-Algebra, Innovacion curricular, Pensamiento relacional,
Experimento de ensefianza, Expresiones aritméticas.

Early-Algebra

Desde mediados de los anos noventa se han realizado a nivel internacional numerosas
investigaciones que analizan y promueven la integracion del algebra en el curriculo de
los primeros ciclos de la educacién basica. Esta propuesta, conocida con el nombre de
Early-Algebra, plantea la introduccién de modos de pensamiento algebraicos, en la
matematica escolar, desde los primeros cursos escolares (Cai y Knuth, 2011; Carraher y
Schliemann, 2007; Kaput, 1998, 2000; Kaput, Carraher y Blanton, 2009, Molina, 2009).
En términos de Kaput (2000), se propone la ‘“algebrizaciéon” del curriculo de la

educacién basica.

Si se considera el curriculo como un listado de contenidos, desde un punto de vista
curricular esta propuesta no supone ningliin cambio, pero si se ve el curriculo como un
conjunto de experiencias para los estudiantes, el cambio que se propone es profundo

(Kilpatrick, 2011). La propuesta implica promover, en la actividad matemadtica de la
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educacion basica, variadas caracteristicas del pensamiento algebraico: pensar sobre lo
general a partir de lo particular, pensar en patrones como reglas, pensar relacionalmente
sobre cantidades, nlimeros y operaciones, pensar representacionalmente sobre relaciones
en situaciones problema, y pensar conceptualmente sobre lo procedimental (Kieran,
2011). EI contexto prioritario en el que integrar estos diferentes modos de pensamiento
es la aritmética, con sus inherentes regularidades, equivalencias, multiples formas de
conceptualizar las relaciones numéricas, analizar y representar relaciones entre
cantidades; y también con su cara funcional que incluye estudiar patrones, analizar

como las cantidades varian e identificar correlaciones entre variables.

Estas ideas evidencian una vision del dlgebra escolar que no se restringe al trabajo con
el simbolismo algebraico. Es una concepcién mds amplia que engloba el estudio de
relaciones funcionales, el estudio y generalizacion de patrones y relaciones numéricas,
el estudio de estructuras abstraidas de cdlculos y relaciones, el desarrollo y la
manipulacién del simbolismo, y la modelizacion como dominio de expresiéon Yy
formalizacién de generalizaciones (Kaput, 1998, 2000; Schliemann, Carraher, Brizuela,
Earnest, Goodrow, Lara—Roth et al., 2003). Dentro de estas multiples dimensiones, el
algebra se concibe dualmente como cuerpo de conocimientos y como actividad
matematica (Kaput, Carraher y Blanton, 2009). Esta multidimensionalidad del algebra
es la esencia de la innovacién curricular que se propone pero no es exclusiva a esta
propuesta (ver por ejemplo Da Ponte, 2006) ni es nueva en el panorama investigador

(ver por ejemplo Usiskin, 1988 y Bednarz, Kieran y Lee, 1996).

El objetivo del Early-Algebra no es solo facilitar el posterior estudio del dlgebra, sino
promover en los alumnos un aprendizaje, con comprension, mas profundo y complejo
de las matemaéticas escolares. Los diferentes modos de pensamiento involucrados en la
actividad algebraica son considerados hdbitos mentales importantes, que todos los
alumnos deben de adquirir, que pueden emerger con naturalidad de las matemaéticas
propias de la educacién bdsica y tienen potencial para enriquecer la actividad
matematica escolar (Blanton y Kaput, 2005; Kaput, 1998). El objetivo que se persigue,

por tanto, es multiple:
- Anadir coherencia, profundidad y poder al curriculo de la educacién bésica.

- Facilitar el acceso de todos los estudiantes al pensamiento y actividad

algebraica favoreciendo el desarrollo de una base sélida de aprendizaje y

28 EIEM 2011 Marta Molina



experiencia como preparacion para un trabajo mas sofisticado en el dlgebra de

la educacién secundaria.

- Dar tiempo para el desarrollo progresivo y prolongado de los diferentes
modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica, asi como de
los significados nuevos o mds amplios para los simbolos presentes en la

aritmética y el dlgebra escolar.

- Eliminar la abrupta introduccién del dlgebra en los niveles de educacion

secundaria
(Kaput, Carraher y Blanton, 2009; Molina, 2009; NCTM, 2000).

La propuesta Early-Algebra no debe confundirse con otro enfoque relacionado con la
ensefianza y aprendizaje de las matemdticas antes de la ensefianza formal del dlgebra
conocido como pre-dlgebra. Sus finalidades son diferentes ya que la pre-dlgebra sélo
persigue suavizar la abrupta transicion de la aritmética al dlgebra y, de este modo,
mitigar las dificultades que tipicamente encuentran los alumnos en el aprendizaje del
algebra, supuestamente debidas a la diferente naturaleza de ambas sub-areas (Carraher y

Schliemann, 2007).

En el origen de la propuesta Early-Algebra se identifican diversos factores. En general,
hasta principios de los 90, la investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra
estaba centrada en lo que los alumnos no podian hacer, mas que en explorar lo que eran
capaces de hacer y su potencial de desarrollo. Estos trabajos contribuyeron, en general,
a la asuncion de que es mejor posponer el estudio del dlgebra para los ultimos cursos
escolares (Lins y Kaput, 2004). Hace un par de décadas algunas investigaciones
comenzaron a mostrar una perspectiva significativamente diferente al reportar cambios
en la concepcion de la educacion algebraica y del pensamiento algebraico, incorporar
las nuevas tecnologias a la ensefianza y aprendizaje del édlgebra y sugerir que los
alumnos jovenes pueden hacer mas matemdticas de las que se pensaba en un principio,
en especial cuando se les provee de experiencias y enseflanza adecuada (Lins y Kaput,
2004)". Asi mismo la insatisfaccién con la actual y tradicional ensefianza del dlgebra, el

reconocimiento de la importancia de los habitos mentales propios de la misma, y la

! Existen algunos antecedentes previos (Ej., Davydov, 1962; Davis, 1985; Freudenthal, 1974; Vergnaud,
1988) a esta propuesta que, en el mismo sentido, plantean la ensefianza del dlgebra en los primeros cursos
de la Educacién Primaria y argumentan la necesidad de preparar a los alumnos para abordar los aspectos
epistemoldgicos involucrados en la transicion de la aritmética al dlgebra.
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preocupacion por hacer su estudio accesible a todos los estudiantes, condujeron a buscar

formas mas efectivas de abordar su ensefnanza.

Adicionalmente un factor destacado en el desarrollo de esta propuesta ha sido la
evidencia dada, en sucesivos estudios, de la capacidad de alumnos de educacién bésica
de aprender y comprender nociones algebraicas elementales y utilizar modos de
pensamiento algebraicos, sugiriendo que las dificultades de los alumnos en el
aprendizaje del dlgebra pueden ser debidas, en gran parte, al tipo de ensenanza recibida.
Concretamente se ha puesto de manifiesto que estos alumnos pueden elaborar y
simbolizar algebraicamente conjeturas sobre relaciones aritméticas bésicas (Carpenter,
Franke y Levi, 2003); percibir y representar tanto grifica, aritmética como pre-
algebraicamente, complejos patrones lineales (Moss y Beatty, 2006); pensar sobre
operaciones aritméticas como funciones, en vez de como cdlculos con nimeros
particulares (Schliemann et al, 2003); trabajar con relaciones funcionales y usar
notacion algebraica para representarlas (Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000); usar
representaciones algebraicas, como graficos, tablas y ecuaciones para resolver
problemas, y representar y analizar problemas en los que hay involucradas cantidades
desconocidas en ambos miembros de una igualdad, utilizando, en ocasiones, letras para
representar dichas cantidades (Brizuela y Schliemann, 2003); por citar algunos

ejemplos.

Estos estudios han analizado la factibilidad y potencialidad de la introduccién temprana
de algunas ideas algebraicas, mostrando, en particular, que “cuando la enseiianza estd
fundamentada en las ideas matemdticas de los alumnos y en promover su curiosidad
matemdtica, los nifios tiende a exhibir maneras de pensar algebraicas en el contexto de

lecciones de aritmética, geometria o medida” (Bastable y Schifter, 2007, p. 2).

Estas evidencias han conducido a que los curriculos de diferentes paises, en sus
versiones mds recientes, adelanten la edad en la que recomienda la introduccion del
algebra en el curriculo escolar y amplien su concepcion del élgebra. Entre ellos
destacamos los casos de Estados Unidos y Portugal. En la primera versiéon de los
Estandares del NCTM (1989) se recomendaba introducir el dlgebra, como
generalizacion de la aritmética, en los dos ultimos ciclos de la educacion bésica. Esta
vision estaba mas en linea con lo que se ha denominado pre-algebra. Posteriormente, en
la dltima edicién de los Estandares del NCTM (2000), se recomienda que el desarrollo

de pensamiento algebraico sea abordado desde la Educacién Infantil en adelante, para
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ayudar a los alumnos a “construir una base solida de aprendizaje y experiencia como
preparacion para un trabajo mds sofisticado en el dlgebra de los grados medio y
superior” (p. 37) y se destaca el papel de las ideas algebraicas como unificadoras del

curriculo.

Asi mismo ha ocurrido en Portugal, segin indican Canavarro (2009) y Pimentel (2010),
pues tras el reajuste del curriculo de matematicas portugués para la ensefianza bdsica
publicado en 2007 (ME-DGIDC, 2007) ya aparece en primer ciclo el dlgebra recogida
como forma de pensamiento matemadtico, si bien no como contenido, y se propone el
trabajo con secuencias, relaciones entre nimeros y entre nimeros y operaciones, para
favorecer el desarrollo de pensamiento algebraico. En el segundo ciclo se continta en
esta linea recomenddndose el trabajo con patrones y relaciones (expresiones numéricas
y propiedades de las operaciones, secuencias y patrones y variacién) con ese mismo

objetivo.

Pensamiento relacional

Los estudiantes que llegan a ver los niimeros y las operaciones en términos de sus inherentes
relaciones estructurales, esto es como objetos que pueden ser comparados relacionalmente en
términos de sus componentes, y que pueden usar las propiedades fundamentales de las
operaciones y de la igualdad... puede decirse que ven la aritmética con ojos algebraicos.
(Kieran, 2011, p. 584)

Desde la propuesta Early Algebra, se enfatizan la necesidad de un enfoque estructural
de la aritmética que rompa con el énfasis computacional predominante en los primeros
cursos escolares. En esta linea cabe destacar un tipo especifico de pensamiento
algebraico, el pensamiento relacional, que se hace manifiesto en el trabajo con
expresiones aritméticas y algebraicas. Este tipo de pensamiento, refiere, en pocas
palabras, al reconocimiento y uso de relaciones entre los elementos de expresiones
numéricas y algebraicas y de propiedades fundamentales de las operaciones (Carpenter
et al., 2003; Empson, Levi y Carpenter, 2011; Molina, 2006; Molina y Ambrose, 2008;
Stephens, 2007). Al utilizar pensamiento relacional, los estudiantes consideran las
expresiones como totalidades (en lugar de como procesos a realizar paso a paso), las
analizan, distinguen algunos detalles y reconocen algunas relaciones y, finalmente,
aprovechan estas relaciones para construir una estrategia de solucién (Molina, 2006).

Por ejemplo, para determinar si las sentencias (a) 7+74+9=144+9 vy
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(b) 27+48—48=27 son verdaderas o falsas, en lugar de hacer los cédlculos en ambos
miembros y comparar los resultados obtenidos, hacer uso de pensamiento relacional
implica atender a toda la expresion y apreciar su estructura particular (por ejemplo, hay
operaciones en ambos lados del signo igual, o no hay) y utilizar las relaciones
percibidas entre sus elementos (por ejemplo, 9 aparece en ambos miembros; 7+7 en el
lado izquierdo equivale a uno de los términos del miembro derecho; el mismo nimero
se suma y resta a 27) asi como el conocimiento de propiedades fundamentales de la

aritmética, para determinar la verdad o falsedad de la sentencia.

Las expresiones aritméticas involucradas tienen que ser consideradas desde una
perspectiva estructural y no dnicamente como procedimientos a realizar. La expresion
“7+74+9” se compara con “14+9” para considerar su equivalencia, en lugar de actuar
en cada expresion para determinar su valor. Esto implica un cambio sutil pero
importante en la atencién de los estudiantes: de realizar la lectura de la sentencia de
izquierda a derecha, leyendo los elementos de uno en uno, a mirar a ambos lados del
signo igual y comparar las dos expresiones entre si (Mason, Drury y Bills, 2007). No
obstante el uso de relaciones entre nimeros u operaciones puede ser mas 0 menos
sofisticado segin si éstas se perciben como especificas a la situacién particular
considerada, haciéndose un uso implicito de propiedades de forma andloga a los
teoremas en accion (Vegnaud, 1988), o bien, son reconocidas como particularizaciones
de una propiedad (Molina y Mason, 2009). Este segundo uso implica el tipo de
pensamiento basado en propiedades que se utiliza en el dlgebra y se asocia con una
comprension profunda de la aritmética (Empson et al., 2011) o comprensién relacional

en términos de Skemp (1978).

El pensamiento relacional se presenta como una accion intelectual, alternativa a la
aplicacion de procedimientos estandares, centrada en la consideracion y exploraciéon de
la estructura de las expresiones aritméticas y algebraicas. La anticipacion destaca aqui
como una de sus componentes clave, cuya destacada importancia en la guia del

razonamiento algebraico ha sido sefialada por Boero (2001).

Conexiones con otros constructos

El término pensamiento relacional surge en la literatura a principios del siglo XXI en

los trabajos de Carpenter y colaboradores (Carpenter y Franke, 2001; Carpenter et al.,
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2003). No obstante estd relacionado con otros constructos ya existentes entre los que
destacamos el pensamiento cuantitativo flexible, el sentido estructural, el pensamiento

cuasivariable y las meta-estrategias conceptuales.

En el contexto del cédlculo, el pensamiento cuantitativo flexible, en el sentido de Weaver
(1957), implica el uso de estrategias o patrones de pensamiento no convencionales.
Algunas de las estrategias propias del cdlculo mental o del calculo flexible son modos
de cdlculo que corresponden al uso de pensamiento relacional. Asi ocurre en aquellos
casos en los que el alumno no estd utilizando estrategias aprendidas como
procedimientos estdndares, sino que estd actuando de forma flexible, analizando la
expresion a calcular como una totalidad, apreciando su estructura concreta, y haciendo
uso de relaciones apreciadas para realizar el cdlculo o transformarlo en otro mas sencillo

de resolver.

En el trabajo con expresiones aritméticas y algebraicas, identificamos conexiones del
pensamiento relacional con el sentido estructural (Hoch, 2003; Hoch y Dreyfus, 2004;
Vega-Castro, Castro, y Molina, 2010), ya que este sentido incluye la capacidad de
considerar las expresiones aritméticas o algebraicas como entidades (totalidades); un
componente clave en la definicion del pensamiento relacional. Adicionalmente, al
examinarse dichas expresiones y apreciarse o establecerse relaciones, es necesario
identificar subestructuras dentro de la totalidad de la expresion (en especial cuando las
expresiones son complejas), compararlas entre si y apreciar conexiones entre ellas.

Todos éstos, componentes propios del sentido estructural.

En la aritmética, cuando se consideran sentencias numéricas que expresan relaciones
numéricas ciertas para cualesquiera nimeros, el uso de pensamiento relacional estad
relacionado con lo que Fujii y Stephens (2001) denominan pensamiento cuasivariable.
Estos autores utilizan el término “cuasivariables” para referir al uso de los nimeros en
sentencias numéricas que indican una relacion matematica la cual es cierta para todos
los nimeros (de un determinado conjunto numérico) que se consideren (ej., 23 +5 -5 =
23, 42 + 0 = 42). Este tipo de pensamiento es mds especifico que el pensamiento
relacional ya que es aplicable sélo en sentencias numéricas en las que los nimeros son
utilizados para expresar particularizaciones de propiedades matemdticas. Ademads, el
término pensamiento cuasivariable es mds restrictivo en el modo en que las relaciones

observadas han de estar siendo concebidas por el sujeto, al exigirse su apreciacién como
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casos particulares de propiedades; ha de percibirse lo general en el caso particular que

se observa.

En un contexto mds amplio Hejny, Jirotkova y Kratochvilova (2006) refieren a meta-
estrategias conceptuales, las cuales contraponen a las meta-estrategias procedimentales.
Estas ultimas se basan en la aplicacion de ciertos procedimientos estdndares aprendidos,
tras haber identificado el area a la que pertenece el problema. En cambio, el
pensamiento relacional y las meta-estrategias conceptuales hacen referencia a modos
flexibles de abordar una situacién matematica centrando la atencién en las relaciones y
elementos clave que la definen para construir la estrategia de resolucion. En ambos
casos el pensamiento del alumno se centra en la estructura de la situacion o problema

que se persigue abordar, siendo un aspecto destacado su consideracién como totalidad.

Diseiio y metodologia del estudio empirico

La investigacion que describimos a continuacién es un experimento de ensefianza
realizado con un grupo de estudiantes espaiioles de tercero de educacién primaria (curso
equivalente a tercero de la educacién bdsica), dirigido a estudiar su uso y desarrollo de

pensamiento relacional a lo largo de seis sesiones de trabajo en el aula.

La metodologia de los experimentos de ensefianza se enmarca dentro del paradigma de
la investigacién de disefio”. Este tipo de investigaciones destacan por su potencial para
desarrollar teorias sobre el proceso de ensefianza/aprendizaje, de contenidos especificos,
de una forma sensible a la complejidad y naturaleza sistémica de dicho proceso. Las

claves se encuentran en la conjugacion, de forma ciclica, de dos analisis:

a) el del proceso de aprendizaje y el de los elementos del disefio instruccional

que sustentan dicho aprendizaje;

b) la dialéctica que se establece entre la teoria y la préactica por medio de
procesos iterativos de interpretacion de datos empiricos y de elaboracion de
modelos tedricos explicativos del fenomeno de aprendizaje (Molina, Castro,

Molina y Castro, 2011).

* Ver Molina, Castro, Molina y Castro (2011) para una descripcién detallada de este paradigma
metodolégico.
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De forma general, un experimento de ensefianza consiste en una secuencia de episodios
de ensefianza en los que los participantes son normalmente un investigador-docente,
uno o mds alumnos y uno o mas investigadores-observadores (Steffe y Thompson,

2000).

Siguiendo la propuesta Early-Algebra, se eligio el contexto de las igualdades y
sentencias numéricas basadas en propiedades aritméticas por su potencial para
promover el uso de pensamiento relacional (Carpenter et al., 2003). La Tabla 1 muestra
las relaciones y propiedades numéricas, relativas a la estructura aditiva del conjunto de
los nimeros naturales”, que fueron consideradas en el diseno de las igualdades y

sentencias utilizadas.

Tabla 1. Relaciones numéricas consideradas en el disefio de las igualdades y sentencias

Propiedad/relacion aritmética

Ejemplo de sentencia considerada

Conmutatividad de la suma
No conmutatividad de la resta
Complementariedad de la suma vy la resta

Compensacién

10+4=4+10
15-6=6-15

100 + 94 — 94 =100
13+11=12+12 78-45=77-44

Cero como elemento neutro de la suma y de la resta por la

derecha

Elemento opuesto 100-100=1

Composicién/descomposicion 78-16=78-10—-06
7+7+9=14+9

Magnitud 37+22=300_ 72=56-14

Reflexividad de la igualdad 93=93 5+5=5+5

Atendiendo a los resultados de un estudio previo (Castro y Molina, 2007; Molina y
Ambrose, 2008) decidimos utilizar, con diferentes finalidades, igualdades abiertas y
sentencias verdaderas y falsas. Las igualdades abiertas fueron empleadas para evaluar la
comprension del signo igual de los alumnos asi como identificar las estrategias
empleadas y las dificultades manifestadas en la resolucion de las mismas. Las

sentencias verdaderas y falsas se utilizaron para favorecer y detectar el uso de

3 . . L .

Las sentencias que son verdaderas expresan una relacion matemdtica que es cierta para todos los
nimeros que se consideren. Por tanto los nimeros actian en ellas como “cuasivariables”, en términos de
Fujii y Stephens (2001).
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pensamiento relacional en la resolucién® de las sentencias, promover el desarrollo de la
comprension del signo igual e identificar las estrategias utilizadas por los alumnos.
Estas igualdades y sentencias fueron propuestas a los alumnos en el contexto de tareas
escritas individuales, discusiones en gran grupo y entrevistas individuales; promoviendo
la verbalizacion y discusion de las respuestas de los alumnos y el uso de multiplicidad
de estrategias, especialmente aquellas que hacen uso de relaciones y propiedades

aritméticas. Las igualdades concretas consideradas® se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Sentencias utilizadas en las sesiones 1, 2, 3,4y 6.

Sentencias de la  Sentencias de Sentencias de la Sesion 3 Sentencias de las
Sesion 1 la Sesion 2 Sesiones 4 v 6
8+4=0+5 12-4=13-0 72=56-14 7+7+9=14+9 18-7=7-18
O=25-12 9-4=0-3 78-16=78-10-6 10-7=10-4 75-14=340
14+0=13+4 0O-6=15-7 24-15=24-10-5 7+3=10+3 17-12=16-11
13-7=0-6 14-9=0-10 78-45=77-44 62-13+13=65 122+35-35=122
O+4=5+7 17-0=18-8 100+ 94-94=100 19-3=18-2 6+4 +18=10+18
12+7=7+0 27-14+14=26 13+11=12+12 75+23=23+75
231 +48=231+40+8 10+4=4+10 T+15=8 +15
13-5+5=13 0+325=326 53+41=54+40
51+51=50+52 37+22=300 16+ 14-14=36
15-6=6-15 125-0=125 257 -34=257-30-4
27-14+14=126 7=12
93=93 100-100=1
24-24=0

Trabajamos con un grupo de 26 alumnos de 8-9 afios, en un total de seis sesiones a lo
largo de un afo. Este grupo de estudiantes fue elegido por su disponibilidad para
participar en la investigacion. Previamente a la experimentacién no habian recibido
ensenanza especifica sobre el uso de pensamiento relacional ni sobre la resolucién de
sentencias o igualdades. Si habian trabajado en momentos puntuales algunas estrategias

de célculo flexible como “trucos” que facilitan el célculo.

La temporalizacion de las intervenciones en el aula fue intencionada, con la salvedad de

los periodos vacacionales, para: a) favorecer que nuestra intervencion en el aula tuviera

* Por resolucién de las sentencias nos referimos a juzgar si la sentencia dada era verdadera o falsa dando
una justificacién de dicho juicio.

> Esta tabla no incluye las sentencias de la sesiéon 5, en la cual realizamos entrevistas individuales
utilizando sentencias verdaderas y falsas similares a las de las sesiones 3,4 y 6.
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un efecto prolongado, b) disminuir la probabilidad de estar evaluando un aprendizaje
memoristico, y ¢) contar con tiempo suficiente para analizar los resultados de cada
intervencion y tomar decisiones respecto a la siguiente intervencién en el aula, como es
propio de la metodologia utilizada. En la Tabla 3 se muestra la distribucién por sesién
del tipo de tareas, asi como los métodos de recogida de datos empleados, el numero de

alumnos asistentes y la temporalidad y duracion de las sesiones.

Tabla 3. Caracteristicas generales de la experimentacion en el aula

Tipo de
Fecha _ . . . .
- NA  Actividades Igualdades/ Recogida de datos
(duracion) .
sentencias
Evaluacion escrita Grabacid d
. . rabacién en video
23 Nov Entrevistas a 4 Igualdades . -
o) £
(30 26 S hmnos Abiertas Hojas de trabajo de los alumnos
- 3:) . - Notas de la investigadora-docente
iscusion =
Evaluacion escrita Grabacion en video
24 Ene . Discusién Tgualdades o .
(1h) 21 Actividad escrita Abjertas Hojas de trabajo de los alumnos
b. > . Notas de la investigadora-docente
iscusion =
Grabacion en video
3 Feb

(1h) 22 Discusion Sentencias v/f  Hojas de trabajo de los alumnos
Notas de la investigadora-docente

16 Feb 5 . . . . Hojas de trabajo de los alumnos
25  Evaluacion escrita Sentencias v/f . .
(1h) Notas de la investigadora-docente

Grabaciones en audio
Sentencias v/f  Hojas de trabajo de los alumnos
Notas de la investigadora-docente

2 Mar (13) Entrevistas
(1h 50=13x8") individuales

16 Nov - . : . . Hojas de trabajo de los alumnos
25  Ewvaluacion eserita Sentencias v/ Y
(1h) Notas de la investigadora-docente

NA.: nimero de alumnos

A lo largo de estas seis sesiones nuestro primer objetivo fue analizar la comprension
inicial de los alumnos sobre las igualdades propuestas asi como detectar las estrategias
que empleaban para resolverlas. La primera intervencion fue también dirigida a que los
alumnos se acostumbraran a que la investigadora-docente reemplazara a su profesor
como docente y a la presencia de la videocdmara en la clase. Asi mismo, sirvi6 para que
la investigadora-docente se familiarizara con los alumnos. Las siguientes sesiones
estuvieron encaminadas a ayudar a los alumnos a desarrollar su comprension de las
igualdades y sentencias, superar las dificultades manifestadas, promover el uso de

estrategias variadas para resolver las sentencias, en especial aquellas que hicieran uso de
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pensamiento relacional, y analizar dichos procesos. En esta ponencia nos centramos en
los aspectos que refieren al uso y desarrollo de pensamiento relacional dejando a un

lado el andlisis relativo a la comprension del signo igual de los alumnos®.

Se recogié una extensa coleccion de datos sobre el pensamiento de los alumnos
mientras resolvian las sentencias numéricas propuestas. También recogimos datos del
pensamiento y de las decisiones tomadas por los investigadores participantes durante las
diferentes etapas del proceso de investigacion, especialmente en las reuniones
celebradas para discutir el disefio de cada intervencidn y el andlisis de los datos de las

sesiones previas.

Experimentacion en el aula

Durante las seis sesiones del experimento de ensefianza, los estudiantes participaron
activamente en las discusiones y actividades escritas desde el inicio. Sabian cémo
resolver las igualdades y sentencias abiertas realizando cdlculos y disfrutaban
participando en las discusiones para explicar como lo habian pensado. La investigadora-
docente les pregunt6 por formas diferentes en las que podian justificar sus respuestas y
ellos se esforzaron por dar explicaciones diferentes a las de sus compaferos. En algunos
casos cambiaron el orden en que realizaban las operaciones o buscaron formas
diferentes de realizar una misma operacién. Mostraron mas dificultades para expresar su
pensamiento, dando explicaciones menos precisas, cuando éste estaba basado en
relaciones. En dichos casos la investigadora-docente “tradujo” las explicaciones al resto
de estudiantes para facilitar la discusion de las mismas. Los estudiantes con menos
habilidades aritméticas participaron raramente en las discusiones, mostrando poca
confianza en su competencia matematica. En varias ocasiones solo expresaron su juicio
sobre la veracidad de la igualdad o sentencia pero no justificaron su respuesta. Las
actividades escritas y las entrevistas individuales, en las que se sentian menos
cohibidos, fueron buenas oportunidades para acceder el pensamiento de estos

estudiantes.

® Para mds informacién sobre el disefio de las sesiones y su justificacién ver Molina (2006). Para mds
informacién sobre la parte del estudio relativa a la comprensién del signo igual ver Molina (2006) o
Molina, Castro y Castro (2009).
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Uso de pensamiento relacional

Como era de esperar, a lo largo de las 6 sesiones al menos un 50% de las veces los
estudiantes realizaron el cdlculo del valor numérico de ambos miembros para concluir si
la sentencia era verdadera o falsa’. Entre un 5 y un 6 % de las veces comenzaron a
calcular, o incluso realizaron algiin célculo, pero algo de lo que dijeron o hicieron les
condujo a reconocer y utilizar una relacion que les permitia determinar la veracidad o
falsedad de la sentencia. Entre un 25 y un 30% de las veces los estudiantes hicieron un
uso explicito de pensamiento relacional sin realizar cdlculo alguno. A continuacién

detallamos y damos ejemplos de cada uno de estos modos de actuacion.

Las respuestas de los estudiantes muestran que al abordar una sentencia numérica, éstos
detectan al menos los ndmeros, el signo igual y algunas operaciones. En algunos casos
los estudiantes no mostraron reconocer ninguna relacion. Asi, por ejemplo, en la
igualdad 257-34=257-30—4 Clara utiliz6 el algoritmo estdndar de la suma para
realizar los célculos que aparecen en cada miembro (257—-30=227, 227-4=223y
257-34=223) y explic6 “verdadera porque 257-34 son 223 y 257 menos 30 menos 4
son 223”. Noelia procedi6é de forma similar en la sentencia 125—-125=13. Calcul¢ el
valor numérico del miembro izquierdo, utilizando el algoritmo estdndar para la resta, y
entonces concluyé que era falsa explicando que el resultado del célculo era cero y no

trece.

En otras ocasiones, en cambio, tras iniciar o realizar un célculo algunos estudiantes
mostraron cambiar la forma en que estaban atendiendo a la sentencia. Este es el caso por
ejemplo de Felipe que en su trabajo en la sentencia 514+51=50+452 afirmé que era
verdadera y explicd: “es que como cincuenta y uno mds cincuenta y uno son ciento dos,
pero cincuenta y uno si le quitas, cincuenta, le puedes sumar a cincuenta y uno, del otro,
uno mads, y te da cincuenta y dos”. El trabajo de Maite en la sentencia 75+23=23+75
también puso de manifiesto este cambio en la atencidn y actuacion de la estudiante. Esta
alumna escribié primero 75423 en formato vertical para sumarlo por columnas, pero
de pronto par6é y explicé: “verdadera porque es igual” no continuando con el cédlculo
iniciado. Otro ejemplo es el de Clara en la sentencia 7+7+9=14+9; ella justifico la

veracidad de la sentencia de dos formas diferentes. En primer lugar aludi6é a que las

"Los porcentajes que aqui se presentan no suman 100% porque algunas explicaciones de los alumnos no
permiten identificar si hicieron uso o no de pensamiento relacional.
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expresiones en ambos miembros tenian como resultado 23 (“Porque....porque nueve
mas siete son dieciséis, mas siete, veintitrés, y... catorce mds nueve dan veintitrés”).
Una segunda explicaciéon mostré uso de pensamiento relacional: “sumando siete mas
siete... sumando siete mds siete que dan catorce, lo mismo que ahi, nueve lo mismo
que ahi también”. Tras calcular o simplemente utilizar el hecho numérico 7+7 =14 que
le podia ser conocido, la presencia del 14 fue lo suficientemente fuerte como para llevar
Clara a dirigir su atencion hacia el lado derecho de la sentencia. De este modo detectd
dos expresiones idénticas 14+9 y 14+9, que pueden reconocerse como iguales sin

necesidad de realizar calculo alguno.

Entre el 25% y el 30% de las veces, los estudiantes procedieron directamente a usar
relaciones sin ningun intento manifiesto previo de realizar célculos. Este es, por
ejemplo, el caso de David en la sentencia 1224+35—-35=122. Este estudiante no realizé
ningun trabajo escrito sobre esta sentencia y explic: “verdadera porque es [como] si le
das el nimero y luego lo recuperas”. Otro ejemplo de este uso de pensamiento
relacional lo encontramos en la explicacion de Carmen en la sentencia 13+11=12+12:
“he pensado que a trece le puedo quitar una y te quedan doce, y ese uno se lo he puesto
al once y me sale doce mas doce igual a doce mas doce”. Para llevar a cabo estas
explicaciones, los estudiantes necesitaron considerar la sentencia como un todo,
discernir y atender a los nimeros y operaciones involucradas, y reconocer relaciones

entre ellos. Su atencion habria estado dominada por el reconocimiento de relaciones.

(Qué motivé que los alumnos actuaran de una u otra forma en una determinada
sentencia? Para dar respuesta a esta cuestion analizamos a continuacién los diferentes
modos de actuaciéon de cada estudiante en un grupo de sentencias trabajadas en una
misma sesion y la evolucion del uso de pensamiento relacional que se detecta a lo largo

de las seis sesiones.

Cambios de actuacion en una misma sesion

En una misma sesién de trabajo en el aula los estudiantes mostraron diferentes modos
de actuacion segun la sentencia con la que estuvieran trabajando. Para dar muestra de
ello comparamos la resolucion de varios estudiantes a la evaluacion escrita propuesta en

la sesion 4. En primer lugar consideramos el trabajo de José en dicha tarea (ver tabla 4).
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Aunque su pensamiento no es claro en algunos casos, debido a la falta de detalle de sus
explicaciones, algunas de sus respuestas sugieren diferencias en la forma que aborda
diferentes sentencias. José procedié de forma relacional en las sentencias 75—14 =340
y 6+4+18=10+18. En la primera de ellas compara el tamafio relativo de los nimeros
en ambos miembros y concluye que la igualdad es imposible, es decir, es falsa. En la
otra sentencia reconoce la equivalencia de ambos miembros realizando el célculo
6+4=10 vy reconociendo mismidad® entre ambos miembros, la cudl expreso
escribiendo 10+18=10+18. Sin embargo, en las sentencias 122+35-35=122 y
164+14—14=36 opera las expresiones del miembro izquierdo, procediendo de izquierda
a derecha, y compara los valores numéricos obtenidos con el nimero que aparece en el
miembro derecho de la sentencia. La atencién de José pudo haber estado influenciada
por el tipo de sentencia: con operaciones en ambos lados del signo igual o sélo en uno
de ellos. Su enfoque tendi6 a ser computacional a la hora de abordar el segundo tipo de

sentencias y relacional en el primer tipo, con algunas excepciones.

En las respuestas de otros estudiantes a la misma tarea observamos diferentes patrones
en los cambios manifestados en su manera de abordar unas sentencias y otras. David
calcula el valor numérico de ambos miembros en todas la sentencias salvo en
18=7=7-18 y 122435-35=122. El pensamiento de David es principalmente
computacional pero en la sentencia 1224+35-35=122, sin hacer ningin célculo
explico: “verdadera porque es [como] si le das el numero y luego lo recuperas”. En este
caso conjeturamos que los nimeros mds grandes pudieron inducirlo a atender a
relaciones entre los términos que no reconocié después en la sentencia 16+14—14=36
donde su pensamiento pudo ser més concreto y computacional debido a su familiaridad
con estos numeros mdas pequefios. Aunque para algunos estudiantes los numeros
grandes son obsticulos, pueden favorecer que la atencion sea dirigida a la estructura de
las sentencias movidos por la motivaciéon de evitar cdlculos engorrosos. Zazkis (2001)
utiliza esta idea como una herramienta pedagdgica para ayudar a los estudiantes a ver el
general en lo particular y centrarse en apreciar la estructura, razonar en base a ella y
expresarla. En términos de Fujii y Stephens (2001), los ntimeros grandes tienden a ser

considerados mas facilmente como cuasivariables.

¥ Utilizamos el término mismidad, en vez de igualdad, para referir a la relacién de igualdad/equivalencia
matematica, reservando el término igualdad para la representacion de dicha relacion, es decir, para referir
a expresiones aritméticas o algebraicas que contienen el signo igual y expresan una relacion verdadera.
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Tabla 4. Respuestas de José a la evaluacion escrita de la sesion 4

Sentencia Explicacion
18—7=7-18 Verdadera porque 18 — 7 es =7 — 18 es lo mismo
75— 14 =340 Falsa porque 75—14 no puede dar 340
17-12=16-11 Verdadera porque 17 — 12 es=que 16 — 11

122 +35-35=122 Falsa porque 122 + 35 =175 175 — 35 = 140 por eso no da 122
(calcula mediante el algoritmo de la resta 175 — 35= 140)

6+4 +18=10+18 Verdadera porque 6 + 4 =10 + 18 = 10 + 18 es lo mismo en las
dos cuentas

75+23=23+75 Verdadera porque 75 + 23 es lo mismo que 23 + 75
7+15=8+15 Falsa porque 7+ 15 son 22 y 8 + 15 son 23
53+41=54+40 Verdadera porque 53 + 41 son 91 y 54 + 40 son 94
16 +14-14=36 Falsa porque 16 + 14 son 30 — 14 son 20

257—-34=257-30-4 Verdadera porque 257 —34 son 223 y 257 — 30 — 4 son 223

En el caso de Elena se detecta un comportamiento diferente al poner de manifiesto
pensamiento relacional cuando trabaja en la mayoria de las sentencias de dicha
evaluacion. Calcul6 los valores numéricos de ambos miembros para resolver la
sentencia 17—12=16—11 pero después de hacer lo mismo en la sentencia
534+41=54+40 explico: "verdadera porque el 1 del 54 se lo ponemos al 40, te da lo
mismo”. En la sentencia 74+15=8+15 también hizo el cdlculo antes de expresar que no
podia ser verdadera debido a una diferencia de magnitud entre las expresiones a ambos
lados del signo igual. Elena prest6 atencion a las relaciones posteriormente a realizar el
calculo. En su caso, el tamafio de los nimeros no parecié influir su enfoque pero si las
relaciones involucradas en el diseno de las sentencias, siendo la relacion de

compensacion la que le resulté més dificil de reconocer.

En la misma tarea, Maite mostré utilizar pensamiento relacional en las siguientes
sentencias que incluyen operaciones y términos iguales en ambos lados:
75+23=23+75, 7T+15=8+15y 18—7=7-18. En el resto de las sentencias calculd y
comparo el valor numérico de ambos miembros pero en estas tres sentencias, tras iniciar
el cdlculo o la escritura de los numeros en vertical para operar por columnas, reconocid
mismidad o “casi mismidad” entre las expresiones a ambos lados del signo igual y
utilizé esta relacién para concluir su respuesta (ver tabla 5). Con su comportamiento

Maite muestra una tendencia a calcular como primera reaccion al abordar la resolucién
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de una sentencia, pero muestra que en algunas de las sentencias su atencion no estaba
completamente tomada por los célculos, lo que le permite reconocer algunas relaciones
basicas entre las expresiones en ambos miembros. La principal diferencia entre la
actuacion de Maite y de Elena en la evaluacion escrita de la sesién 4, fue las relaciones
que utilizaron para argumentar sus respuestas en los casos en que hicieron uso de
pensamiento relacional. Mientras que Elena expreso relaciones relativas a diferencias de
magnitud entre términos, a la compensacion de ciertas modificaciones en los términos
que dan igual resultado, entre otras, las relaciones expresadas por Maite fueron
unicamente de mismidad o no mismidad de términos, lo que la condujo a realizar una

afirmacion incorrecta en la sentencia 18—7=7—18 (ver Tabla 5).

Tabla 5. Respuestas de Maite a la evaluacion escrita de la sesién 4 en las que muestra uso de
pensamiento relacional

Sentencia Explicacion

18—-7=7-18 Verdadera porque los dos son iguales (calcula mediante el algoritmo de
laresta 18— 7 =01)

75+23=23+75  Verdadera porque es igual (comienza a escribir verticalmente 75 + 23)

7+15=8+15 Falsa porque es casi igual pero no es igual (calcula mediante el
algoritmo de la suma 15 + 7 =22

Estos ejemplos ilustran un cambio detectable en el modo de resolver y atender a las
sentencias cuando los estudiantes trabajaron individualmente en un grupo de sentencias.

Estos cambios parecen deberse a una variedad de influencias:

a) la presencia de operaciones en ambos lados del signo igual en vez de en uno
solo (es decir, la estructura de la sentencia),

b) la magnitud de los nimeros involucrados,

¢) la mayor o menor tendencia computacional del estudiante,

d) la carga cognitiva de la tarea para el estudiante, lo que condiciona la atencion
libre del mismo para percibir relaciones, y

e) el tipo de relacion que podia detectarse en la sentencia para juzgar su

veracidad.

En relacion a este dltimo factor se observé que algunas relaciones (ej., mismidad)
fueron mds facilmente reconocidas por los estudiantes que otras (ej., compensacion).

Incluso aquellos estudiantes que eran mds tendentes al cdlculo tendian a no operar en las
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sentencias que inclufan relaciones relativas al cero (a+0=a;a—0=a; a—a=0). Las
sentencias que involucran la propiedad conmutativa también promovieron mds
frecuentemente el uso de pensamiento relacional. En la sesiéon 3, ninguno de los
estudiantes que participaron en la discusion sobre la sentencia 10+4 =4+10 realizaron
célculos. En las sesiones 4 y 6, s6lo 5 y 8 estudiantes, respectivamente, resolvieron la
sentencia 75+23=23+75 mediante el cdlculo del valor numérico de ambos miembros.
En las sentencias basadas en la relacion de composicion/descomposicion, asi como
sobre la relacién complementaria de la suma y la resta, la mitad de los estudiantes
precedieron computacionalmente y la otra mitad relacionalmente. En ese ultimo caso se
detect6 un mayor uso de métodos computacionales cuando intervenian nimeros
pequeios. En las sentencias basadas en la relacion denominada magnitud (ver tabla 1),
durante la discusion de la sesion 3 los estudiantes mostraron el uso de ambos tipos de
métodos, pero el enfoque computacional se hizo mds frecuente en las sesiones 4 y 6.
Esta tendencia se aprecia especialmente en las sentencias que incluian operaciones s6lo
en uno de los miembros. Conjeturamos que esto puede ser resultado del hecho de que
estas sentencias no incluirdn nimeros iguales en ambos miembros, mientras que las
otras si lo hacian. Las sentencias basadas en la relacion de compensacion fueron las que
menos frecuentemente se abordaron utilizando pensamiento relacional, en especial las

que involucraban restas.

Desarrollo de pensamiento relacional a lo largo de las sesiones

En un principio, en las sesiones 1 y 2, el cdlculo y comparaciéon de los valores
numéricos de cada miembro de la sentencia fue la estrategia mds comun. Cuando se le
pregunté por formas diferentes de resolver una misma sentencia, los estudiantes
tendieron a proponer un orden diferente en el que realizar los calculos. So6lo tres
estudiantes de manera espontdnea mostraron uso de pensamiento relacional,
concretamente en las sentencias 12+7=7+0,9-4=0-3, 12—-4=13-0 y
15-15=0-0. Sin embargo, a partir de la sesién 3, cuando comenzd a promoverse
explicitamente el uso de pensamiento relacional pidiéndoles a los estudiantes que
intentaran resolver las sentencias sin realizar los célculos, mds estudiantes y mads

frecuentemente reconocieron relaciones que utilizaron para resolver las sentencias. En
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total 14 de 18, 19 de 24, 11 de 13 y 17 de 24 estudiantes, respectivamente, pusieron de

manifiesto uso de pensamiento relacional en las ultimas cuatro sesiones (ver Tabla 6).

Tabla 6. Evidencias de pensamiento relacional por sesion

Evidencian pensamiento relacional

Sesién  Asisten Participan Minimo Maximo
1 26 26 1 1
2 21 21 2 3
3 22 18 12 14
1 25 24 17 19
5 13 13 10 11
6 24 24 13 17

Todos salvo dos o tres estudiantes resolvieron las sentencias por lo menos una vez
utilizando pensamiento relacional en vez del cdlculo y la comparacion de los valores
numéricos de ambos miembros. Curiosamente, tres estudiantes dieron evidencia de
pensamiento relacional s6lo durante la entrevista. Por ejemplo Roberto lo utilizé al
ofrecer las siguientes explicaciones en las sentencias 13+5=5+13 y 26-8=100:
“[verdadera] porque es lo mismo, s6lo que del revés” y “falsa... porque si fuese... es
veintiséis menos ocho y es igual a cien y entonces como es menos, es quitar, y tiene que
ser hasta cien. Porque el cien es mayor que...que ese, que la resta esa”. Este estudiante
no dio muestras de pensamiento relacional en las sesiones previas, pero tampoco mostrd
ninguna dificultad especial en las tareas propuestas. En las entrevistas de la sesion 5
cinco de los trece entrevistados mostraron un uso mdas frecuente de pensamiento
relacional que en sesiones anteriores. Por ejemplo, David habia mostrado sélo un uso
aislado de pensamiento relacional en una sesion previa (en la sentencia
122+35-35=122), pero en la entrevista utiliz6 pensamiento relacional en todas las
sentencias que se le presentaron: 13+5=5+13, 26-8=100, 8+6=4+4+6,
11-6=10-5, 11+7=10+8, 19-13=9-3.

A partir de estos resultados conjeturamos que el pensamiento relacional puede no
hacerse evidente a menos que los estudiantes estdn inmersos en una cultura que

explicitamente valore el reconocimiento de relaciones y la percepcion de propiedades de
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las cuales son casos particulares. No es que los estudiantes no puedan o no piensen en

relaciones, sino mds bien depende de lo que es promovido en las aulas.

Discusion y conclusiones

Los resultados del experimento de ensefianza presentados evidencian parte del potencial
del cambio curricular que propone el Early-Algebra, asi como un modo factible de
ponerlo en prictica, en un contexto muy concreto, utilizdndose el pensamiento
relacional como un constructo clave en la operativizacion de esta propuesta. Permite,
ademads, mostrar la capacidad de alumnos de 8-9 afios para trabajar en aritmética de un

modo algebraico.

En dicho contexto de aula, se ha mostrado que desde el primer momento en que el uso
de pensamiento relacional fue promovido en el aula, éste fue puesto de manifiesto. Este
hecho evidencia que es un tipo de pensamiento que los alumnos desarrollan a partir de
su aprendizaje y experiencia aritmética, pese a que no sea directamente promovido en la
enseianza. El uso de pensamiento relacional presenta una importante componente
individual, manifestindose como un tipo de pensamiento que los alumnos no
desarrollan o manifiestan de forma semejante como resultado de la ensefianza aritmética
recibida. Algunos alumnos muestran no prestar atencion a las relaciones entre los
elementos de la sentencia o a las caracteristicas particulares de ésta, evidenciando cierta
rigidez al abordar la resolucién de las sentencias considerando las expresiones que
componen ambos miembros como cadenas de operaciones a realizar. Son variables
tanto la frecuencia de uso del pensamiento relacional como los factores que lo
condicionan. Al listado de factores ya mencionados, afiadimos dos mds generales: el
conocimiento aritmético previo de los estudiantes y la cultura del aula. El primero de
ellos determina, por ejemplo, el modo en que los estudiantes conciben los nimeros, los
hechos numéricos que conocen y el conocimiento ya sea implicito o explicito de las
propiedades aritméticas. Respecto a la cultura del aula, los resultados apoyan la
argumentacioén de Arcavi (2006) sobre la influencia de ésta en lo que se aprende y lo
que se desarrolla y en romper la rutina automdtica, en este caso, la rutina

computacional.
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Conclusiones Generales

Recientes publicaciones en la linea de la propuesta Early-Algebra evidencian un
acuerdo cada vez mds general en la comunidad investigadora internacional en que el
algebra tiene un lugar en el curriculo de la educacién bésica; acuerdo que ya se estd
viendo reflejado en las propuestas curriculares de algunos paises. A partir de
experiencias locales focalizadas en aspectos diversos del pensamiento algebraico, se ha
puesto de manifiesto la potencialidad de la algebrizacion del curriculo para enriquecer la
enseflanza tradicional de las matematicas, en todos los niveles educativos, facilitando el
desarrollo de un aprendizaje mas profundo e integrado de la aritmética y el algebra, asi
como la viabilidad de esta propuesta desde los primeros niveles de la educacion basica.
Estas investigaciones dan muestra de tareas que pueden integrarse en la actividad
matemadtica de la educacion bésica para promover el uso y desarrollo de pensamiento
algebrai009 y describen su puesta en prictica en contextos concretos. Llegados a este
punto, se hace necesario dirigir la atencién a la aplicacion de esta propuesta a mayor
escala para que los cambios curriculares que ya se estdn produciendo tengan el deseado
impacto en la prictica escolar. Asi mismo, interesa profundizar en la influencia de este
cambio curricular en la ensenanza de las matemaéticas, y particularmente del dlgebra, en
los niveles educativos superiores y en la integracion de esta propuesta en los planes de
formacion de docentes de educacion bdsica. En esta linea, trabajos como la tesis
doctoral de Pimentel (2010) en el que analiza el desarrollo de conocimiento matemético
y didéctico, relacionado con el pensamiento algebraico, de varios profesores en el marco
de un Programa de Formacion Continua en Matematicas para Profesores de 1° Ciclo de
la Ensefanza Bésica, implantado a nivel nacional en Portugal en 2005, son un primer

avance.
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