ASPECTOS SOCIOEPISTEMOLOGICOS DE LA RELACION f — f' EN UN CONTEXTO
PERIODICO

A. Alejandra Ordéfiez y Gabriela Buendia

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE CHIAPAS

anlejandra@hotmail.com, buendiag@hotmail.com

Resumen. En esta investigaciéon, se aborda la problemdtica en el que la relacion entre una
funcién y sus derivadas se presenta tan poco significativa en el marco de las funciones
periddicas. Con base en la socioepistemologia, nuestro objetivo de investigacién es indagar cémo
puede resignificarse la relacién f - f ', desde una perspectiva de las prdcticas sociales, en un
escenario periddico al transitar entre los contextos analitico, grdfico y fisico. Para lograr dicho
objetivo de investigacion hemos estudiado situaciones en contextos como la ingenieria, la
quimica, la biologia o en el quehacer de un matemdtico donde se involucran los usos de la
funcion y sus derivadas sucesivas en escenarios periodicos. Encontramos que a partir de ciertas
prdcticas intencionales, como graficar, modelar, predecir o formalizar, los comportamientos
periodicos en las variaciones de las funciones adquieren significado en el quehacer cientifico no

exclusivo de la matemadtica.
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Introduccidn

Numerosas investigaciones realizadas en el marco de la matematica educativa denuncian la
ausencia de marcos de referencia en la matematica escolar que ayuden a darle significado
ademas de aquéllos marcos que toman aspectos analiticos asociados tradicionalmente al
conocimiento matematico (Buendia, 2004a; Campos, 2003). Particularmente en estudios
sobre la derivada y su primitiva se ha mostrado que la relacion f - f' es poco significativa y
se ha encontrado en las construcciones de los estudiantes ciertos argumentos que el

estudiante toma por teoremas. En apariencia son verdaderos pero se encuentran ciertas
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falacias en ellos y no pueden ser demostrados por los mismos estudiantes. A estos teoremas
se les ha llamado teoremas factuales en particular creemos que la relacién f - f ' esta
fundamentada en muchos de estos teoremas. Por ejemplo, Gonzalez (1999) en su
investigacion desarrolla una secuencia con profesores (de los niveles secundaria, medio
superior y superior) inscritos en el programa de especialidad y maestria en didactica de las
matematicas de la Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo y en la puesta en escena de
su secuencia encuentra que es comun suponer que si f'(a) > 0 entonces también se cumple
f"(a) > 0. En el mismo sentido, hemos preguntado a profesores de nivel medio superior y
superior acerca de la veracidad o falsedad de la siguiente doble implicacidn fes periddica <
f es periddica. Una respuesta muy comun ha sido “Si, porque si tomamos f (x) = senx la

cumple. Ese es al menos mi conocimiento sobre ello”.

Gonzalez (1999) sefiala que el concepto de derivada se construye sélo si transita entre las
variaciones sucesivas, no Unicamente la primera derivada como pendiente ni tampoco
como velocidad o como razén de cambio, sino en direccién de variaciones y lo que
caracteriza tales variaciones, es decir cuando se puede establecer un uso simultaneo entre
la funcion y sus derivadas. La problematica de establecer un tratamiento articulado entre la
funcion y sus derivadas parece extenderse hacia lo periodico, debido a que la investigacion
en Socioepistemologia ha aportado evidencia acerca de que el aspecto periodico de las
funciones incluye también aspectos culturales, historicos e institucionales que tienen que
ver con la periodicidad (Buendia, 2004). Sin embargo en el discurso matematico escolar, la
nocion de periodicidad es presentada como una propiedad que califica a una funcién y no a
un comportamiento. Tal vez por ello, el referente obligado para hablar de lo periédico sean
las funciones trigonométricas mas simples y, en consecuencia, la implicacién mencionada (f
es periddica < f es periddica) se trivializa al considerar inicamente estas funciones. Asi, la
propiedad periddica pareciera ser algo heredable de la funciéon hacia su derivada y

viceversa.

Otro ejemplo de la problematica, periodicidad en la relacién f - f', lo podemos ver en la

siguiente ilustracion.
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Puedo identificar una p tal

que la funcién sea igual y,

por lo tanto, ambas son

periodicas

A un estudiante de maestria en Matematica Educativa de la Universidad Auténoma de
Chiapas, se le dio la grafica de las funciones f (x) = senxy f(x) = x + senx y se le pidi6 verificar
sobre ellas la propiedad periédica dada por f (x) = f (x + p). El concluy6 en ambos casos que
las funciones eran periédicas ya que pudo identificar una p tal que la funcién fuera igual.
Posteriormente, se le pidi6 obtener la grafica de la funcién derivada y nuevamente, analizar
el cumplimiento o no de la propiedad periédica. En ambos casos, con criterios graficos,
hallé la grafica de la derivada, encontré p y concluy6 que ambas eran periédicas. Pareciera
ser que al referirse al comportamiento periédico de una funcién con esta caracteristica
(repeticion uniforme en el dominio, patrén de crecimiento en el eje y), en realidad se esta
calificando la periodicidad de la derivada: el patrén de crecimiento en el eje y se anula al

derivar.

En esta investigacion abordamos el aspecto periddico en la relaciéon de una funcién y sus
derivadas proponiendo que la imagen de un conocimiento matematico puro y limpio se deja
de lado, para dar espacio a un conocimiento no lineal en el que las argumentaciones y
herramientas lo reconstruyan continuamente (Cordero, 2003). Asi el objetivo de
investigacion consiste en dar cuenta que una epistemologia de practicas y no de objetos es
la que nos favorecera para estudiar desde una perspectiva de las practicas sociales, cémo
puede resignificarse la relaciéon f - f ' en un escenario periddico al transitar entre los

contextos analitico, grafico y fisico. Con lo anterior proponemos nuestra hipdtesis de
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investigacion acerca de que la relacion f - f ' en un escenario periddico puede resignificarse

en el ejercicio de practicas sociales como la prediccidn, la graficacidn, y la formalizacidn.

Metodologia

Para presentar evidencia de la hipdtesis de esta investigacién presentamos una serie de
distintas situaciones que den cuenta del uso de lo periédico en la relacién funcién-derivadas
donde se identifica argumentos basados en procedimientos y herramientas que llevan a

crear usos significativos de lo perioédico en esta relacidn,

La presentacion que se harda de las situaciones sera mediante un concentrado de
informaciéon a manera de tabla caracterizada por tres aspectos, ;quién?, ;qué hace? Y

evidencia:

¢ ;Quién?. Determina a la persona que realiza determina actividad en la cual esta haciendo
uso de la relacion f - f ' en determinado contexto. Y si es el caso el nombre de la fuente

donde se extrajo la informacion.

¢ ;Qué hace?. Se describe la tarea para analizar los significados y procedimientos del uso de

la relacién funcién-derivadas.

e Evidencia. Se muestra el extracto de la tarea alusiva del uso de la derivada, para

evidenciar la forma en que se da tal uso.

Después ubicaremos la situacién en su contexto sociocultural y discutiremos como se da el
uso de la funcion y sus derivadas vistas como variaciones en fendémenos de cambio y no
fundamentado en el concepto de limite, ademas de analizar qué herramientas se ponen en
juego alrededor de dicha relaciéon en diferentes escenarios que tengan que ver con

situaciones periodicas.




Resultados

A continuacién abordaremos las situaciones mencionadas siguiendo los aspectos indicados

en el apartado anterior.
Situacién 1
,Quién? . Qué hace? Evidencia

En un “determinado”momento, un sistema
se halla en un estado concreto y en un

Jules Henri Poincaré Trabaja en poner de manifiesto la | momento posterior vuelve, d? nuevo, al
existencia de soluciones mismo estado. Todas las posiciones y

(1854 — 1912) periodicas para las ecuaciones velocidades son las mismas después que
diferenciales antes. Asi, debe repetirse, una y otra vez,

el movimiento que le ha conducido desde
un estado de nuevo a si mismo: el
movimiento es periodico.

Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), fue un prestigioso matematico, cientifico teérico y
filésofo de la ciencia. En 1889, y como parte de los festejos conmemorativos por su
sexagésimo cumpleafios, el rey de Suecia Oscar 11 instituyé una competencia matematica
cuyo objetivo era determinar la estabilidad del Sistema Solar, como una variacién del
problema de los tres cuerpos. El problema de los tres cuerpos consiste en determinar en
cualquier instante, las posiciones y velocidades de tres cuerpos, de cualquier masa,
sometidos a su atraccién mutua y partiendo de unas posiciones y velocidades dadas. Este no
surge como un problema tedrico, pues el sistema Tierra-Luna-Sol es un caso muy préximo
del problema. Con este problema Poincaré trabaja en encontrar soluciones periddicas para
las ecuaciones diferenciales que describen el problema. Poicaré (citado en Aluja, 2005)
describe un movimiento por sus caracteristicas y por ello creemos que da importancia a la
posicion y su variacion para decidir cuando un movimiento es periddico ya que importa
saber por donde pasa y como pasa. Es decir, la periodicidad del movimiento para él queda
determinada si pasa por el mismo punto, a la misma velocidad y en la misma direccién en

un determinado tiempo. Con ello pone énfasis en “el donde pasa, y el como pasa”. Los fisicos
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usan esta idea en un marco predictivo para saber si un satélite artificial posee una érbita
periddica, y asi en lugar de observar todos los estados, basta con mirar unos pocos y saber
que es lo que sucede con el satélite. Lo periédico y sus variaciones son pues una

herramienta de prediccion.

Situacion 2
.Quién? .Qué hace? Evidencia

Un movimiento se dice periédico cuando
a intervalos iguales de tiempo, todas las

Pedro Fernandez Cortés Analiza que el movimiento de un Variablc; del movimiento (vcllocidad,
péndulo corresponde a un aceleracion, etc.), toman el mismo valor.
PENDULO Y M. A. S. movimiento vibratorio armoénico
simple El movimiento de un péndulo es

periodico, pues sus variables se repiten de
forma constante tras un cierto tiempo. A
este tiempo, le llamamos PERIODO del
péndulo

Pedro Fernandez Cortés (s.f.), autor de diversas paginas de Internet enfocadas a la ciencia,
en su articulo péndulo y M.A.S. (Movimiento Armoénico Simple) se enfoca en estudiar el
movimiento de un péndulo para concluir que pertenece a un movimiento vibratorio
armonico simple. Comienza viendo algunos conceptos elementales en donde define un
movimiento periddico como aquél que a intervalos iguales de tiempo, las variables del
movimiento como la velocidad, aceleracién, etc. toma el mismo valor. Observamos que para
definir un movimiento periédico no basta con que el desplazamiento se repita a intervalos
iguales; sino también se debe considerar como se comporta la velocidad, aceleracion y
demas variaciones; es decir que las variaciones del desplazamiento también deben ser
periddicas respecto al tiempo. Con ello creemos que para el autor la periodicidad de las
variaciones son las que determinan la periodicidad del movimiento. Por otra parte, cuando
él afirma que el movimiento de un péndulo es periddico, debido a que sus variables se

repiten de forma constante, se refiere no a que permanezca constantes en el tiempo, si no
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que va tomando los mismos valores después de un intervalo de tiempo, y es la magnitud del

intervalo la que pertenece constante.

Situacion 3

,Quién? . Qué hace? Evidencia
Néstor V. Torres Desarrolla una serie de ejemplos En extractos libres de células la ruta
en los que sistemas biologicos de glicolitica de levaduras mostraba
Caos en sistemas distinta naturaleza presentan dinamica cadtica cuando eran expuestos a
biologicos II. dinamica caotica. un suministro periodico de glucosa.

Néstor V. Torres Darias, profesor Titular de Bioquimica y Biologia Molecular de la
Universidad de La Laguna, (2005) especialista en modelizacion matematica y optimizacién
de procesos metabodlicos (campo de la ingenieria metabdlica). En su articulo Caos en
sistemas bioldgicos Il desarrolla ejemplos en sistemas biolégicos que presentan dinamica
caotica y hace ver la importancia que tienen los comportamientos periddicos. Entre los
ejemplos que analiza, menciona que la glicdlisis!3 presenta en determinadas condiciones un
comportamiento oscilatorio. Y en extractos libres de células la ruta glicolitica de levaduras
muestra dindmica cadtica cuando son expuestos a un suministro periddico de glucosa. Para
explicar el fenémeno hace uso de las graficas y el modelo matematico que describe la

cinética del proceso.

13 La glucolisis o glicolisis es la secuencia de reacciones que convierte la glucosa en piruvato con la producciéon
concomitante de ATP (trifosfato de adenosina)
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Registro experimental de dinamica cadtica en Modelo matematico que describe la cinética de este

glicolisis proceso
Perlodic s d[F}:PI = VyrA sem(w ) -V,
I [/
A .
| hm I || 2 v oo v,,
| i \ dlADP] v
= ,. —ar - PEKET Y PR
e WA AAAMAAAMAWVWAYARNAY d[ATP]
= p—zemn —ar Viex=Veex

se muestra la oscilacién aperiédica obtenida en el registro por fluorescencia de los
niveles de NADH (dinucleétido de c y adenina) en el medio de reaccién (curva superior),
al variar sinusoidalmente la velocidad de entrada de sustrato (curva inferior). Segin sea
la frecuencia de la funcién sinusoidal de entrada de glucosa, el flujo a través de la ruta

puede pasar de periddico a caético.

En estas ecuaciones, las reacciones cinéticas se expresan en términos de las velocidades de
reaccion de las dos enzimas (la fosfofructokinasa (PFK) y la piruvato kinasa (PK)) La
perturbacidén periddica introducida tiene forma sinusoidal (velocidades de inyeccién de F6P
fructuosa-6-fosfato y PEP fosfoenolpiruvato). En esta parte el autor hace ver la importancia
que tienen los comportamientos periddicos en el suministro de glucosa asi como también la
variacién de la velocidad de sustrato debido a que al cambiar la frecuencia de la funcién
sinusoidal de entrada de glucosa el flujo a través de la ruta puede pasar de periddico a
cadtico, esto es por que la frecuencia es quien determina los cambios en la velocidad. Con
ello vemos que es el uso de las variaciones de la funcién de entrada de glucosa las que
ayudan a describir el fendmeno de la glicélisis y con ello observamos cdmo a partir de
ciertas practicas intencionales los comportamientos periédicos en las variaciones de las

funciones adquieren significacion en el quehacer cientifico no exclusivo de la matematica.




Situacion 4

o Quién? .Qué hace? Evidencia

Guillermo Mosqueira P. S. Proponen un experimento Una reaccion oscilante se caracteriza
Adrian Fuentes V. para visualizar una reaccién por presentar oscilaciones en
Claudia Martinez P oscilante. concentracion de alguna de las

sustancias quimicas que participan en
ella, es decir, la concentracion
aumenta y disminuye de manera
ritmica.

Mosqueira, et. al (2004) proponen un experimento para visualizar una reaccién oscilante
(La reaccion de Belousov-Zhabotinsky (BZ) e indicadores redox) dirigida a estudiantes
de secundaria. Para describir este tipo de reaccién quimica se apoyan en conceptos que se
imparten en sus cursos de quimica, tales como: oxidacion, reduccioén, acidez e indicadores.
Definen una reaccién quimica oscilante de la siguiente manera: Una reaccién oscilante se
caracteriza por presentar oscilaciones en concentracién de alguna de las sustancias
quimicas que participan en ella, es decir, la concentracién aumenta y disminuye de manera
ritmica. Los periodos de sus oscilaciones se mantienen constantes mientras las condiciones
externas asi se mantengan, por lo que pueden funcionar como verdaderos relojes quimicos.
Aqui presentan una reaccion oscilante, describiendo que “la concentracién aumenta y
disminuye de manera ritmica”. Hace notar que en esta manera “ritmica” no sé6lo el cambio
de concentracion es periodico sino también la variaciéon de ésta, considerada de manera

implicita.




Situacién 5
oQuién? ,Qué hace? Evidencia

Es un cuerpo que se encuentra en

Rebeca Resuelve la situacion de: un punto A, de aqui recorre una

) ’ PERIODICIDAD Y . distancia pasando por B hasta

Estudlante’d'e Maestria ;&EDICCION (Buendia llegar a un punto C, regresa al

en Matematica ) punto B, desde B se dirige pasando
Educativa

por C hasta llegar a un punto D,

regresa al punto C, ....etc. esto con

una velocidad casi constante.

Rebeca, estudiante de Maestria resuelve la situacion de PERIODICIDAD Y PREDICCION
presentada en Buendia (2004). En la secuencia de describir el movimiento que representan

ciertas graficas, respecto a la grafica b que corresponde a

distancia Ella dice:
6
4 Acerca de la grafica b, es un cuerpo que se
2 encuentra en un punto A, de aqui recorre una
distancia pasando por B hasta llegar a un punto C,
utiemP':' regresa al punto B, desde B se dirige pasando por

C hasta llegar a un punto D, regresa al punto C,

....etc. esto con una velocidad casi constante.

Sensor »




En la descripcion del desplazamiento hace uso no sélo del desplazamiento del movimiento
sino también de la velocidad; asi vemos la necesidad del uso de la relacién funciéon derivada
para caracterizar el movimiento. Creemos que el caracterizar una velocidad “casi constante”
es provocada por el comportamiento de los intervalos de tiempo entre dos puntos del
regreso del cuerpo, debido a que estos permanecen constantes y hacen que la velocidad del

movimiento sea periddica.

Discusion

Hemos estudiado situaciones en donde encontramos aspectos socioepistemolégicos que
resignifican el conocimiento matematico referente a la relacion funcion-derivadas en
escenarios periodicos fortaleciendo de esta manera la socioepistemologia de lo periddico.
En ellas lo periddico aparece como una propiedad que califica a un comportamiento y no a
una funcidén; por ejemplo en la situacion 1, lo periddico califica al comportamiento de un
movimiento de manera global, es decir, al comportamiento de todas sus variables
(velocidad, aceleracion, etc.) Al igual que con Poicaré, un movimiento es periddico si todas
las posiciones y velocidades son las mismas después que antes, y en la situacion
relacionadas con la situacion de PERIODICIDAD Y PREDICCION la participante usa el
comportamiento de la velocidad (primera variacién) del objeto para calificar el
comportamiento del movimiento. Con ello la distincién de las variaciones del movimiento
son elementales para calificarlo periédico, por lo tanto ya no es suficiente ver “lo qué varia”,
si no que es necesario ver “cémo varia”. También la distinciéon de “lo qué varia” y “como
varia” se aprecia en la forma de describir el fendmeno de una reaccién oscilante (la
concentracion aumenta y disminuye de manera ritmica), debido a que hace notar no sélo el
cambio de concentracion, sino cdmo se da tal cambio, llegando de nuevo a que lo periédico

estd calificando a un comportamiento; en este caso al comportamiento de una reaccion.

En un contexto de movimientos, éstos suelen ser descritos usando todas sus caracteristicas

o variables, es decir, su desplazamiento, velocidad, aceleraciéon y Por lo tanto la derivada es

AR



vista como las variaciones sucesivas y no como proceso de iteracion. Asi el ver a la derivada
como variaciones sucesivas de fenémenos de cambios en cierto contexto con significados
propios, ademas de los algebraicos y geométricos asignados por el sistema didactico, nos da
la capacidad de ver todas las variaciones al mismo tiempo y distinguir el comportamiento
de cada una, para informarnos de cémo va variando el objeto y no caer en que la
proposicion f es periddica < f es periddica es verdadera porque el foco de atencion esta

s6lo en la funcion.

En la situaciéon 3 se transita entre las graficas las ecuaciones y lo que representan
fisicamente para explicar y analizar el fendmeno de la glicélisis. Asi la prediccién, la
graficacién y la formalizacion son practicas sociales que ayudan a una resignificacion de la

relacion f- f' en un escenario periodico.

Conclusiones

En escenarios periodicos, donde se involucran los usos de la funciéon y sus derivadas
sucesivas, encontramos que a partir de ciertas practicas intencionales, como graficar,
modelar, predecir o formalizar, los comportamientos periédicos en las variaciones de las
funciones adquieren significado en el quehacer cientifico no exclusivo de la matematica,
sino en otros campos del conocimiento que consideran aspectos sociales, institucionales,
culturales e histdricos. De esta manera damos cuenta que un contexto puramente analitico
no basta para estudiar la relacion f - f' en un escenario periédico, debido que a través de los
usos de la relacidon es posible transitar de manera natural y articulada en los contextos

analitico, grafico y fisico.

En el estudio del movimiento y cambio de fenémenos identificamos lo periédico como una
manera de predecir. La prediccion como practica asociada al reconocimiento de lo
periddico, permite anticipar comportamientos de la derivada como variaciones en ciertos
contextos con significados mas alld de los algebraicos y geométricos asignados en el

discurso escolar y de esta manera esta practica hace articular los contextos fisico, grafico y
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analitico. La modelacién, como practica favoreci6 la relacion de la actividad humana con la
actividad matematica, debido a que los modelos son usados como herramientas para
argumentar dando cuenta que la matematica, en nuestro caso la relacién funciéon-derivadas
se nutre de otros campos del conocimiento, donde dicha relacion es usada como
herramienta para interpretar y transformar un fenémeno de la naturaleza (comprendidos
los fenémenos bioldgicos, quimicos, fisicos, etc.). La derivada no es vista como un proceso
de derivacion sucesiva sino que tiene significados contextuales que surgen como respuestas
para ciertas necesidades. Las situaciones que involucran fenédmenos periodicos suelen ser
descritas usando todas sus caracteristicas, es decir, analizar el comportamiento periédico
de un fenémeno implica reconocer el fenémeno con todas sus variables y variaciones. En
particular los movimientos periédicos son caracterizados mediante su desplazamiento,
velocidad, aceleracién y en algunos casos se considera también la variacién de la
aceleracion, es decir, la tercera derivada y por lo tanto la derivada es reconocida como las

variaciones sucesivas y no como proceso de iteracion.
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