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Abstract

It is developed an empirical study with students — prospective primary teachers,
intwo different contexts: Spain and Kosovo. It is used a didactical
practice on learning to teach geometric  transformations in primary school to
construct narratives of students about their experience of learning to teach geometric
transformations. The study revealed that in the two groups of participants
of research there are various cultural scripts for learning to teach geometric
transformations.
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Resumen

Se desarrolla un estudio empirico con los estudiantes para futuros profesores de
primaria en dos contextos diferentes, en Espafia y Kosovo. Se ha empleado una
practica didactica sobre aprender a ensefiar las transformaciones geométricas en
educacién primaria para construir narrativas de los estudiantes sobre su experiencia
de aprender a ensefiar las transformaciones geométricas. El estudio revel6 que
existen diversas escrituras culturales para el aprender a ensefiar las transformaciones
geomeétricas en los dos grupos de participantes de la investigacion.
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n desafio del nuevo Espacio Europeo de Educacion Superior en lo

gue respecta a la formacion de docentes es reducir al minimo las

diferencias internacionales, ante los procesos de inmigracion,
intercambio y globalizacion para poder comprender como se desarrollan
practicas matematicas culturalmente situadas (Pepin, 2000; Llinares y
Krainer 2006; Andrews, 2009), usando y comparando escritos en diferentes
paises (Stigler et al, 2000) para reconocer como son los inicios de
trayectorias de formacion (Gravemeijer, 2003; Burgués y Giménez, 2006)
en culturas diferentes. Asi, en este articulo, analizamos los inicios de
buenas practicas situadas de ensefiar transformaciones en un marco de
construccion del contexto de intercambio didactico inclusivo entre dos
paises diferentes del Este y Oeste de Europa: Kosova y Espafia. Uno de los
objetivos adyacentes, es que se establezcan puentes de referencia
investigadora colaborativa (Jaworski, 2006). Se escoge el contenido
geométrico, como paradigmatico porque es una preocupacion evidente en el
proceso de construccion europea, ya que sabemos que en estudios
comparativos de culturas este-oeste se basan en la tradicion didactica
confuciana y socratica respectivamente (Tweed & Lehman, 2002).
Consideramos como hipétesis inicial del trabajo, que las maneras de
conceptualizacion y presentacion de las matematicas son diferentes en
paises de diferentes culturas y eso tiene consecuencias en los procesos de
globalizacion de construcciones curriculares internacionales. En efecto, en
la tradicion francesa se dan formas de trabajo geométrico basados en
tradiciones occidentales desde la perspectiva natural (Andrews, 2009) que
contrastan con las perspectivas soviéticas o alemanas en las que se da la
geometria natural axiomatica (en el sentido expresado por Girnat, 2008). La
investigacion reciente en educacion matematica muestra que la ausencia de
confianza y conocimiento en matematicas del alumnado son factores que
influyen en los logros del alumnado, en cuanto a las transformaciones
geométricas (Leung et al. 2008) en diversos paises. Sabemos también que
los futuros docentes tienen dificultades con las transformaciones
geométricas (Pawlik, 2004) y éste es un objeto matemético importante que
forma parte de los curriculos de todos los paises. En ese cuadro contextual,
nos interesamos en reconocer qué influencias pueden tener las formaciones
culturalmente diferentes en paises con tradicién de estudio geométrico
diferente sobre la imagen conceptual sobre transformacién geométrica que
posen los futuros profesores de primaria como primeras practicas
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profesionales antes de desarrollar actividades especificas sobre
transformaciones.

Formacion Inicial de Docentes y Transformaciones Geométricas

Si bien hay varias investigaciones sobre el conocimiento y uso de
transformaciones geométricas en la escuela secundaria (Hoyos, 2006) hay
muchas menos que analizan lo que ocurre en la educaciéon primaria
(Pawlik,2004). Existe la hipotesis de que las dificultades en la
conceptualizacion de los estudiantes de Primaria (Wilford, 1972) proviene
de un escaso conocimiento de los docentes (Law, 1991 citado por Yanik &
Flores 2009). Los futuros docentes de Primaria tienen dificultades en la
determinacion: (1) de la transformacion correcta y el movimiento que
transforma un punto en otro; asi como (2) los resultados de
transformaciones que sobre figuras combinadas (Desmond, 1997), o
acciones que necesitan de inputs especificos o con parametros prototipicos
(Edwards & Zazkis, 1993).

Los futuros docentes encuentran dificultades con las simetrias y otras
transformaciones (Jaime y Gutierrez, 1995) y en un contexto tecnoldgico
se ha visto que tienen expresiones linglisticas débiles cuando trabajan
sobre transformaciones (Harper, 2003) y les cuesta conseguir una vision
dindmica de la transformacion. En este y otros estudios precedentes, se
indica que existe una secuencia en el desarrollo del pensamiento sobre
transformaciones y otras transformaciones rigidas (1) transformaciones
comprendidas como movimientos indefinidos de un objeto simple, (2)
transformaciones como movimientos definidos de un objeto simple, y (3)
transformaciones vistas como movimientos de todos los puntos del plano
(Yanik & Flores, 2009).

En nuestra investigacion tratamos de centrar el objetivo de analizar las
diferencias culturales encontradas en el proceso de aprender a ensefiar las
transformaciones geométricas entre dos paises diferentes — la de Catalunya
y la de Kosovo, ante dicha problematica y constatar o conjeturar hasta qué
punto las personas que han vivido tradiciones diferentes tienen respuestas
semejantes o diferentes. Una primera aproximacion a este analisis, se sitda
en la consideracion de tradiciones curriculares diferentes. En efecto, la
tradicion matematica mira la geometria de las transformaciones con las
caracteristicas de Klein. So6lo algun acercamiento, como el curriculo francés
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muestra las isometrias en general y la simetria en particular como
transformaciones, Incluso teniendo en cuenta que el término
“transformacion” se menciona solo al final de la escuela secundaria. En
cambio, en la tradicién escolar en muchos paises latinos (como Espafia e
Italia), el lenguaje de las transformaciones se asocia a simples cambios
naturales empiricos, observando sus propiedades sélo en el marco de la
geometria analitica, y a partir de los 15 afios (Bulf, 2008). En paises del
Este con Francia y Alemania con las tradiciones méas axiomaticas, no
parecen resolver la transicion entre la vision natural propia de la escuela
primaria y la secundaria (como se explica en el analisis de Kuzniak y Vivier
-2008- observando el caso comparativo de Grecia y Francia).

Nos parece de gran interés analizar qué significados iniciales otorgan los
futuros profesores de primaria en cuanto si reconocen el valor dindmico de
las transformaciones en general, y las isometrias en particular, frente a lo
gue pensamos gue es una concepcidn curricular estética, tradicional en los
curriculos recientes. Nos interesa especialmente interpretar los resultados
como manifestaciones de las atribuciones de significado que dan los futuros
docentes al inicio de su trayectoria de aprendizaje sobre transformaciones
geométricas.

Bases Metodoldgicas del Estudio entre Kosovo y Espafia

Se muestra una investigacion etnografica, con estudio de caso con dos
grupos de futuros docentes. El estudio presentado aqui forma parte de un
trabajo mas amplio (Thagi, 2009) en el que, se consideran dos tipos de
datos previos: (a) estudio de los marcos institucionales dados por los
curriculos, analisis de libros de texto y propuestas comparadas de
formacion de docentes (b) respuestas al cuestionario inicial realizado con
los dos grupos de estudiantes.

Para la primera parte, se consideran las propuestas curriculares
anteriores a la recentisima reforma curricular realizada durante la
independencia de Kosovo, que nos permite reconocer culturas diferentes
establecidas en ambas comunidades. Se escogen libros de texto de ambos
paises para los andlisis comparativos de contenido y atribuciones de
significado. Se considera un analisis de significados propuestos en la
construccidn de prototipos (0 no) a partir de los textos como se hace en los
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estudios médicos y de marketing (Lefevre & Lefévre, 2000). El andlisis
pormenorizado de esta primera parte, no se detalla en este articulo.

Para la segunda parte, se analizan los resultados de respuestas a una
actividad profesional inicial con una muestra de 13 futuros docentes de
Primaria en 2° afio de la Universidad de Barcelona (UB) en
Catalufia/Espafia, que tienen una Unica asignatura de matematicas en su
formacion y 15 futuros profesores de primaria en la Facultad de Educacion
de la Universidad de Prishtina - (UP) en Kosovo que han cursado dos
asignaturas de formacidén geométrica euclidiana clasica pero muy poca
formacion didéctica. Todos los estudiantes tienen entre 18 y 22 afios de
edad.

Para analizar el tratamiento del contenido matematico de transformacion
geométrica en la formacién de los futuros profesores de primaria en el caso
de Kosovo, hemos considerado los materiales de la Facultad de Educacion
de la Universidad de Prishtina y sobre el caso de Catalunya/Espafia al
programa presentado dentro del proyecto EDUMAT Matematicas y su
Didéctica para maestros (Godino y Ruiz, 2003).

Para reconocer las significaciones iniciales de los futuros profesores, se
decide que una primera practica profesional se basa en responder a un
cuestionario semiestructurado que se disefia con catorce preguntas (en su
mayoria contextualizadas) de respuesta abierta escrita que se analizaran en
cuanto la terminologia, propiedades y transformacién como cambio (tabla
1).

Tabla 1
Grupos de preguntas en el cuestionario sobre significados de transformacion

Aspecto del significado de transformacién Actividades que lo identifican
geomeétrica

Terminologia. Tipos. 1,2,3,4,56,7,9,11,12,14
Propiedades. Relaciones y jerarquias 1,3,4,56,7,11,12,14
Transformacion como proceso o cambio 1,2,3,4,56,7,9,12

A estas preguntas se afiaden otras para identificar su capacidad de
razonar describiendo el fendmeno de transformacion, la integracion de los
elementos culturales al significado de transformacidn, la capacidad en tener
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en cuenta el aprendizaje de transformacion, y por Gltimo, una pregunta
sobre lo qué piensan los estudiantes en sus futuras aulas sobre las formas,
estilos y los elementos curriculares, respecto a las transformaciones
geométricas.

El anlisis de esta segunda parte, se hace sobre la base de las respuestas
individuales aportadas, que se contrastaran en momentos sucesivos de
formacion en los que se pretende reconocer su posicionamiento frente los
objetos matematicos en cuanto objeto cultural (Stigler, Gallimore y Hiebert,
2000). El proposito es buscar patrones y crear descripciones del desarrollo
del conocimiento matematico en un proceso de formacion a lo largo del
tiempo, viendo los posibles condicionantes institucionales como inicio de
una trayectoria hipotética de formacion (Burguées y Gimenez, 2006). Para el
analisis que mostramos a continuacion, se decide sistematizar el proceso en
base a dos componentes: (a) supuesto inicial de significados institucionales
en el contexto cultural, (b) analisis epistémico-cognitivo.

Resultados de un Primer Anélisis Comparativo de lo Institucional

El andlisis de la componente institucional, para establecer comparaciones,
lo agrupamos en tres partes: (a) las transformaciones y curriculum en
Primaria, (b) analisis de significados en los libros texto escolares, (c)
observaciones sobre las transformaciones en curriculos de formacion
docente.

Sobre el Analisis Comparado de Curriculos.

Al analizar los curriculos escolares de Catalunya y Kosovo, se encuentran
resumidamente presentadas en la Tabla 2 un conjunto de elementos
comunes y distinciones en lo que respecta a lo que debe trabajarse sobre
transformaciones geométricas en la educacién Primaria.

En el curriculo de Educacion Primaria en Kosovo, se explicita una
distincion entre la idea de construir y transformar, y eso también se
observara como caracteristico en los textos escolares. Al analizar los textos
escolares habituales, se observa que realmente las diferencias y semejanzas
curriculares se mantienen y no se proponen actividades de razonamiento
mas alla de simples constataciones. Mientras que el curriculo oficial de
Catalunya pide que en Primaria los alumnos deban “... reconocer giros, y
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realizar sombras, simetrias y giros...”, que deben “reconocer objeto que ha
generado una sombra determinada”, que deben “identificar la
transformacion que relaciona dos figuras dadas...*“etc., no es habitual ver
ninguna actividad que permitiria el desarrollo y comprension de estos
conocimientos y capacidades.

Tabla 2
Aspectos curriculares comunes y distintos sobre transformaciones geométricas

Elementos comunes
Se Idea una idea estatica de transformacion geométrica, identificando diferentes
tipos de isometrias Se enfatiza el uso del contexto en la construccion del

significado de transformacion, utilizando modelos y situaciones del entorno.

Aspectos especificos en Kosovo

Relaciones entre isometrias y propie-
dades identificando, reconociendo y
estableciendo la relacion (transfor-
macién) entre dos figuras dadas,
construyendo la figura congruente con
la figura dada en relacion de una
isometria.

La transformacién se construye des-
cribiendo y clasificando cambios de
posiciones.

Se enfatiza qué es necesario construir
el simétrico de una figura dada.

Se enfatiza qué debe verse el razona-
miento deductivo durante el proceso de
construccién del concepto de transfor-
macién geométrica, requiriendo que se
demuestre la verdad de las conclu-
siones como las regularidades de las
figuras a partir de las simetrias.

Aspectos especificos en Espafia

Incluye la composicion y descom-
posicion de figuras en el andlisis sobre
proyecciones.

Se interpreta la transformacién como
una operacion, realizando transforma-
ciones de figuras de forma manipu-
lativa y reconocimiento del objeto que
ha generado una sombra determinada o
del reconocimiento de los giros y de
las simetrias complejas.
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Y en cambio segun el curriculo oficial de Kosovo, los alumnos de
primaria deben ensefiar sobre “construir la figura congruente con la figura
dada en relacion de simetria, rotacion y traslacion”, sobre ‘“‘reconocer,
describir, clasificar, nombrar y definir diferentes cambios de posiciones de
figuras...”, sobre “construccion de mediatriz, bisectrices, y regularidades de
figuras a partir de simetrias...”. Aunque hay contenidos sobre las simetrias,
esto se hace solo en sentido aislado y no se usa en otros temas como
propiedades del poligono regular, no se utiliza la propiedad de simetria para
clasificar las figuras segin que tengan dos, uno o ningdn eje de simetria. No
se tratan las figuras simétricas que admiten un giro de “media vuelta” (por
ejemplo la letra S).

Comparacidn de Significados en Textos Escolares.

En los materiales kosovares se analizan inmediatamente propiedades, se
acentla el uso de términos matematicos precisos y en cambié en los
catalanes se reconocen procesos de visualizacion. En cuanto al uso de
elementos mediacionales, en ambos casos se alude al papel cuadriculado
como forma méas simple de ejecucion. Se privilegian los contextos de
accion de objetos pequefios, juegos o animales, por encima de la
observacién de lo real-social, aunque recientemente algunas ediciones
plantean mas objetos reales del mesoespacio. Los contextos reales estan
mas presentes en la publicacion catalana, que utiliza un lenguaje mas
coloquial en muchas actividades. La blsqueda de ejes de simetria es el
elemento comun mas evidente (figura 1). En el texto catalan se pone un
mayor énfasis en aspectos que relacionan el contenido con la realidad.

Libro de texto en Espafia

Libro de texto en Kosova

Pagina 68, / Actividad 1/

“l. Necesitas una hoja de papel y
pintura

2. Toma una hoja y déblala por la
mitad

3. Abre la hoja, moja la punta del dedo
con pintura y haz un dibujo como el de
la ilustracién en una de las mitades
que te han quedado.

Pag. 35 /Actividad 1°/

Simetria y eje de simetria

“pintar partes de figuras para obtener
las figuras simétricas ”

(no hay ninguna explicacion de cémo
desarrollar la actividad. Todo se deja
en la responsabilidad de profesor)
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Libro de texto en Espafia Libro de texto en Kosova
4. Ahora, dobla la hoja haciendo que
las puntas coincidan
5. Aprieta un ratito, abre la hoja y ..ya Nlyosifushat né ményté g2 foi st
tienes la mariposa! A \|/

FEM SIMETRIES! | |

Figura 1. Ejemplo de tareas de transformacion en textos escolares de Espafiay
Kosovo.

En ejemplos como la figura 1, reconocemos que las diferencias
culturales no solo se dan en el terreno del contexto, sino en la forma de
presentar y valorar el contenido matematico. Asi por ejemplo, en los textos
de Kosovo se enfatiza la construccion del simétrico, y en Espafia se insiste
en la accion y la observacion de figuras simétricas. En este y otros ejemplos
observados en los textos Kosovares, constatamos que la simetria como
transformacion forma parte de la cultura especifica de origen soviético.

Sobre el Tratamiento de Transformaciones en Materiales de Formacion

El programa de geometria en la Universidad de Prishtina (UP), opta por un
modelo de ensefianza formativa, y plantea los contenidos como un conjunto
de conocimientos y procedimientos. Asimismo, se procura que se resalten
los aspectos inductivos y constructivos del conocimiento geométrico, y no
solo los aspectos deductivos de la organizacion formalizada que le
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caracteriza como producto final. Ejemplo: “Transformacién simétrica de la
figura F respecto la recta s llamamos aplicacién (funcién) S(s) con las
propiedades: si XEF y X€s (XE€FNs), entonces X’=S(s) (X)=X, y para
cualquier otro punto XEF ( XEF\s) y de su transformacion X’=S(s), la recta
s es mediatriz del segmento XX’ (pp. 169)

O sobre la demostracion del teorema que afirma “el segmento que une
dos puntos cualesquiera de una figura es congruente con el segmento que
une sus imagenes simétricos” se observa que para justificar su demostracion
se cita el Teorema que demuestra la congruencia de dos triangulos (lado-
angulo-lado) y del concepto fundamental de la congruencia. Este proceso se
puede seguir hasta encontrar todas las justificaciones que se precisan
utilizar, directa o indirectamente, en la demostracion.

En el programa de EDUMAT (Espafia) el objetivo principal de la
ensefianza de las transformaciones geometria es el saber informativo. Se ha
procurado plasmar en la secuenciacion principios generales tendentes a
conceder prioridad al trabajo practico e intuitivo (definiciones de los
conceptos de punto, recta y plano, de relaciones concurrente, colineal,
paralelismo, etc., pp. 459). Por tanto, el programa de “EDUMAT” refleja el
proceso constructivo del conocimiento matematico (los cuadrilateros y su
clasificacion: “...para clasificar los cuadrilateros hay que estudiar las
caracteristicas comunes que tienen estas figuras, lo que dependera a su vez
de los criterios o variables que observemos...” (p. 468) tanto en su progreso
histérico como en la individualizacion del mismo por parte de los futuros
profesores. Con todo, hemos constatado otros programas de formacién en
los que parece conformarse con la vision intuitiva del contenido
matematico.

Resultados sobre un Andlisis Epistémico-Cognitivo

Basandonos en las respuestas dadas por los estudiantes de ambos paises al
cuestionario propuesto, subdividiremos los resultados en tres apartados: (a)
los que se refieren al uso de terminologia, expresiones de objeto
transformacién y asociacién de ejemplos y tipos; (b) respecto la
caracterizacion de propiedades y razonamientos asociados; (c) sobre
representaciones asociadas a la idea de transformacion. Estos tres elementos
forman parte de lo que denominaremos anélisis de la configuracion inicial
de la trayectoria de formacion.
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Terminologia y Ejemplos

Solo algun estudiante del grupo de UP, muestra confusiones terminoldgicas
importantes como por ejemplo llamar rotaciones a las simetrias. En efecto,
en problemas como el que se pide reconocer las transformaciones que se
encuentran en bordados, no siempre se dan las explicaciones necesarias
sobre la relacion entre la rotacion y la simetria axial. Es el caso de Vj (UP)
que indica “...en una hoja dibujaran la parte de la figura la cual la giraran
para que se obtiene la imagen entero. Asi se vera la rotacion” (Vj, AS:3,
UP). El estudiante identifica la rotacion a base de la intuicion de obtener la
imagen del bordado que determina el hecho de girar la parte generadora
(mediante la expresion “a través de”. En otros casos, se interpreta las
isometrias como desplazamientos, que pueden ser “rotacion” o “traslacion’:
“...y en este caso tenemos también desplazamiento, donde a través
desplazamientos se obtiene todo la figura.” (Fi, A6, :p3, UP).

A partir de las respuestas dadas, asignamos cuatro categorias que nos
permiten valorar grados de conocimiento (en el sentido de la construccién
mas 0 menos profunda de iméagenes en el sentido de Tall y Vinner, 1991) en
cuanto consideran la idea de transformacion como objeto matematico f que
a una figura A transforma en la figura B donde f(A)=B, con mayor o menor
profundidad en la justificacion/argumentacion de sus textos en cuanto los
términos, ejemplos, propiedades y relaciones de contenido asociadas.

En base a las observaciones realizadas (visibles en la tabla 3), podemos
evidenciar que en ambos grupos no encontramos los estudiantes con el
grado alto de conocimientos sobre el objeto de transformacion. La mayoria
del grupo UP se considera en la franja intermedia (64%), y menos de la
mitad (46%) en la UB.

Para los estudiantes de UB, la transformacién se asocia
mayoritariamente al sentido comun de la palabra como relacion entre un
objeto y su transformado, con el cambio de alguna caracteristica (undefined
motion en el trabajo de Yanik y Flores, 2009). El cambio de posicién no es
siempre la caracteristica de transformacion del objeto.
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Tabla 3
Comparacién de resultados de analisis sobre objeto transformacion, terminologia
y tipos

Grados de conocimientos sobre objeto transformacion, UpP uB
terminologia y tipos n=15 N=13
A) Estudiantes capaces de construir imagenes 0% 0%

conceptuales completas utilizando una terminologia y
justificando las interpretaciones de esa imagen
mediante afirmaciones correctas.

B) Muestra imagenes conceptuales formadas por unos
pocos ejemplos prototipicos que incluyen alguna
propiedad matematica relevante que se corresponda.
Identifica la transformacion de la figura sin explicar
la transformacion de sus elementos e identifica alguna
propiedad relevante de la transformacion.

64% 46%

C) No hay respuesta o no aporta elementos significativos
sobre terminologia y conceptos de transformaciones..
Estudiantes con las imagenes conceptuales méas
pobres, formadas por unos pocos ejemplos
prototipicos y propiedades de tipo visual.

36% 54%

0O) Respuestas en blanco o no significativas a nuestros
propositos.

Al analizar cualitativamente las respuestas de los estudiantes de UP, sélo
dos estudiantes muestran un intento de expresar el concepto de
transformacién como funcion. En efecto, se observa en las respuestas de las
actividades 1, 5y 6 como algunos estudiantes identifican las dos partes que
se repiten sin mostrar elementos constituyentes, por ejemplo, el eje de dicha
simetria: “es el cuadrado que se repite y si lo giramos obtenemos todo el
mosaico....estas transformaciones llamamos simetrias axiales.” (Ar, A6, p6,
UP ). Pocos estudiantes son capaces de dar propiedades usuales de las
transformaciones. Tal es el caso de usar la idea de rotacion que se
reproduce con periodo 27: “en manera matematica, la rotacion de la puerta
se vuelve en forma inicial después de una rotacion con periodo T=2x" (Pe,
A2, p 4, UP). Se utiliza el concepto “rotacion” sin explicar los elementos
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que la definen. El estudiante Pe intenta razonar inductivamente que la
puerta hace una rotacion, y por esta razon, la puerta se vuelve en la posicion
inicial después de girar por un angulo de 360 grados, utilizando
simbdlicamente la expresion T=27n. Quedan sin saber qué significa T, cual
es eje de rotacion, cuando se puede entrar y cuando no se puede, etc.

En ambos grupos, se asimila la isometria como desplazamiento fisico y
cambio de posicion con igualdad de forma y tamafio, mientras que la
transformacion se identifica mas como cambio de forma (Tabla 4). En la
Tabla 4, mostramos como son las respuestas cuando se pidié poner un
enunciado para dar un sentido a la rotacion.

Tabla 4
Respuestas comparadas de estudiantes a la idea de rotacion

Respuestas en Kosova (FEUP) Respuestas en Catalunya (FFPUB)
Ad ... cuando giramos las hojas Li- cuando se mueve el objeto es
de un libro obtenemos en gracias a nuestra fuerza contra el
posiciones diferentes...”, objeto y este reshalay
paralelamente se mueve ...
Ar...el movimiento de Al.- es la propiedad de hacer rodar un
lapiz....girandolo objeto haciendo el material
circular

Dr...el movimiento de las agujas
del reloj...” Yo- la propiedad que los objetos

Da... la obertura de la ventana o cilindricos tienen para moverse,
de la puerta rodar

Sélo algunos estudiantes del UP caracterizan ademéas los movimientos
(isometrias) como invariancia de forma y tamafio, cuando hablan de
comparar transformacion y movimiento.

Ar- (transformacion y movimiento) no (es lo mismo) porque la
transformacién quiere decir una cosa se transforma en otra cosa
mientras con el movimiento entendemos cambio de posicion de una
misma cosa.

Dr- El movimiento es desplazamiento de una cosa de un lugar en
otro que es una transformacién.
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Pero, pocos hablan explicitamente de las isometrias como conjunto de
transformaciones que conservan el tamafio y la forma. Como es el caso de
Da, cuando dice: “si, es lo mismo porque una figura pasa de un lugar en
otro, sin cambiar la forma y magnitud que es una transformacion” (Da, p4:
3-5, UP).

Si en cambio en el grupo de UB se identifican las simetrias, rotaciones y
traslaciones como transformaciones con dicha propiedad. Ahora bien, en
algin caso, la actividad hace que lo intuitivo pase por delante del
conocimiento estructurado. Asi, ante la observacion de un bordado, algunos
estudiantes muestran la rotacion como la Unica isometria, puesto que la
identifican como la Unica transformacion que actta sobre el médulo que
han marcado:

“...Yo por movimiento entiendo coger cualquier objeto o imagen y

desplazar de sitio, pero sin que por ello el objeto sufra alteracion.

(Mc, p3: 2-3,UB)
También hemos observado que la mayoria de estudiantes de UB (11 de
total de 13) piensan que un movimiento rigido no es una transformacién,
manteniendo la idea que transformar se asocia a un cambio mas radical.

Sobre la Caracterizacion de Propiedades.

A partir de las observaciones, podemos decir que la imagen conceptual de
transformacion geométrica esta construida en base a propiedades de tipo
visual (transformar=deformar), y movimiento isométrico = desplazamiento.
En el caso del significado de semejanza en la UB, se asocia al fendmeno
que establece una relacién entre dos objetos parecidos en el sentido general:
Al- un ejemplo de semejanza puede ser la obertura de una
mandarina 0 una naranja ya que pueden parecer de partes iguales
pero no lo son.
Es- ejemplo de similitud son las partes del cuerpo humano (manos,
piernas, ojos...) La- se pueden observar los zapatos y ves que no
son iguales, sobre todo si no son nuevas.
Y pocos explicitan su significado, de forma méas genérica, aunque no aluden
a propiedades: cuando dicen “...que es cuando una cosa se parece mucho a
otra pero no es la misma...” (Li, p5:3, UB). Aunque algunos saben que
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existen dichas caracteristicas, reconocen que no las saben decir, como Jo:
“no conozco las propiedades de semejanza (homotecia)”. (Jo, p5:2, UB)

Pocos estudiantes reconocen explicitamente los elementos que
caracterizan (propiedades) cada tipo de isometria. En el caso de las
simetrias, se describen: el eje, las formas reales asociadas, etc. Muy pocos
estudiantes se refieren a propiedades como el cambio de sentido. No se dan
propiedades caracteristicas de la traslacion. Y de las rotaciones se alude
solo a los &ngulos, pero no a la conservacion de la distancia En algunos
casos la transformacion se ve como aplicacion de un conjunto en el otro,
pero no se identifica esta aplicacién entre posiciones del objeto en dos
lugares diferentes. Esto se explica con las figuras simétricas, porque se
establece facilmente la correspondencia entre las dos partes de la figura u
objeto. Sin embargo, para otros tipos de transformaciones, habria que
imaginar la posicion inicial y final de la figura transformada para poder
establecer la idea de transformacién como aplicacion.

Algunos estudiantes kosovares (grupo UP) afirman adecuadamente que
el movimiento es s6lo un tipo de transformacién geométrica. Que es asi,
nos convencimos si analizamos las respuestas del problema 12 donde se
pide explicar la transformacion de la figura A en la figura B, cuando Ad lo
explica utilizando transformacion de los conjuntos de puntos de la figura A
en los correspondientes puntos de la figura B. La estudiante Sh por ejemplo,
establece una relacién correcta entre la propiedad de conservacion del
tamafio y forma en las transformaciones isométricas: en la pregunta “como
se llaman transformaciones que conservan forma y tamafo...” responde
“simetria, traslacion, rotacion”.

En el grupo UB, solo un estudiante habla de isometrias como
transformacioén que conserva la forma y el tamafio mientras otros las
identifican como repeticiones. Y en general no se identifica la simetria en
dicho conjunto. En realidad, algunos estudiantes aluden a casos particulares
de isometrias como regla general. Asi, algunos llaman a dicha
transformacion que conserva forma y tamafio: traslacion (Al), rotacion (Di)
rotacion y traslacion (Li), simetria (Mc).

La mayoria de los estudiantes de ambos paises, no poseen imagenes
completas de transformacion y sus tipos como funcion, y dan imagenes y
propiedades figurales diferentes en cada tarea. Asi, el plegado de papel es
la forma habitual de evocar el cambio de sentido en la simetria (figura 2a).
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Y el dibujo es la forma habitual de representar la semejanza, con la ayuda
de los rayos que salen de un punto del plano (figura 2c), aungue se asocia
habitualmente a la idea de proyeccion (figura 2b el caso de Ar). Solo Vj.,
del grupo UP identifica la semejanza como dependencia funcional,
mediante intersecciones conicas (fig.2c)
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Figura 2. Ejemplos propuestos sobre simetria y semejanza.

La mayor parte de los estudiantes no indican caracteristicas de la
proyeccion como transformacion. En muchos casos, en ambos paises, se
reconocen ejemplos asociados a las semejanzas, sin que se muestren todas
sus caracteristicas. Solo alguno evoca la semejanza como aplicacion de
puntos del plano. La semejanza se interpreta en UP como diferencia de
tamafio (figura 2b), conservando la forma; no asi en UB, donde la
semejanza fundamentalmente se reduce a parecido. En efecto, ante el
problema 10, s6lo 5 estudiantes de la UP, consiguen responder
correctamente sobre la proyeccion y dar una descripcion asociada al
fenémeno de la luz y las sombras: “la sombra serd diferente del cuerpo
humano” y identifica los elementos de proyeccion: “...l1a (fuente de la) luz
se considera el centro de la proyeccion y las rayas de la luz se consideran
las rectas de proyeccion.” (Ar, pl0: 7, UP)

Usualmente no hay una descripcién explicita de la relacion entre
elementos y propiedades de la proyeccidon que evidencien la nocion de
transformacion como funcion, excepto el caso superficial siguiente. “...la
sombra es la transformacion del cuerpo humano...” (Fit, p9:5, UP).

En algunos casos, como es del problema 10 vemos que 6 participantes
del UB muestran la capacidad de identificar la relacion entre la fuente de la
luz, el objeto, su sombra y el plano donde se aparece la sombra: “...porque
las sombras crecen cuando un foco de luz incide sobre un cuerpo y éste se
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proyecta en un fondo opaco. Si no tendriamos un foco de luz ni un fondo
opaco, no tendriamos sombra. Dependeria también desde donde nos
incidiera el foco, ya que si lo hiciere perpendicularmente a nuestra cabeza,
es decir, en el eje de la cabeza no proyectaria ninguna sombra.” (Di, pl0:
7, UB).

Y en algun caso del grupo UP se identifica el detalle de la escalera como
forma de explicitar el cambio de la sombra cuando la forma donde se
proyecta no es plana: “La sombra del cuerpo humano en la escalera parece
rota segun las escaleras, ya que la sombre es plana mientras que el cuerpo
es tridimensional™. (Vj, p10: 3-6, UP).

La Vj, nos muestra la identificacion correcta de la propiedad del
producto de proyeccion — la sombra, que depende del lugar donde se
presenta: si es “escalera parece rota” en contrario del si es plano; pero no
identifica otros elementos de la proyeccion. Sélo en algin caso del grupo
UP, como el de Ad, se identifican los elementos de la transformacion: el
centro, las rayas y el objeto transformado: “la sombra, que depende del
lugar donde se presenta, si “escalera parece rota” en contrario es plano; (Ad
pl10, 4, UP).

En el caso de la UB, algunos estudiantes identifican la transformacién
como relacion entre dos estados diferentes de un objeto y lo usan para decir
que las proyecciones no son transformaciones: “No creo que haya alguna
transformacion porque el objeto que refleja sigue la misma gente”, (Li,
pl0, 3, UB).

La misma estudiante, al hablar de los objetos arquitectonicos usa la idea
de transformacion en el sentido de relacion entre estados diferentes del
objeto: “A partir de un objeto cualquiera maleable y aplicando diferentes
fuerzas y trabajandolas con materias conseguimos que un objeto cambie de
forma, aunque el material sea el mismo. Se pueden trabajar
transformaciones con la madera estando de una forma inicial cuadrada a
una redonda.” (Li p.11: 4-8, UB).

En el caso del grupo UB, algunos estudiantes ven la transformacion
como un cambio “radical” del objeto. Tal es el caso de entender que las
proyecciones son transformaciones que cambian la forma del objeto
transformado: “... decimos que se trabajan proyecciones porque las formas
cambian” (Al p10, 4, UB).

Ningln estudiante de los dos grupos identifica correctamente la
dependencia funcional entre elementos de proyeccion. Las inconsistencias



270 Thagi & Giménez — El caso de las transformaciones geométricas

se muestran en verbalizaciones en donde la reconoce que la sombra es la
transformacion del cuerpo: “Toda sombra es proyecciéon porque
proyecta/refleja el cuerpo de la persona”. (So, p10: 3, UB).

Muchos de ellos no identifican los elementos de proyeccion (grado C de
respuesta) como por ejemplo el centro de proyeccidn, la alineacion de los
rayos de proyeccion y otras propiedades de proyeccién. Por ejemplo Al no
nos pone otras propiedades de proyecciones. La respuesta de Ol en el
mismo problema muestra la identificacion de la proyeccién con
deformacién: “...trabajar con sombras decimos que se trabaja con
proyecciones porque se producen deformaciones de las figuras. Se proyecta
una imagen partiendo de otra, como seria de los proyectores. La imagen
proyectada sufre una deformacion, se amplia o reduce”. (Ol, p10:9, UB).

También Li cree que las proyecciones no son transformaciones, pero al
responder al problema 11 muestra un sentido mas amplio de
transformacion: “A partir de un objeto cualquiera maleable y aplicando
diferentes fuerzas y trabajandolas con materias conseguimos que un objeto
cambie de forma, aunque el material sea el mismo. Se pueden trabajar
transformaciones con la madera estando de una forma inicial cuadrada a
una redonda.” (Li, p10:7, UB).

Observamos muchos estudiantes con un conocimiento muy pobre sobre
el concepto de transformacion en general y de proyeccion en particular; lo
que quiere decir que Na no cuenta las proyecciones como transformaciones,
y ademas no distingue la relacién entre la imagen y la sombra diciendo que
“las sombras son proyecciones de una imagen”: ”...no hay transformacion.
Las sombras son las proyecciones de una imagen, gracias a un foco de luz”
(Na, p10; 4, UB).

Sobre Representaciones de las Transformaciones

Las representaciones y visualizaciones de transformaciones no isométricas
no parecen ser suficientes para reconocer dichas transformaciones por los
estudiantes de UP. Hay respuestas mas consolidadas en el grupo UB. Asi,
en el problema 13 solo un estudiante responde en UP y en el problema 14
solo aparecen 6 respuestas correctas. Es decir, no son capaces de identificar
las transformaciones isoperimétricas. Muy pocos reconocen las
deformaciones como transformaciones. Cuando se reconocen, las imagenes
conceptuales estan formadas por unos pocos ejemplos prototipicos y
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propiedades de tipo visual — que basan sus juicios en la apariencia visual de
es0s prototipos, comparandolos con las figuras sobre las que deben trabajar
y rechazando como ejemplos aquellas figuras que no coinciden con los
prototipos de su imagen del concepto. Asi, Da dice que: “la transformacion
que convierte un rectangulo de 3X7 cm hecho con una cuerda de 20 cm en
otro rectangulo diferente con la misma cuerda que tiene medidas diferentes
es conservacion del perimetro y del area”. (Da, pl4: 5, UP).

Conclusion

El nivel bajo de conocimientos sobre transformaciones geométricas en el
cuestionario Inicial en los dos paises, muestra el hecho que a los
participantes de la investigacion les faltan conocimientos sobre
transformaciones desde la educacion anterior. Como consecuencia de las
ausencias de formacion, podemos explicar el hecho de que los participantes
de la investigacion del grupo UB muestran un grado més alto de
conocimientos iniciales sobre proyecciones que los del grupo UP aunque
tienen conocimientos mas parecidos en otros aspectos del significado de las
transformaciones. Con todo, se percibe que la orientacién euclidiana del
curriculo Kosovar, permite indicar que tiene una cultura del contenido mas
desarrollada que en Catalunya/Espafia.

En ambos paises, no se han construido imagenes poderosas sobre los
tipos de transformaciones, y menos adn una idea funcional de la
transformacién. Esto es posible debido a que la representacion de una
transformaciéon con unanotacion de la funcidbn requiere un
pensamiento mas abstracto, lo que es crucial paraentender las
transformaciones como aplicacion uno a uno de los puntos del plano.
Ningln estudiante de ambos paises, no poseen imagenes completas de
transformacién y sus tipos como funcién, y dan imagenes y propiedades
figarales diferentes en cada tarea. Nuestros resultados son coherentes con la
dialéctica global/puntual (Bkouche, 1992, Jahn, 1998).

Los resultados parecen mostrar los efectos del escaso tratamiento de una
vision Klein-iana de la geometria, en donde se insista en la invariancia
como fendmeno. Y cuando se ve alguna relacion estructural, es en la idea
de isometria. Recordemos que ningun estudiante de los dos grupos
identifica correctamente la dependencia funcional entre elementos de
proyeccion. Por todo ello, en nuestro estudio mas amplio, hemos
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considerado una secuencia de formacion en donde se trabajara algo mas de
las transformaciones y procesos de andlisis de las invariancias. En este y
otros estudios, se muestra el valor de los entornos interactivos para
reconocer la fuerza de los invariantes (Harper, 2003) la vision funcional
(Hollebrands, 2003) y visualizacién en el trabajo con transformaciones
(Olkun et al., 2009).
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