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Abstract

The purpose of this research is to evaluate the didactic-mathematical knowledge
related to three-dimensional objects visualization in a sample of prospective primary
school teachers. To achieve this aim, the responses of 464 student teachers from the
universities of Granada and Jaen to a questionnaire built for this purpose are
analyzed. The quantitative analysis of the responses informs about the psychometric
characteristics of the instrument (reliability and factorial structure) and a
comparative study of students’ knowledge by universities, gender and geometrical
content of the items is carried out. The results show a low level of geometrical
knowledge, which suggests the need to design specific training activities on these
contents in the teacher training curricula.
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Resumen

La finalidad de esta investigacion es evaluar los conocimientos didactico -
matematicos sobre visualizacién de objetos tridimensionales en una muestra de
futuros profesores de educacidn primaria. Para ello se analizan las respuestas de 464
estudiantes del grado de Magisterio en las universidades de Granada y Jaén a un
cuestionario construido con este propdsito. El andlisis cuantitativo de las respuestas
permite informar sobre las caracteristicas psicométricas del instrumento (fiabilidad y
estructura factorial) y realizar un estudio comparativo de los conocimientos de los
estudiantes segun universidades, género y contenidos geométricos de los items. Los
resultados muestran un bajo nivel de conocimiento geométrico, que sugiere la
necesidad de disefiar acciones formativas especificas sobre estos contenidos en los
actuales planes de formacién de maestros.

Palabras clave: Visualizacion, geometria, conocimiento didactico-matematico,
evaluacion, formacion de profesores.
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investigacion y desarrollo que se viene consolidando en educacion

matematica por ser un factor clave en la mejora de los procesos de
ensefianza y aprendizaje. En Espafia tiene lugar en las Facultades de
Ciencias de la Educacion condicionada por un contexto normativo
cambiante y la escasez de recursos tecnolégicos, humanos y temporales. La
implantacion de los nuevos grados en educacion primaria y la relativa
consolidacion de la investigacién en los departamentos de didacticas
especificas estan abriendo, no obstante, nuevas posibilidades para la mejora
de los planes y programas formativos de los maestros.

En este articulo presentamos resultados de un proyecto de investigacion
sobre “Evaluacion y desarrollo de conocimientos matematicos y didacticos
en la formacion inicial de maestros en el campo de la visualizacion
espacial”’. Se trata de aportar nuevos conocimientos, propuestas
instruccionales y recursos metodolégicos para la mejora de la formacion
inicial en matematicas y didactica de la matematica de los maestros de
educacion primaria, teniendo en cuenta el contexto educativo espafiol y la
perspectiva de los nuevos planes de estudio.

En Gonzato, Godino y Neto (2011) se plantea el problema de evaluacion
de los conocimientos matematicos y didacticos que tienen los profesores en
formacion sobre la visualizacién de objetos tridimensionales (VOT) y se
describe el proceso de seleccion de tareas para dicho proposito. A partir del
analisis de las investigaciones sobre visualizacion espacial, de los contenidos
presentes en los libros de texto y de los objetivos descritos en los curriculos,
se motiva y describe la seleccion de cinco categorias de tareas sobre
visualizacion de objetos tridimensionales. Se describe una de tales tareas
formada por varios items mediante los cuales se trata de evaluar aspectos
relevantes de los conocimientos sobre visualizacion de objetos
tridimensionales. También se presentan en dicho articulo las respuestas
dadas por una estudiante para clarificar los tipos de conocimientos evaluados
y la utilidad del cuestionario para orientar la formacion de profesores sobre
el tema.

En Gonzato, Godino y Contreras (2011) se presentan resultados de la
aplicacion de un cuestionario sobre VOT, construido segun los criterios
descritos en Gonzato, Godino y Neto (2011), a una primera muestra de
estudiantes de magisterio. El objetivo de este articulo es describir con detalle
el mencionado cuestionario (incluido como anexo), informar de las
caracteristicas psicométricas del mismo, y de los resultados de su aplicacion

I a formacion matematica y didactica de profesores es un campo de
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a una amplia muestra de 464 futuros profesores de educacién primaria de las
universidades de Granada y Jaén. En primer lugar se describe el problema y
marco tedrico en el que se apoya la investigacion; en el siguiente apartado se
describe el método (instrumento, andlisis de los contenidos evaluados por los
items del cuestionario, las variables dependientes relativas al contenido
geométrico y didactico, las variables explicativas, el contexto y la muestra).
Seguidamente se presentan los resultados del estudio cuantitativo
(propiedades psicométricas del instrumento, fiabilidad y estructura
factorial), asi como el analisis comparativo de los conocimientos de los
estudiantes (segun universidades, género y los tipos de conocimientos
geométricos). Finalmente se incluyen algunas implicaciones para la
formacion de maestros, las limitaciones del estudio y vias de continuacion de
la investigacion.

Problemay Marco Tebrico

La visualizacion espacial figura en las directrices curriculares como
contenido a tratar en los distintos ciclos de educacion primaria (NCTM,
2000; MECD, 2014), lo que motiva el interés por parte de la investigacion
en didactica de las matematicas (Battista, 2007, Gutiérrez, 1996;
Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen, 1996), referida tanto a los procesos
de ensefianza y aprendizaje por parte de los estudiantes como a la
formacion de profesores.

Un aspecto importante de la problematica de la formacion de profesores
en el tema de la visualizacion es identificar y evaluar las “habilidades
espaciales” de los maestros y su relacion con aspectos de la ensefianza. Se
considera la visualizacion de objetos tridimensionales como un conjunto de
habilidades relacionadas con el razonamiento espacial. Visualizar un objeto
tridimensional no incluye Unicamente la habilidad de “ver” los objetos
espaciales, sino también la habilidad de reflexionar sobre dichos objetos y
sus posibles representaciones, sobre las relaciones entre sus partes, su
estructura, y la habilidad de examinar las posibles transformaciones del
objeto (Battista, 2007, p. 843). Asi mismo, la interpretacion y la
comunicacion de la informacion espacial de manera figural, verbal o mixta,
son importantes habilidades relacionadas con la visualizacion de objetos
tridimensionales (Gorgorio, 1998).
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El problema que abordamos en este trabajo es el disefio de un
cuestionario que permita evaluar aspectos relevantes del conocimiento
didactico-matematico de los maestros en formacion sobre visualizacion de
objetos tridimensionales (VOT), y su aplicacibn a una muestra de
estudiantes. Se trata de una fase del disefio de un modelo de formacion de
maestros sobre VOT que permita, en primer lugar, conocer el estado de los
conocimientos en un momento dado (inicial o final de un proceso
formativo), para posteriormente implementar acciones formativas
fundamentadas.

Para el desarrollo de esta investigacion hemos adoptado el marco tedrico
conocido como Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematicos (EOS, Godino, Batanero y Font, 2007). Dentro de este marco
tedrico, en Godino (2009) se ha desarrollado un modelo para categorizar los
“conocimientos didactico-matematicos” (CDM), el cual articula y
desarrolla otros modelos sobre los conocimientos del profesor de
matematicas como el “Pedagogical Content Knowledge” (PCK) (Shulman,
1986) y el “Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) (Hill, Ball y
Schilling, 2008).

El disefio del cuestionario de evaluacion que se describe y aplica en esta
investigacion tiene en cuenta dos tipos de variables: contenido geométrico y
contenido didactico. Con el fin de identificar los contenidos principales
relacionados con la visualizacion de objetos tridimensionales, se han
analizado las tareas incluidas en las investigaciones sobre el tema en el
campo de la educacion matematica y de la psicologia. De manera especifica
se han tenido en cuenta tres categorias de tareas que han sido objeto de
investigaciones previas:

1) Coordinar e integrar vistas de objetos (Gutiérrez, 1996; Ben-Chaim,
Lappan y Houang, 1988; Malara, 1998; Pittalis, Mousoulides y
Christou, 2009)

2) Plegar y desplegar desarrollos (Mesquita, 1992; Potari vy
Spiliotopoulou, 2001).

3) Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional
(Battista y Clements, 1996; Gorgorid, 1994; Lappan, Phillips y
Winter, 1984)

Los contenidos principales emergentes de dicho analisis se compararon
con los contenidos presentes en las tareas incluidas en libros de textos de
educacion primaria y en el curriculo espafol para la educacion primaria.
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Esta comparacion llevo a la inclusion de un tipo de tarea que aparece en los
libros de texto, como es la generacion de cuerpos de revolucion, que apenas
ha sido considerada en investigaciones previas.

Para la variable contenido didactico (referido al contenido geométrico,
sea propio del nivel de primaria 0 mas avanzado) se han seleccionado tres
aspectos: los tipos de justificaciones que son capaces de elaborar los
estudiantes para las tareas, la reflexion que son capaces de realizar sobre
los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion (faceta epistémica
del CDM), y las variaciones que proponen para las tareas con vistas a su
uso en la escuela (conocimiento sobre la faceta instruccional del CDM)
(Godino, 2009).

Método
Instrumento

El instrumento para la recogida de datos es el cuestionario CDM-VOT (ver
anexo) que esta constituido por un conjunto de 5 tareas, cada una de las
cuales estd formada por items que evallan aspectos del contenido
geométrico y del contenido didactico. Las 5 tareas seleccionadas de
respuesta abierta (a cumplimentar por escrito), cubren los siguientes
aspectos del tema (Gonzato, Godino y Neto, 2011):
1. Coordinar e integrar vistas de objetos:
— Dibujar o identificar algunas vistas de un objeto a partir del
dibujo del objeto en perspectiva (tarea 1)
— Dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus proyecciones
ortogonales (tarea 2)
2. Plegar y desplegar desarrollos (tarea 3)
3. Componer y descomponer en partes un objeto tridimensional (tarea
4)
4. Generar cuerpos de revolucion (tarea 5)
Los aspectos del conocimiento especializado tenidos en cuenta se
evallan mediante la inclusion en cada tarea de las siguientes cuestiones:
i. Justifica la respuesta (a las cuestiones propuestas que evallan
aspectos del conocimiento comun)
ii.  Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion
de la tarea.
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iii.  Indica como cambiar el enunciado de la tarea para que resulte mas
dificil (o facil, segln el item) de resolver por un nifio de primaria.

Se decidi6 evaluar aspectos especificos del conocimiento del contenido
(comun, ampliado y especializado) y del conocimiento del contenido en
relacion a la ensefianza. Godino (2009) propone que el conocimiento
didactico especializado, propio del profesor, supone e implica el dominio
del contenido matematico compartido con los alumnos de la etapa educativa
correspondiente (conocimiento comun) y el correspondiente al menos a la
etapa educativa posterior (conocimiento ampliado).

Cada tarea del cuestionario se compone de cuatro partes (items), segun
el aspecto del conocimiento que se quiere evaluar. Para evaluar el
conocimiento comun del contenido (item a) se han seleccionado tareas de
libros de texto de primaria. Por lo que se refiere a la evaluacion del
conocimiento ampliado del contenido (item c) se propone resolver una tarea
relacionada con la a pero de un nivel de complejidad mas alto, que
involucra un conocimiento mas avanzado del contenido especifico. Estas
tareas provienen de investigaciones y fueron en su mayoria propuestas a
alumnos de escuela secundaria. Concretamente, el item 1c procede de
AP.M.E.P (1983, p. 111), el item 2c procede de Ben-Chaim, Lappan y
Houang (1988, p. 56), el item 3c procede de Ben-Chaim, Lappan y Houang
(1985, p. 3), el item 4c procede de Gorgorid (1994, p. 123) y el item 5¢ es
de elaboracién propia.

Asimismo, se pide que el estudiante enuncie una variante de problema
con un fin instruccional especifico, de tal manera que el futuro docente
debe movilizar conocimiento sobre un “recurso instruccional”.

Este instrumento no pretende evaluar todas las categorias de
conocimientos didacticos y matematicos propuestas por el modelo CDM, ya
que esta disefiado para recabar informacion escrita de los estudiantes en un
tiempo limitado (2h aproximadamente).

Anélisis de los Contenidos Evaluados por los items del Cuestionario
Las cinco tareas, con los distintos apartados de cada una de ellas, estan

incluidas en el Anexo. Seguidamente analizamos los contenidos
matematicos y didacticos tenidos en cuenta en el disefio de las mismas.
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Tarea 1 (Vistas)

En los items a y c, relacionados con el conocimiento comun y ampliado del
contenido, respectivamente, aparecen los conceptos de vista, punto de vista,
direcciones de mirada, lateralidad del sujeto, posiciones de los objetos en
relacién a un sujeto, que vienen explicitados mediante lenguaje visual:
dibujos y términos de lenguaje deicticos.

Estos items se refieren al procedimiento fisico de cambiar de posicion
con respecto a un objeto, e interpretar las diferentes vistas desde
determinadas posiciones. El espacio viene estructurado en relacion con las
propiedades y la posicion del cuerpo del observador.

El hecho de que no se trabaja con objetos reales sino con sus
representaciones planas, hace intervenir delicadas relaciones visual-
analiticas, que pueden interferir con la interpretacion y justificacion de la
tarea.

En los enunciados de estos items, el concepto de “vista” es utilizado en
términos de percepcién visual, asocidndolo a lo que veria un hipotético
observador puesto en determinadas posiciones. Sin embargo, para
representar dichas “vistas”, se utilizan proyecciones ortogonales sobre
determinados planos. Estas representaciones ocultan las hipdtesis
(fisicamente imposibles) de que el hipotético observador tendria que
situarse en el infinito (de esta forma los rayos son paralelos). En el item a,
se percibe facilmente que la proximidad del fotdgrafo a la mesa es
inadecuada con respecto a las fotografias dadas.

Tarea 2 (Sistema diédrico)
En los items presentados en la tarea 2, los términos “vistas”, “alzados” y
“planta” presentes en los enunciados se refieren a 1as proyecciones
ortogonales del objeto sobre determinados planos. Para resolver y justificar
las respuestas es necesario interpretar correctamente dichos términos, o bien
refiriéndose a las hipotéticas vistas que tendria un observador colocado en
determinadas posiciones con respecto al objeto, o bien refiriéndose a las
proyecciones del objeto en los diferentes planos ortogonales.

La primera interpretacion involucra objetos principalmente visuales,
mientras que la segunda hace intervenir objetos analiticos (Godino,
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Gonzato, Cajaraville y Fernandez, 2012), como las definiciones y
propiedades de las distintas proyecciones.

El procedimiento de “coordinacion e integracion de las vistas” utilizado
para formar (item a) o estudiar (item c) el objeto tridimensional requiere
colocar mentalmente las vistas en tres planos ortogonales de manera
contigua, e integrarlas para formar el objeto.

Tarea 3 (Desarrollos)

Los items sobre los desarrollos presentados en la tarea 3, aunque no se
apoyan en material manipulativo, pueden ser facilmente relacionados con la
operacion fisica de plegar y desplegar desarrollos de sélidos. Sin embargo,
la operacién (mental) y la justificacion necesarias para resolver dichas
tareas, tienen que estar apoyadas en elementos analiticos relacionados con
las propiedades conceptuales de los desarrollos y sélidos involucrados.

Tarea 4 (Secciones de un objeto)

Los items presentados en la tarea 4 requieren descomponer un objeto
tridimensional en determinadas partes (tridimensionales) o componer un
objeto con determinadas piezas (tridimensionales). El procedimiento de
construir composiciones de piezas, agregar o quitar partes, s una operacion
que tiene fundamento en la construccion con materiales (por ejemplo en los
juegos de los nifios). En esta tarea se presentan objetos tridimensionales por
medio de representaciones en perspectiva, y se pide que se ilustren
determinadas particiones.

A partir de un problema ilustrado mediante lenguaje cotidiano y
apoyado en determinadas representaciones planas de objetos
tridimensionales, los estudiantes tienen que simular (mentalmente)
determinadas acciones (componer, descomponer, rotar piezas en el
espacio), visualizando las posiciones, las formas y el nimero de los cortes y
de las partes resultantes de dichos cortes. Estos objetos no ostensivos de
caracter visual, tendran que ser representados por medio del dibujo y/o
descritos con lenguaje verbal, en las respuestas y justificaciones de las
tareas.
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Tarea 5 (Cuerpos de revolucion)

La generacién de un solido mediante rotacién de una figura plana, es un
proceso de dificil materializacion puesto que requiere generar un objeto de
tres dimensiones a partir de una figura bidimensional en movimiento.

Los items propuestos en la tarea 5, pretenden que los estudiantes
visualicen dicho procedimiento de rotacion, que tiene un caracter
generativo: la rotacion de la figura plana no es vista como transformacion
geométrica que permite cambiar la posicion de una figura plana desde una
posicién fija hasta otra posicion fija, sino que es interpretada como un
movimiento continuo en el tiempo en el cual el espacio que ocupa la figura
a lo largo del tiempo permite la generacion de un sélido.

El procedimiento de generacion de sélidos de revolucidon por medio de
la rotacion de una figura plana se apoya en una sucesion de imagenes en
movimiento (aspecto dinamico) y, ademas, requiere la creacion de una
imagen global final del so6lido (aspecto estatico). Para argumentar las
respuestas, se necesita reflexionar sobre las relaciones entre elementos de
las diferentes representaciones, relacionando los elementos de la figura
plana que por rotacion genera un so6lido (lados, ...) con los elementos de
éste (superficie lateral, base,...).

En el item 5a, es posible asociar correctamente las representaciones sin
conocer el significado de cuerpo de revolucion, o sea fijandose Gnicamente
en las secciones longitudinales de los sélidos que contienen el eje de
rotacion. Sin embargo, la justificacion requiere explicitar la relacion entre
seccion longitudinal del sélido de revolucion y figura plana.

Variables Dependientes
a) Relativas al contenido geométrico

El primer foco de atencion consiste en definir la variable cuantitativa
“grado de correccion de las respuestas a los 10 items del cuestionario que
admiten una respuesta cuantitativa” (items tipo a y ¢). Se ha considerado
conveniente valorar positivamente las respuestas parcialmente correctas,
por lo que la puntuacion asignada a cada item ha sido:

— 0 puntos si la respuesta es incorrecta,

— 1 punto si es parcialmente correcta,
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— 2 puntos si es correcta.

Ademas de la variable “puntuacion total”, suma de puntuaciones en el
conjunto de los 10 items (0 a 20 puntos), se definen otras dos variables
cuantitativas relativas al “conocimiento matematico comin” 'y
“conocimiento matematico ampliado”.

Los items a y ¢ también dan lugar a considerar otras variables de indole
cualitativa, como son los tipos de errores manifestados y las
representaciones y lenguajes usados por los estudiantes. En Gonzato,
Godino y Contreras (2011) se describen ejemplos de respuestas de estas
variables cualitativas para una parte de la muestra de estudiantes a los
cuales se aplico el cuestionario.

b) Relativas al conocimiento especializado del contenido

Los items a’, b y b, que reflejan algunos aspectos relevantes del
conocimiento especializado del contenido, dan lugar a variables de tipo
cualitativo cuyos valores son los tipos de justificaciones que dan a las
tareas, los tipos de conocimientos (conceptos, proposiciones,
procedimientos) que reconocen y los tipos de cambios en los enunciados de
las tareas que proponen los estudiantes. En Gonzato se estudian con detalle
los resultados obtenidos para estas variables cualitativas para los
estudiantes de la Universidad de Granada que respondieron el cuestionario.
En este articulo se presenta una sintesis de los resultados obtenidos para
dichas variables.

Para asegurar la fiabilidad en el proceso de codificacion de las
respuestas de los estudiantes se elabor6 un protocolo de criterios a seguir
con ejemplos ilustrativos de los tipos de respuestas; asimismo se discutieron
conjuntamente algunos casos de dudosa interpretacion.

Variables explicativas

Se consideran como variables explicativas de las diferencias en las
puntuaciones el género y la universidad de procedencia de los estudiantes
gue responden al cuestionario. Diversos estudios (Linn y Petersen, 1985;
Ben-Chaim, Lappan y Houang, 1988; Kaufman, 2007) destacan diferencias
con respecto al género en las habilidades de visualizacion espacial,
observando que los chicos tienen mejores capacidades. También Fernandez
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(2011), trabajando con maestros en formacién, destaca que los hombres
parecen tener mas capacidad de visualizacién y razonamiento geométrico
que las mujeres. Esta es la razén por la cual se ha considerado de interés
investigar el efecto de la variable género en este trabajo.

En cuanto a la universidad de procedencia se aplic6 el cuestionario en
momentos diferentes del proceso formativo. En el caso de la universidad de
Granada se aplico en segundo curso, después que los estudiantes han
cursado la asignatura “Bases matematicas para la educacién primaria”,
donde se incluye un tema sobre geometria, aunque no centrada de manera
especifica en visualizacion espacial. En el caso de la universidad de Jaén el
cuestionario se aplico en tercer curso, antes de comenzar el estudio de la
asignatura “Geometria y su didactica” contemplada en el plan de estudios.

En los cursos previos los estudiantes no habian estudiado ningln tema
especifico relacionado con la geometria.

Participantes

La poblacion de interés en esta investigacion son los estudiantes espafoles
del Grado en Maestro en Educacion Primaria (GMEP) (MECD, 2007). El
cuestionario ha sido aplicado a varios grupos de estudiantes de las
universidades de Granada y Jaén que cursan el GMEP bajo los nuevos
planes de estudios. El cuestionario se aplicé a grupos de clase completos ya
que la finalidad era, no solo recabar informacidon evaluativa sobre el estado
de los conocimientos de los estudiantes, sino también usar la actividad de
resolucion de las tareas como dispositivo para una accion formativa
posterior. El informe aqui presentado se refiere solo a los resultados
evaluativos correspondientes a las variables cuantitativas descritas
anteriormente.

Tabla 1
Distribucion de la muestra segln universidades y género
Hombre Mujer Total
Frecuencia % Frecuencia % Frecuencia %
Granada 56 37,1 185 59,1 241 51,9
Jaén 95 62,9 128 40,9 223 48,1

Total 151 100,0 313 100 464 100
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En la tabla 1 mostramos el tamafio de muestra en cada universidad y su
distribucidn segun género.

Analisis

Para el andlisis de los items se han aplicado técnicas estadisticas
descriptivas (promedios, dispersiones, graficos de cajas). Tras la
comprobacion de la normalidad de las puntuaciones totales y de las
subescalas se han aplicado pruebas inferenciales paramétricas para la
comparacion de grupos, incluyendo pruebas t de comparacion de muestras
independientes. Finalmente se realiza un analisis factorial para explorar la
estructura de las respuestas de los participantes a los items.

Resultados

En este apartado se estudian, en primer lugar, algunas caracteristicas
psicométricas del cuestionario CDM-VOT. Seguidamente analizamos los
resultados obtenidos sobre el nivel de conocimientos sobre visualizacion
espacial analizando las diferencias por grupo por género.

Analisis de items

La tabla 2 incluye los indices de dificultad de los items del cuestionario
calculados para toda la muestra. Este indice no es el porcentaje de
respuestas correctas ya que se han asignado puntuaciones de 0, 1y 2, segln
el grado de correccién de las respuestas. Se ha calculado la media de
puntuaciones de cada item y para facilitar la interpretacion se ha
transformado dicha puntuaciéon media al intervalo [0 — 100]. Como se
indica en la Tabla 2 la puntuacién media ha sido de 54.05 (error tipico,
0.95) (en una escala de 0 a 100).

Encontramos items con muy baja dificultad (1a. Posicion de las vistas y
5a. Generacidn de cuerpos revolucion) con valores por encima de 90. Por el
contrario encontramos items con una dificultad muy alta, como es el item
5c. Generacion del toro con una dificultad de 14.33 y el item 2c.
Composicién de cubos y vistas (M=23.71). El resto de items muestran una
dificultad media con indices entre 40 y 60.
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Tabla 2
indice de dificultad de los items del cuestionario COM-VOT (n=464)
ITEM. Descriptor indice de Discriminacion: Discriminacion
dificultad Diferencia de correlacion item
medias (Ps3- - total
P66)
M Error t p r p
tipico
1a. Posicion de las vistas 91.92 1.253 4.76 .000 .350 .000
1c. Vista desde atras 48.92 2.273 15.04 .000 .559 .000
2a. Dibujar objeto dados planta y 70.80 1.889 12.23 .000 .553 .000
alzados
2c¢. Composicion de cubos y vistas 23.71 1.606 12.39 .000 .582 .000
3a. Identificar desarrollos del cubo 46.01 1.766 13.71 .000 .551 .000
3c. Dibujar desarrollos de un sélido 47.95 1.996 14.72 .000 .583 .000
4a. Particién de un cilindro 61.75 2.209 16.78 .000 .609 .000
4c. Composicion de sélidos con dos 44.61 1.997 17.76 .000 .616 .000

piezas

5a. Generacién de cuerpos de 90.52 1.344 6.08 .000 .370 .000
revolucién

5c. Generacion del toro 14.33 1.467 7.50 .000 440 .000
DIFICULTAD MEDIA 54,05 0,95

En la segunda columna de la tabla 2 se incluye el indice de discriminacion
de los items como la diferencia de medias entre el grupo de bajo
rendimiento (percentil 33) y el grupo de rendimiento superior (percentil 66)
resultando todos los items con una adecuada discriminacion (p<.001). En la
Ultima columna se incluye el indice de discriminacién como correlacién
item-total. Los items de dificultad media son los que arrojan mejores
valores de discriminacion, permitiendo discriminar mejor entre alumnos
con baja y alta ejecucion, asi como correlacionando mejor con la
puntuacion total en la escala.

Fiabilidad y estructura factorial

El coeficiente de fiabilidad obtenido para la escala (Alfa de Cronbach),
aplicada a la muestra de 464 estudiantes, ha sido de .711 (>.60), que es
aceptable (Hair, Anderson, Tatham y Black, 2010; George y Mallery,
2003). Si se analiza la fiabilidad por subescalas se obtiene un valor de
coeficiente alfa de .503 para la parte “conocimiento comun” de la escala y
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un coeficiente .594 para la parte “conocimiento ampliado”. Teniendo en
cuenta el nimero reducido de items en cada una de las partes se consideran
buenas medidas de fiabilidad.

Para obtener un indicio de validez de constructo del instrumento, se
realiza un analisis factorial de componentes principales y rotacion varimax
(Kaiser, 1958) tras la verificacion de la adecuacion de los datos a este tipo
de analisis (KMO=.820; Bartlet: *= 533.06, 45gl, p<.001). Se obtiene una
solucion de 3 factores con autovalor mayor que 1y que explican un 49.08%
de la varianza. En la tabla 3 se presenta la matriz de componentes rotados,
en la que se han suprimido aquellas cargas factoriales por debajo de .30
para una mejor interpretacion de los resultados.

Tabla 3
Matriz de componentes rotados
Componente
1 2 3
la. Posicion de las vistas 704
1c. Vista desde atras 725
2a. Dibujar objeto dados planta y alzados .388 .386
2c¢. Composicidn de cubos y vistas .606
3a. ldentificar desarrollos del cubo .647
3c. Dibujar desarrollos de un s6lido .393 .399
4a. Particion de un cilindro .526
4c. Composicion de solidos con dos piezas ~ .580
5a. Generacién de cuerpos de revolucion 729
5c. Generacion del toro .790

El factor 1 explica el 28.14% de la varianza y se refiere a Composicion-
descomposicion de figuras. Esta relacionado con los conocimientos
geométricos espaciales en general ya que todos los items tienen
correlaciones positivas con este factor. Aungue son los items que se refieren
a la habilidad de componer y descomponer sélidos los que tienen mayores
correlaciones, encontrar el desarrollo del tronco de piramide (3c) se puede
ver también como una descomposicién, asi como la fusién del alzado,
planta y perfil de 2a para dibujar el objeto. El factor 2 explica el 10.84 % de
la varianza y se refiere a Proyecciones y desarrollos. Refleja
principalmente  habilidad para coordinar diferentes tipos de
representaciones planas de un objeto y reconocer la existencia de distintas



248 Godino et al — Visualizacion de Objectos Tridimensionales

soluciones posibles, constituyendo en este caso un conocimiento ampliado
del contenido. Se compone de items de nivel de dificultad baja-media. El
factor 3 retenido explica el 10.08% de la varianza y se refiere a la habilidad
de realizar mentalmente rotaciones de figuras, o del propio observador.

La distincién entre conocimiento comun y ampliado del contenido
geométrico, tenida en cuenta en el disefio de los items, no ha quedado
reflejada en la estructura factorial de las respuestas al cuestionario al estar
los items tipo a y ¢ presentes en los tres factores, excepto en el 3, que solo
incluyen items tipo a.

Analisis Comparativo de los Conocimientos de los Estudiantes
Analisis por Universidades

En la tabla 4 se incluyen las medias y desviaciones tipicas de la variable
puntuacion total del instrumento, asi como la comparacion de medias
analizadas segun el grupo evaluado (universidad). La puntuacién maxima
alcanzable en el total de la escala es de 20, encontrando que existen
diferencias significativas en las puntuaciones medias de las universidades
(t= 5.61, p<.001) destacando la Universidad de Granada (tabla 4). Se
comprueba de este modo que el estudio del tema de geometria realizado por
los estudiantes de la Universidad de Granada ha podido tener un efecto

Tabla 4
Puntuaciones medias y desviaciones tipicas de la puntuacion total segun
universidades y género

Puntuacion Universidad n M DT t p d
Total de la Granada 241 11.80  4.02 5.61 <001 052
escala
Jaén 223 9.73 3.93
TOTAL 464 1081 4.11
C. comln Granada 241 7.68 1.97 4.95 <001 0.46
Jaén 223 6.71 2.23

TOTAL 464 7.21 2.15

C. avanzado Granada 241 4,12 2.59 4.87 <001 0.45
Jaén 223 3.01 2.29
TOTAL 464 3.59 2.51
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positivo, aungue al no contemplar de manera explicita la visualizacion
espacial tal efecto ha sido limitado. Como se ha indicado anteriormente, los
estudiantes de la Universidad de Jaén respondieron en base a sus
conocimientos logrados en secundaria.

En cuanto a las puntuaciones de cada grupo en las dos subescalas del
instrumento encontramos también diferencias significativas (p<.001) en
ambas, con puntuaciones medias superiores en el grupo de Granada (ver
tabla 4).

Seguidamente se muestra la comparacion por género en la Tabla 5.
Encontramos unas mayores puntuaciones en los hombres respecto a las
mujeres en todas las puntuaciones analizadas (ver tabla 5), aunque estas
diferencias sélo resultan ser significativas en el conocimiento avanzado
(t=3.92, p<.001, d=0.38) y en la puntuacion total (t=3.10, p<.001, d=0.30).

Tabla 5
Estadisticos descriptivos y comparacién de medias por género
Puntuacion Género n M DT t P d
Total de la . 312 1040 4.06 3.10 <001 0.30
mujer
escala
hombre 152 1165 4.09
Total 464 1081 4.11
C. Comun mujer 312 7.12 2.14 1.35 175 0.13
hombre 152 7.41 2.16
Total 464 7.21 2.15

C. Avanzado mujer 312 3.27 2.43 3.92 <001 0.38
hombre 152 4.23 2.54
Total 464 3.59 2.51

En la figura | comparamos las distribuciones de frecuencias de la
puntuacion total en las dos universidades mediante graficos de cajas.
Podemos observar que el rango es mayor en las mujeres que en los
hombres, lo que significa que aunque las mujeres alcancen inferiores
puntuaciones en promedio, también obtienen las puntuaciones extremas; en
Granada algunas mujeres alcanzan la méaxima y minima puntuacion,
mientras que en Jaén, la puntuacion maxima es de algunas mujeres.
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Figura 1. Graficos de cajas de la puntuacién total segln universidades y género

Analisis de los conocimientos geométricos (comun y ampliado)

En la tabla 5 se muestra que las puntuaciones totales relativas al grado de
“correccion de la respuesta” indican una gran diferencia entre el
conocimiento comdn del contenido (puntacion media = 7,21) y
conocimiento ampliado del contenido (puntuacion media = 3,59). En la
tabla 6 se muestran las frecuencias absolutas (y porcentaje) de dicha
variable para los items tipo a (conocimiento comun del contenido).

Observamos que el item que resultdé mas dificil fue el 3a, relativo al
contenido “plegar y desplegar desarrollos”, en el cual se pedia identificar
los desarrollos correspondientes a un cubo: sélo el 25,2% de los estudiantes
contest6 de forma correcta a dicha pregunta. Errores frecuentes en este item
se refieren a no identificar los desarrollos B), D), F) entre los posibles, o
bien identificar como posible desarrollo el E (ver Anexo).

Mesquita (1992) observa que los desarrollos en cruz o en T, son
asociados con mas facilidad al cubo que los demas, por su regularidad y su
simetria, mientras que en los otros desarrollos las identificaciones de los
segmentos equivalentes son menos evidentes.
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Tabla 6
Frecuencia absolutas (porcentajes) de las respuestas a los items tipo a
(n=464)
- ftem
Grado de correccién 1a 22 3a 4a 5a
Correcto 425 290 117 277 418
(99,6) (62.5) (25,2) (59,7) (90,1)
igrrfe'i:;“e”te 3 77 193 19 4
(0,6) (16,6) (41,6) (4.1) (0,9)
Incorrecto 35 79 150 139 29
(7.9) (17,0) (32,3) (30,0) (6,3)
En blanco 1 18 4 29 13

0,2) (39 0,9 (6,3) (2,8)

En cuanto al item 2a relacionado al contenido “coordinar e integrar
vistas de objetos (dibujar un objeto en perspectiva a partir de sus
proyecciones ortogonales)” hemos identificados los siguientes tipos de
errores:

— Errores relativos a la técnica de dibujo utilizada para representar el

objeto: no se respetan las propiedades de la proyeccion utilizada.

— Errores en las proporciones: la forma global del objeto es correcta

pero hay grandes errores en las proporciones relativas de las partes
gue componen el objeto.

— Errores de coordinacién e integracion de las vistas: no consiguen

dibujar la forma global del objeto, dibujan un objeto por cada vista.

Se observa que la mayoria de los estudiantes dibujaron el objeto en
perspectiva caballera, que es muy frecuentemente utilizada en el dibujo de
los solidos en los libros de textos de primaria. En el contexto de formacion
de profesores sefialamos el trabajo de Malara (1998), que también destaca
dificultades de coordinacion de las vistas de un objeto tridimensional de un
grupo de profesores de escuela secundaria.

En el item 4a, relativo a la “composicion y descomposicion en partes de
un objeto tridimensional” la mayoria de errores fueron sobre la
interpretacién de la representacion plana del objeto: el estudiante interpreta
la representacion como un dibujo en si mismo sin ponerlo en relacién con el
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objeto que representa (el alumno “corta la representacion” y no el objeto
gue representa).

En la tabla 7 se presentan las frecuencias absolutas (y porcentajes)
relativas a los valores de la variable del grado de correccion de la respuesta
para los items tipo ¢ de conocimiento ampliado del contenido.

Tabla7
Frecuencias absolutas (porcentajes) de las respuestas a los items tipo ¢
(n=464)
Grado de item
correccion 1c 2¢c 3c 4c 5¢c

217 53 162 149 45
Correcto

(46,8) (11,4) (34.,9) (32,1) 9.7)

Parcialmente

correcto 20 114 121 116 43
4.3) (24,6) (26,2) (25,0) 9,3)
Incorrecto 215 264 136 154 298
(46,3) (57,1) (29,3) (33,2) (64,2)
En blanco 12 32 45 45 78

(2,6) (6,9 9,7 9,7 (16,8)

Estos resultados muestran muy pobre conocimiento avanzado
relacionado con la pregunta 2c (de coordinacién e integracion de las vistas
para formar un objeto) y 5c (generar un cuerpo de revolucion con eje
exterior a la figura). Resumimos los principales errores y dificultades
identificadas en dichos items. Por lo que se refiere al item 2c, observamos
que la mayoria de los errores identificados estan relacionados con la
dificultad de visualizar los cambios en las tres vistas de un objeto a partir de
la variacion de la estructura del objeto. Esta dificultad podria estar
relacionada con la incorrecta concepcion de que las tres vistas ortogonales
de un objeto definen de forma univoca un objeto tridimensional. Muchos
estudiantes afirman que cambiando parte de la estructura del objeto por lo
menos una vista tiene que cambiar (incorrecto en general y de manera
particular en el caso de la tarea propuesta).

En el item 5c los errores identificados van asociados a una concepcion
incorrecta de cuerpo de revolucion, como sélido generado por la rotacion de
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una figura alrededor de un eje Unicamente interior o tangente a ella. Una
posible causa de éste error puede ser las representaciones de los cuerpos de
revolucion en los libros de textos de primaria: se suelen representar las
figuras planas pegadas a barras que giran.

De forma general el conocimiento ampliado del contenido de estos
estudiantes puede ser calificado como insuficiente. Diferentes dificultades
van asociadas a la interpretacién de representaciones planas de objetos
tridimensionales. Estas dificultades pueden obstaculizar y a veces impedir
un procedimiento de tipo visual sobre el objeto. Pensamos que para un
futuro profesor de escuela primaria es importante no solo visualizar el
objeto sino también poder comunicar su forma con diferentes tipos de
representaciones planas, para desarrollar dicha habilidad en sus alumnos.

Reflexiones Finales

Con este trabajo se aporta informacion significativa sobre el estado de los
conocimientos de una muestra de futuros maestros en Educacion Primaria
acerca de la visualizacion de objetos tridimensionales (VOT). De esta
manera, se completa la informacién aportada en Gonzato, Godino y Neto
(2011) y Gonzato, Godino y Contreras (2011) y otros estudios previos sobre
la visualizacion y razonamiento geométrico en futuros maestros
(Fernandez, 2011).

En términos generales hemos desvelado importantes carencias en los
conocimientos de los futuros maestros que se estan formando actualmente
en Espafia en el marco del Plan de Estudios establecido en 2010 (MECD,
2007), de acuerdo con las directrices emanadas del Espacio Europeo de
Educacion Superior (Plan Bolonia). A pesar de que el Grado en Maestro en
Educacién Primaria ha incluido un cuarto afio (Io que ha supuesto pasar de
180 créditos ECTS a 240), esto no ha modificado sustancialmente el perfil
generalista y psico-pedagdgico de la formacion de maestros.

Rico, Gémez y Cafadas (2014, p. 58) informan que los resultados del
estudio TEDS-M muestran la necesidad de poner un mayor énfasis en los
temas de didactica de la matemética y proporcionar una mejor cobertura
para los temas de las matematicas escolares: esto deberia tenerse en cuenta
para el futuro en los niveles institucional y formador. En este trabajo se
aportan datos experimentales que sustentan estos analisis. Asi, la situacion
continda siendo claramente deficiente tras la implantacion de los nuevos
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programas basados en las directrices del Espacio Europeo de Educacion
Superior, al menos en lo que respecta al bloque de contenido de
visualizacion espacial.

Las tareas incluidas en el cuestionario (ver anexo) pueden ser usadas, no
solo para evaluar el estado de los conocimientos de los estudiantes en los
momentos iniciales o finales de la formacion, sino también como reactivos
de intervenciones formativas orientadas al desarrollo de tales
conocimientos. Tras la resolucién individual del cuestionario, se pueden
organizar sesiones de presentacion y discusion colectiva de las soluciones
aportadas, asi como de otras tareas relacionadas, lo cual creard las
condiciones para la reflexion y el estudio de los conocimientos implicados
en la visualizacién de objetos tridimensionales.

Desde el punto de vista metodoldgico, hay que observar que las
muestras han sido tomadas de manera intencional. Esto no resta
representatividad de los grupos en las universidades participantes, ya que
los estudiantes se distribuyen en los mismos de manera aleatoria, de tal
modo que es posible asumir su representatividad con relacion a las
universidades. Sin embargo, una mejora del estudio, en su faceta evaluativa
del estado de los conocimientos sobre VOT de los futuros maestros de
primaria, seria incluir una muestra mas amplia de universidades,
controlando explicitamente la distribucion aleatoria y representativa de las
muestras seleccionadas.

Como lineas de futuro trabajo dentro del problema de evaluacion de
conocimientos didactico — matematicos sobre visualizacidon espacial y su
didactica, y en el marco del modelo CDM (Godino, 2009), podemos
mencionar el disefio de items relativos a las facetas,

— Afectiva, esto es, conocimientos de los futuros maestros sobre
actitudes, motivacion, emociones y creencias y su influencia en el
aprendizaje de la geometria espacial.

— Ecoldgica, aspectos curriculares y conexiones con otros contenidos.

— Mediacional, uso de recursos tecnolégicos en la ensefianza de la
visualizacion de objetos tridimensionales.

Reconocimiento

Trabajo realizado en el marco de los proyectos de investigacion EDU2012-31869 y
EDU2013-41141-P, Ministerio de Economia y Competitividad (MINECO).
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Anexo

Cuestionario sobre visualizacién de objetos tridimensionales
(Cuestionario CDM-VOT)

TAREA1

1a) ¢Desde qué posicién se ha tomado cada una de las fotografias que ves a
la derecha?

1a”) Justifica la respuesta

1b) Identifica los conocimientos que se ponen en
juego en la resolucion de la tarea 1a).

1b”) Indica coémo cambiar el enunciado de la tarea
1a) para que resulte mas dificil de resolver por un
nifio de primaria.

1c) La siguiente figura muestra un edificio
dibujado desde el angulo frente-derecha.

Dibuja la vista del edificio desde atras. Justifica tu respuesta.
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TAREA?2

2a) Dibuja el objeto que tiene estas vistas.

ALZADOS

PLANTA

2a’) Justifica la respuesta.

2b) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la
tarea 2a).

2b”) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 2a) para que resulte mas
facil de resolver por un nifio de primaria.

2c) En la siguiente figura se representa una composicion de cubos y sus
vistas.

Alzado Perfil Planta

¢Puedes quitar o afiadir un cubo a la anterior composicion de manera que al
hacerlo se sigan manteniendo las mismas vistas? Justifica tu respuesta.

TAREA3

3a) Escribe cules de estos desarrollos corresponden a un cubo.

T S ; mE EE g .
E | | 1% s l——_l_: E
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3a’) Justifica la respuesta.

3b) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la
tarea 3a).

3b’) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 3a) para que resulte mas
facil de resolver por un nifio de primaria.

3c) Dibuja dos posibles desarrollos del sdlido representado en perspectiva en

la siguiente figura.

TAREA 4

4a) Como podemos partir este cilindro en 8 partes dando solo 3 cortes?

4a’) Justifica la respuesta.

4b) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la
tarea 4a).

4b’) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 4a) para que resulte mas
dificil de resolver por un nifio de primaria.

4c) Juntando dos piezas de un puzle se pueden construir nuevos solidos,
como se muestra en el ejemplo. Cada uno de los siguientes sélidos se forma
al juntar estas dos piezas. Para cada uno, muestra cobmo se construye,
rayando una de las piezas que lo compone.
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[ Piezas del pu_.zlc ’

TAREAS

5a) Haz corresponder cada figura plana con el cuerpo de revolucion que
engendra al girar sobre el eje sefialado.

5a”) Justifica la respuesta.

5b) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la
tarea 5a).

5b’) Indica como cambiar el enunciado de la tarea 5a) para que resulte mas
dificil de resolver por un nifio de primaria.

5¢) Dibuja la figura plana y el relativo eje de rotacion alrededor del cual,
haciendo girar la figura (de 360° 0 mas) se engendra el siguiente cuerpo de

revolucién.



