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Resumen

Aprender fracciones es un desafio matematico considerable del segundo ciclo de ensenianza basica.
Los estudiantes muchas veces usan, intuitivamente, sesgos y estrategias para la realizacion de
tareas como la comparacion de fracciones. En el presente trabajo, investigamos la variedad de
sesgos y estrategias usadas por 490 estudiantes de segundo ciclo bdsico para responder a una
tarea computarizada de comparacion de fracciones. Los resultados promedio indican la presencia
de un fuerte sesgo hacia razonar basados solo en los numeradores y denominadores de las
fracciones. Los resultados de un analisis de grupos complejizan esto, revelando que el
razonamiento sesgado es solo uno de al menos cinco diversos modos de razonar en la comparacion
de fracciones. Finalmente, argumentamos que el descubrimiento de estas diferencias entre grupos
de estudiantes es una contribucion tanto para la investigacion como para la prdctica pedagogica.
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Abstract

Learning fractions is one important mathematical challenge in middle school. Students often
intuitively deploy biases and strategies for tasks like fraction comparison. In the present work, we
investigated the variety of biases and strategies used by 490 middle schoolers to answer to a
computerized fraction comparison task. Average results indicate the presence of a strong bias
towards reasoning based on the fractions’ numerators and denominators only. Clustering results
enrich this picture by revealing that biased reasoning is only one of at least five distinct manners of
reasoning in the fraction comparison task. We argue that discovering these differences between
groups of students is a relevant contribution for both research and teaching practices.

Keywords: fractions, comparison, bias, strategy, reasoning.

INTRODUCCION

Un elemento importante de la competencia matematica es la capacidad para hacer un uso flexible de
los conceptos y procedimientos durante el razonamiento matematico, e incluso la ejecucion de las
operaciones aritméticas basicas esta sujeta al uso de una variedad de estrategias (e.g. Ashcraft,
1990). Estas estrategias pueden ser aplicadas por distintos estudiantes en diverso grado. En
ocasiones, ciertos estudiantes aplican estrategias incorrectas que reflejan problemas profundos de
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concepto, los cuales requieren importantes esfuerzos por parte de los educadores para su
identificacion y correccion. La relevancia de esta variabilidad en las concepciones y estrategias que
poseen los estudiantes crece en modo importante cuando éstos disponen de multiples
representaciones posibles, como es en el caso del aprendizaje de fracciones y nimeros racionales.
Los racionales pueden ser comprendidos como razones (ratios), operadores, cuocientes, o medidas,
entre otras posibilidades (Kieren, 1976). Se vuelve entonces necesaria, para un correcto aprendizaje
de las fracciones, la habilidad para distinguir entre las magnitudes de las fracciones como un todo
en si mismas y las magnitudes de los nimeros naturales que las forman (i.e. sus numeradores y
denominadores). Investigaciones con estudiantes en edad escolar muestran que esta distincion esta
muchas veces ausente (e.g. Gomez, Jiménez, Bobadilla, Reyes, y Dartnell, 2014), e incluso trabajos
con participantes adultos y con matematicos profesionales revela evidencia de una interferencia
entre ambos tipos de magnitud (Obersteiner, Van Dooren, Van Hoof, y Verschaffel, 2013;
Vamvakoussi, Van Dooren, y Verschaffel, 2012). Para estudiar el conflicto entre las magnitudes de
las fracciones y aquéllas de sus componentes, estos y otros estudios han utilizado tareas de
comparacion de fracciones en donde el concepto de congruencia juega un rol crucial. Decimos que
un par de fracciones (de ahora en adelante, un item) representa una comparacion congruente cuando
las magnitudes numéricas de la fraccion, del numerador y del denominador se maximizan todas en
la misma fraccion. Los itemes incongruentes, en tanto, son aquéllos en los cuales el numerador y el
denominador mayores son los que conforman la fraccion menor. En la Figura 1 se puede apreciar
ejemplos de un item congruente y uno incongruente. La idea de base detrds de esta nocion de
congruencia es la siguiente: la fraccion que uno seleccionaria como mayor, en el caso de fijarse so6lo
en las magnitudes de sus numeradores y denominadores, es la correcta en el caso de los itemes
congruentes y la incorrecta en el caso de los itemes incongruentes. Este patron (itemes congruentes
correctos e itemes incongruentes incorrectos) es exactamente el que se observa en ciertos estudios
con escolares (e.g. Gomez et al., 2014). Sin embargo, los andlisis realizados por estos
investigadores se enfocaron principalmente en los resultados promedio a nivel de grupo en lugar de
en las estrategias usadas por los estudiantes. En este articulo, presentamos los resultados de un
analisis de grupos (clustering analysis) realizado a los datos recolectados por Gomez et al. (2014),
buscando agrupar a los estudiantes de acuerdo a sus estrategias para comparar fracciones.

Figura 1. Ejemplos de pares de fracciones representando una comparacion congruente (izquierda)
y una incongruente (derecha). En el caso congruente, la fraccion mayor posee ademas
el numerador y el denominador mayores. En el incongruente, en cambio,
la fraccién mayor posee el numerador y el denominador menores.

METODO
Participantes

Quinientos dos escolares de 5°, 6° y 7° basico participaron en este estudio, pertenecientes a cinco
colegios de comunas periféricas del Gran Santiago.
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Tarea de comparacion de fracciones

La tarea consistio en 24 pares de fracciones que debian ser comparados, la cual fue presentada a los
estudiantes por computador. Siguiendo estudios previos en la materia (e.g. Obersteiner et al., 2013;
Vamvakoussi et al., 2012), los itemes se dividian en congruentes e incongruentes (doce de cada
uno). Junto a esto, dentro de cada categoria la mitad de los pares tenia una componente en comin
(numerador o denominador) mientras que en la otra mitad no habia componentes comunes a ambas
fracciones.

Los estudiantes tenian que responder, en cada item, cudl de las dos fracciones presentadas era la
mayor. Para esto disponian de un maximo de 10 segundos por item, después de los cuales el item se
consideraba omitido y el computador pasaba al item siguiente. No habia lapiz y papel disponible, y
se le indico a los estudiantes que, en caso de dudas, respondieran siguiendo su intuicion. Para mas
detalles sobre la tarea y la lista completa de itemes, referimos al lector a Gomez et al. (2014).

Analisis de grupos

Del total de estudiantes, descartamos a doce de ellos quienes se demoraron mas del tiempo
permitido en tres o mas itemes del total de 24. Para los otros 490 estudiantes, calculamos sus
porcentajes de respuestas correctas para cada uno de los cuatro tipos de item
(congruente/incongruente, con/sin componentes en comuin) y usamos estos puntajes para ejecutar
un algoritmo de agrupacion (k-means clustering; el lector interesado en conocer los detalles y
variantes de este algoritmo puede ver la revision publicada por Jain, 2010) para obtener k grupos de
estudiantes. Consideramos valores de & entre 2 y 10, eligiendo £ = 6 como la mejor solucion gracias
a un indicador calculado sobre la base de variables como porcentaje de varianza explicada y
desviacion estandar media de los grupos, entre otras.

RESULTADOS

La Tabla 1 presenta los resultados de la muestra completa. Para analizar los efectos de la
congruencia y de la presencia o ausencia de componentes comunes, utilizamos una regresion
logistica mixta donde consideramos la congruencia y la presencia o ausencia de componentes en
comun como factores fijos y a cada estudiante como un factor aleatorio. Esta regresion revel6 que el
efecto de la presencia o ausencia de componentes comunes no es estadisticamente relevante (odds
ratio = 0.06, X* de Wald = 1.13, grados de libertad = 1, p = .29), mientras que el efecto de
congruencia si lo es (odds ratio = 1.6, X* de Wald = 698.29, grados de libertad = 1, p <.0001). Mas
aun, la diferencia de puntajes entre los itemes congruentes e incongruentes fue distinta dependiendo
de la presencia o ausencia de componentes en comun (interaccion: odds ratio = 0.6, X> de Wald =
40.58, grados de libertad = 1, p <.0001). Los estudiantes obtuvieron puntajes del orden de 40% en
los itemes incongruentes independientemente de la presencia o no de un denominador o numerador
comun, y puntajes del orden de 70% y 80% para itemes congruentes que tenian una componente
comun o no, respectivamente. Estos resultados generales sugieren que la variable de congruencia
juega un importante rol en los resultados de los estudiantes.

Sin embargo, los resultados del analisis de grupos (presentados en la Tabla 2) muestran un
panorama bastante diferente. Lo primero que observamos, en linea con los resultados de la muestra
completa, es la presencia de dos grupos cuyas respuestas fueron altamente influenciadas por la
variable congruencia, los grupos A y E. Los estudiantes del grupo A respondieron, como se
esperaba, la gran mayoria de los itemes congruentes correctamente y la gran mayoria de los itemes
incongruentes incorrectamente. Los estudiantes del grupo E, en cambio, mostraron un patrén menos
marcado pero en la direccidon opuesta a la esperada y mostrada por la muestra completa (mayores
puntajes para los itemes incongruentes).
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El segundo mayor grupo fue el B, que reunia a los estudiantes que tenian los puntajes mayores si se
consideraba la tarea completa. Este grupo, sin embargo, presentaba una caida de alrededor de 20%
cuando debia comparar itemes congruentes sin componentes comunes. El grupo D presentaba un
patron similar de respuestas, pero con una caida mucho mas pronunciada.

El grupo C estaba compuesto por estudiantes que mostraban un éxito relativo para comparar
fracciones siempre que éstas tuvieran una componente en comun (numerador o denominador), pero
no sabian responder cuando las fracciones no tenian componentes en comtn. Finalmente, el grupo F
mostré un patron de puntajes bajo 50% para todos los tipos de item.

Tabla 1. Resultados promedio de la muestra completa, disgregados por tipo de item.

Congruente Incongruente Total
Con una componente comun 82 % 41 % 62 %
Sin componentes comunes 73 % 40 % 56 %
Total 78 % 40 % 59 %

Tabla 2. Grupos, sus tamafios, y puntajes de los estudiantes por cada tipo de item

Con una componente comun Sin componentes comunes
Grupo Tamaiio Congruente Incongruente Congruente Incongruente
A 245 93 % 4% 97 % 2%
B 84 94 % 94 % 74 % 93 %
C 48 84 % 67 % 57 % 55 %
D 43 89 % 94 % 18 % 96 %
E 38 20 % 85 % 15 % 90 %
F 32 38 % 25 % 48 % 29 %
DISCUSION

El analisis de grupos reveld diferencias importantes entre patrones de respuestas de los estudiantes
en nuestra tarea de comparacion de fracciones. Un elemento clave es que estos distintos patrones
reflejan distintos patrones de razonamiento para la comparacion de fracciones, constituyendo asi un
gran paso adelante respecto de analisis realizados en investigaciones previas que se enfocaron
solamente en los puntajes promedio de la muestra completa (e.g. Gomez et al., 2014).

La mayoria de los estudiantes (el grupo A, que contenia la mitad de la muestra total) compard
fracciones guiada por la congruencia de cada item, es decir eligiendo sistematicamente como la
fraccidbn mas grande aquélla con las mayores componentes. Este patrén de razonamiento era
esperado, dada la evidencia disponible con escolares y adultos (Gomez et al., 2014; Obersteiner et
al., 2013; Vamvakoussi et al., 2012). No obstante, un grupo mas pequefio (E, 8% de la muestra)
mostré un comportamiento opuesto, vale decir selecciond como la fraccion mas grande aquélla con
las componentes menores. Las respuestas de este Ultimo grupo, a pesar de no coincidir con lo
esperado en el contexto de la congruencia, estan en linea con los resultados reportados en un estudio
que entrevisto a escolares acerca de los métodos que usaban para comparar fracciones (Stafylidou y
Vosniadou, 2004).

Los grupos B y D (los cuales incluyen al 17% y 9% de la muestra, respectivamente) mostraron
patrones de puntajes similares, contestando alrededor del 90% correcto todos los tipos de item
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excepto aquéllos congruentes sin componentes en comun. Gomez et al. (2014) propusieron que este
patron puede originarse en una tendencia a seleccionar como la fraccidon mayor aquélla con el
denominador mas pequeio. Este método heuristico no es aplicable en los itemes donde las
fracciones tienen el mismo denominador pero, dada nuestra definicion de congruencia, responde
correctamente todos los itemes incongruentes e incorrectamente todos los itemes congruentes sin
componentes comunes. Asumiendo que los estudiantes responden los itemes con un denominador
comun usando una estrategia ad hoc, notamos que los puntajes de los estudiantes del grupo D se
alinean muy bien con esta heuristica. El grupo B, en cambio, puede ser descrito como presentando
un comportamiento mixto entre (a) responder correctamente todos los itemes y (b) una tendencia a
usar la mencionada heuristica del menor denominador. Una pregunta de gran interés para la
investigacion futura se relaciona con examinar cudn claramente distinguibles son los grupos B y D.
Es posible que ambos grupos compartan una base de raciocinio similar, fluctuando entre el uso de
las dos estrategias/heuristicas recién nombradas, variando solamente en las probabilidades de
activacion que asignan a cada una de ellas. Es también posible, alternativamente, que ambos grupos
difieran de modo cualitativo en su entendimiento conceptual de las fracciones o de la comparacion
de fracciones.

Los puntajes de los estudiantes del grupo C (10% de la muestra) nos indican que alcanzan relativo
éxito solo cuando comparan pares de fracciones que comparten un numerador o denominador
comln, y mas aun que en estos tipos de item muestran un claro efecto de congruencia. Estos
estudiantes parecen tener conocimientos basicos acerca de qué son las fracciones, lo cual les
permite razonar acerca de los itemes que comparten una componente, pero carecen del
conocimiento, procedimientos y las estrategias necesarias para enfrentar los itemes mas complejos.

Finalmente, el grupo F (7% de la muestra) exhibe un patron de respuestas dificil de interpretar en
ausencia de mas informacion. Es posible que el algoritmo de agrupacion haya formado este grupo
juntando a los estudiantes cuyos puntajes no eran identificables con los de ninguno de los otros
cinco grupos.

Al menos un par de los hallazgos obtenidos de nuestro andlisis ponen en duda la idea de que los
estudiantes en general sufren de un sesgo que los lleva a razonar de acuerdo a la variable de
congruencia, que es el modo como se habia interpretado los resultados de varios estudios previos.
Primeramente, la existencia del grupo E, donde las respuestas de los estudiantes apuntan en la
direccidon opuesta a la esperada a la luz de la congruencia. Segundo, los grupos B y D presentan
altos puntajes excepto en un tipo particular de item, que corresponde precisamente a un grupo de
itemes congruentes (aquéllos que no poseen componentes en comun). Estos resultados sugieren, al
menos, que un eventual sesgo hacia la congruencia no es en muchos casos la idea fuerza principal
del razonamiento de los estudiantes. El uso de estrategias o heuristicas especificas para la
comparacion de fracciones podria, a cambio, constituir una mejor explicacion para algunas de
nuestras observaciones. Los estudiantes del grupo A podrian estar respondiendo de acuerdo a una
regla de “componentes grandes, fraccion grande”; aquéllos en el grupo E de acuerdo a
“componentes chicas, fraccion grande”; y los del grupo D de acuerdo a “denominador chico,
fraccion grande”. Es todavia posible que la congruencia juegue un rol apreciable en este contexto,
explicando por ejemplo por qué el grupo A es significativamente mas numeroso que el E, o bien por
qué no se observa la presencia de un grupo similar a C donde los itemes incongruentes tengan
asociados mayores puntajes que los congruentes. Sugerimos al lector revisar un argumento
alternativo dado por Gémez y Dartnell (2015) que cuestiona la relevancia cognitiva del concepto de
congruencia en el marco de la comparacion de fracciones.
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VENTAJAS Y LIMITACIONES

En resumen, en este articulo hemos descrito en parte la gran variabilidad que hay en estudiantes de
segundo ciclo bésico en cuanto a las estrategias que utilizan para comparar fracciones. Queremos
hacer notar que la tarea de comparacion de fracciones fue capaz de mostrar una rica variedad de
posibles modos de razonamiento a pesar de su brevedad. En efecto, la tarea constaba de 24 itemes y
cada uno de ellos tenia un tiempo limite de 10 segundos, lo que significa que la duracion total del
test fue de aproximadamente 4 minutos. Como esta tarea fue presentada en computador, es posible
aplicarla en paralelo a grupos de estudiantes y simplificar la recoleccion de datos.

La aplicacion por computador del cuestionario, junto con la ausencia de lapiz y papel para ayudarse
y con el breve tiempo permitido para responder cada item, contribuyen de modo importante a sacar
a la superficie las intuiciones basicas que los estudiantes tienen acerca de las fracciones. En este
contexto, los estudiantes deben responder en modo espontaneo y sin recurrir a algoritmos escritos.
Sin embargo, esta ventaja conlleva una limitacion: este formato de tarea puede presentar
complicaciones mayores para los estudiantes con baja memoria de trabajo (el lector interesado en
conocer un ejemplo de investigaciéon que muestra la relacion de la memoria de trabajo con el
calculo mental puede revisar Alsina y Saiz, 2004), quienes se beneficiarian de tener lapiz y papel al
menos para poder escribir resultados intermedios. No se sabe tampoco cuéanto afecta este formato de
tarea a los estudiantes con un cierto grado de ansiedad matematica. Una revision de la literatura
conducida por Ashcraft y Krause (2007) muestra que tareas de dificultad mediana o alta, como es el
caso de la comparacion de fracciones en un caso general, inducen resultados mas bajos en personas
con ansiedad matematica. Un tema de interés para la investigacion futura consiste, por tanto, en
determinar como se comparan los resultados en comparacion de fracciones usando el formato de
tarea aqui presentado o usando uno tradicional de papel y lapiz.

IMPLICANCIAS

La posibilidad de descubrir, al menos indicativamente, los distintos patrones de razonamiento que
los estudiantes aplican para comparar fracciones tiene relevancia tanto para efectos de la
investigacion en Educacion Matematica y aquélla en Neurociencia del aprendizaje matematico,
como para la préctica pedagogica. En las siguientes secciones, describimos brevemente los
beneficios que un enfoque como el utilizado en este articulo podria tener para estas areas.

Para la investigacion cualitativa en educacion matematica

Un gran nimero de investigaciones en Educacion Matemadtica utilizan una metodologia cualitativa,
donde el uso de entrevistas guiadas o procedimientos de pensamiento en voz alta (think aloud) es
muy comun. Estos estudios aportan elementos importantes desde el punto de vista del
entendimiento del razonamiento explicito que los estudiantes realizan, pero requieren una alta
inversion en términos de tiempo y de recursos materiales y humanos para la realizacion de las
entrevistas y su posterior andlisis. En este contexto, un cuestionario de simple y breve aplicacion
que permita obtener una indicacion preliminar acerca de las estrategias y modos de pensamiento de
un gran numero de estudiantes permitiria al investigador seleccionar en un modo mas dirigido a un
subconjunto de ellos para la realizacion de una entrevista en una sesion posterior. Esta idea
permitiria al investigador, a su vez, seleccionar a los entrevistados en modo balanceado desde los
distintos grupos revelados por el anélisis de grupos, con la ventaja de poder obtener un muestreo
mas variado de entrevistados y ademas llegar mas facilmente a los grupos minoritarios.
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Para la investigacion en neurociencia del aprendizaje matematico

En afios recientes ha surgido un creciente interés por estudiar como la mente y el cerebro humanos
logran hacer matematicas. Muchos de estos estudios utilizan métodos tecnoldogicamente avanzados
como la electroencefalografia (EEG) y la resonancia magnética funcional (functional magnetic
resonance imaging, TMRI). Sugerimos al lector interesado en saber mas acerca de estas técnicas
revisar el libro de Maestli Unturbe, Rios Lago, y Cabestrero (2007), y los articulos de Barraza,
Gomez, Oyarzin, y Dartnell (2014) y de Ischebeck, Schocke, y Delazer (2009) para ejemplos de
investigaciones sobre fracciones que utilizan estas técnicas.

La validez de los resultados obtenidos a partir de estos métodos depende del grado en que se
cumpla una suposicion crucial, a saber el que los participantes de un estudio resuelven un problema
matematico en cuestion usando los mismos procesos mentales. En el caso de la comparacion de
fracciones, sin embargo, observamos que los estudiantes aplican muy diversas estrategias a pesar de
presentarseles la misma tarea. Es por tanto necesario que se chequee que los participantes de
estudios futuros, especialmente en el caso de trabajar con escolares o con adultos no expertos
matematicos, tengan un minimo nivel de homogeneidad respecto a sus estrategias utilizadas. En el
caso del trabajo sobre fracciones, esto podria lograrse a través de la aplicacién de una tarea breve
como la presentada en este articulo.

Para la practica pedagogica

Un elemento critico para facilitar la interaccion de ensefianza y aprendizaje en el aula es el uso de
metodologias de evaluacion cuyo objetivo sea, mas alla de generar un indice de logro o no-logro,
proveer informacion para la practica pedagdgica (Pegg, 2002). Un enfoque como el presentado en
este articulo podria ser util para esto, no s6lo en el contexto de la comparacion de fracciones. Un
cuestionario breve, pero construido para la deteccion de ciertos errores basicos, puede permitir al
docente descubrir grupos de estudiantes que comparten ciertas concepciones erradas. Este
conocimiento adicional permite aumentar el conocimiento pedagogico del contenido del docente
(e.g. Vergara Diaz y Cofré Mardones, 2014), por cuanto le puede ayudar a comprender las fuentes
que causan las respuestas incorrectas. Asimismo, este conocimiento posibilita el disefio de una
estrategia pedagogica adecuada para cada tipo de concepcion errada, por ejemplo a través de la
seleccion de ejemplos adecuados para su resolucion en el aula, que pongan en evidencia por qué
cierta estrategia (e.g. “denominador chico, fraccion grande” en el contexto de la comparacion de
fracciones con diferentes numeradores y denominadores) no siempre es valida.
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