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Resumen

Las transformaciones que sufre un saber en su introduccion y tratamiento a través de instrumentos tecnolégicos
pueden dotarlo o hacer que pierda significados. Considerando que mediante la visualizacién con tecnologia es
posible propiciar la generacion de argumentos de presentacidn y justificacion para la resignificacion de un objeto
matematico, en esta investigacion nos propusimos identificar cudles son los argumentos y significados que
estudiantes de nivel superior construyen sobre la Serie de Taylor, en su interaccidon con un Sistema de Cdlculo
Simbdlico, con el fin de recabar elementos que permitan sugerir consideraciones didacticas para su tratamiento
escolar en vias de su resignificacion. Se empled como metodologia la ingenieria didactica en el disefio y
experimentacion de actividades, desarrolladas mediante calculadoras graficadoras. La perspectiva tedrica de la
génesis instrumental permitié explicar la integracién tecnoldgica del estudiante para construir conocimiento
matematico.
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INTRODUCCION

En el trabajo de Marcolini y Perales (2005) se menciona que el tratamiento de la Serie de Taylor
en el aula, se ha enfocado mas en asuntos de convergencia y lo analitico del calculo que en las
ideas germinales de su génesis, provocando carencia de significado por parte de los estudiantes.
Para realizar un cambio en la presentacién de la Serie de Taylor se requiere centrarse en las
ideas propias de su génesis y el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional, pues como
estos autores afirman, construir significados sobre la Serie de Taylor precisa del desarrollo de
nociones, ideas y estrategias variacionales, tales como la nocidon de cambio y de variacion,

practicas de prediccidn y estrategias como la diferenciacion sucesiva de una variable continua.
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Aparicio y Cantoral (2006) dan evidencia que un aspecto importante para la construccidon de
conocimiento matemadtico referente al Calculo, es la generacidon de argumentos discursivos,
gestuales y visuales de tipo variacional por parte del estudiante. En diversos trabajos (Sanchez,
2006; Cantoral y Mirdn, 2000), se ha observado que a través del uso de tecnologia es posible
que el estudiante genere argumentos graficos, algebraicos o numéricos al tiempo que desarrolla
nociones y estrategias variacionales, propiciando el entendimiento y resignificacion de los

conceptos y procesos del Calculo.

Inmersa en lo anterior, estd la idea que para la construccion de conocimiento matematico se
hace necesario que el estudiante sea capaz de representar un concepto matematico en por lo
menos dos registros distintos de representacién semidtica, de tratar esa representacion en un
mismo registro y de convertir esas representaciones de un registro a otro, tal como refieren
Duval (1999) y D’Amore (2005). Una actividad matematica que favorece llevar a cabo esas

acciones es la visualizacion de los conceptos matematicos (Cantoral y Montiel, 2003).

Por otro lado, la introduccion de instrumentos tecnolégicos en el aula trae consigo
transformaciones en la presentacion y tratamiento de los objetos matematicos. Esas
transformaciones pueden ocasionar pérdidas de significado o bien, pueden dotar de significados
al concepto matematico: este fendmeno didactico es conocido como transposicidn informatica.
El objetivo de este trabajo fue generar argumentos de presentacidn y justificacién, mediante la
visualizacion de la Serie de Taylor a través de tecnologia. Prestando atencidn a dicho fendmeno
didactico, la intencion fue identificar cuales son los significados que construian los estudiantes
sobre la Serie de Taylor al interactuar con un medio tecnolégico, en este caso, con calculadoras

graficadoras.

En su objeto de estudio, la génesis instrumental trata de entender la forma en que un artefacto
tecnoldgico se va incorporando al conocimiento matematico de un estudiante, convirtiéndolo
en un instrumento de aprendizaje que media su actividad y lo incorpora orgdnicamente para
hacer matemadticas. Esta perspectiva orienta la discusion del papel que juega el uso del

instrumento en el conocimiento matematico y el desarrollo de los instrumentos mismos
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(Brisefio, 2008). Asi, “la resolucion de actividades de visualizaciéon” serd el puente que
favorecera la transformacidn artefacto-instrumento. Por tal motivo, partimos de la hipdtesis de
gue a través de actividades de visualizacion el estudiante integrard ese artefacto tecnoldgico
como un instrumento de aprendizaje, para generar argumentos visuales y discursivos sobre la
Serie de Taylor.

METODOLOGIA

Consideramos un disefio experimental para verificar nuestra hipotesis y, para ello, utilizamos la
ingenieria didactica como metodologia de investigacion y para el disefio, implementacion vy

analisis de resultados de actividades de experimentacidn.

Analisis preliminar
Este analisis se enfocd en la evolucion de la Serie de Taylor, su estructura conceptual y sus

modelos de analiticidad (Cantoral, 2001).

En la época que emerge un programa de matematizacién de los fendmenos que buscaba
modelar, anticipar y predecir fendmenos naturales con el respaldo matematico, Taylor presenta
su serie con el fin de estimar el valor de una ordenada a partir del conocimiento de otra que se
encuentre ubicada en sus proximidades (Cantoral y Farfan, 1998; Cantoral y Farfan, 2004;

Cantoral, 1995).

Desde la perspectiva de Cantoral (2001) la idea germinal que destaca en la Serie de Taylor es la
nocion de prediccion de los fendmenos naturales de flujo y lo analitico en el Célculo. En su
trabajo se mencionan modelos de lo analitico que representan los diversos esquemas
paradigmaticos asociados a la Serie de Taylor en distintos contextos y momentos histéricos. Para
el presente trabajo, nos hemos centrado solamente en tres modelos: el modelo de prediccién

paramétrica, modelo de regularidad binomial y el modelo de aproximacidon polinomial.

Analisis a priori
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El disefio experimental consistié en cuatro actividades, las cuales se presentan a continuacion

indicando el propdsito de cada una.

1. [Cohete] Al lanzar un pequefio cohete para observaciones meteoroldgicas se tomaron
mediciones de la posicién del cohete con respecto al tiempo, desde que se lanzd hasta ocho
segundos después (actividad adaptada del trabajo de Zaldivar, 2006). Los datos recabados

se presentan en la siguiente tabla:

Tiempo (t) Distancia (s)
0 0
5.3125
6
4.1875
1.5625
5
14.4375
8 32

N oo ol W N -

Tabla 1. Datos de la posicion del cohete en funcidn del tiempo

i Construye la grafica de la funcion posicién.
a. ¢En quéintervalo de tiempo el cohete recorre mayor distancia?
b. ¢éEn qué intervalo de tiempo el cohete tuvo un desplazamiento mas rapido?
c. ¢Cual es la posicion en el segundo 97
ii.  Construye una tabla en la que registres lo siguiente:
a. Losincrementos de la variable tiempo (At)
b. Los incrementos de la variable posicidn (As)
c. Razén de cambio de la posicién con respecto al tiempo
iii. Construye la gréfica de la razén de cambio de la posicién con respecto al tiempo.
a. ¢Qué concepto fisico representaria la grafica que realizaste, con respecto a la
grafica de la funcidn posicion?

b. ¢En qué intervalo de tiempo el cohete cambia de direccion?
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c. ¢Cudl es la velocidad inicial? Y ¢ Cudl es la velocidad minima que toma el cohete?
iv.  Si calculas nuevamente las razones de cambio de la funcién que representa la velocidad
¢Qué concepto fisico representa la nueva grafica con respecto a la anterior?
Propdsito: Este ejercicio tenia dos intenciones: 1) inducir la instrumentalizacion de la
calculadora, es decir, que los estudiantes conozcan sus esquemas de uso y 2) que los estudiantes
tengan un acercamiento a las nociones, ideas y estrategias variacionales que son necesarias
para comprender la Serie de Taylor, como por ejemplo la prediccion y la estrategia de

diferencias finitas de variables.

2. [Particula] Una particula cambia de posicidn de manera inconstante, su posicién varia con
respecto al tiempo, de manera que su comportamiento lo modela la funcién . Asi en el
tiempo la particula se encuentra a 2 unidades sobre el eje , es decir S(4)=2. La
representacion grafica de la funcién de la posicion de la particula se presenta a

continuacion:

a. Conociendo realiza una aproximacién para predecir la posicidn de la particula en .

3. [Diferencias] Si denota la diferencia de .

So
Asy
sy A%s,
Asy
S5 Ats,
A3s,

I_ A%s,

As, Ads,
1 [

Asy
]

a. Completa los espacios vacios y calcula

b. Propdn un método general para predecir valores a partir de un valor conocido
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4. [Polinomios] De los siguientes polinomios considera los que creas conveniente operar para

aproximarte graficamente a la funcién

dividir los polinomios entre si o bien, multiplicar por un escalar).

en el punto . (Nota: puedes sumar, multiplicar o

3

(x—1)

6x +6

x—1)

3x?+6x -2

Propésito: En los ejercicios 2, 3 y 4 se tenia otra intencionalidad: 1) inducir la instrumentacién

tecnolégica en el estudiante, es decir, la calculadora ird conduciendo al estudiante a la

apropiacion de esquemas de accion instrumentada y 2) generar argumentos de presentacion

(Castillo, 1993) y de justificacion sobre la Serie de Taylor. Se esperaba que los estudiantes

pongan en juego las ideas inmersas en la construccién de la Serie, como por ejemplo la

prediccién, la suma deliberada de polinomios, el comportamiento grafico, el reconocimiento de

patrones y la aproximacion.

Experimentacion

Para la implementacion de las actividades experimentales, se trabajé con un grupo de seis

joévenes universitarios de la Facultad de Matematicas de la Universidad Auténoma de Yucatan,

con edades entre 19 y 20 afios, quienes ya habian aprobado tres cursos de calculo.

Analisis a posteriori

En esta etapa se analizaron los resultados obtenidos de la experimentacidn y se contrastaron

con los resultados que se esperaban del analisis a priori, lo cual se presenta brevemente en el

siguiente apartado.

RESULTADOS Y DISCUSION

De los resultados obtenidos hemos rescatado dos elementos importantes:

1) Ellenguaje variacional que los estudiantes utilizaron

2) Los argumentos generados asociados a la serie de Taylor
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Lenguaje variacional

Las ideas, nociones y estrategias variacionales identificadas en los resultados son: la nocién de
variacion, la aproximacion, la estrategia de diferencias finitas de variables, el reconocimiento de
patrones, el transito entre registros de representacion y la prediccién. Se presentan algunas a

continuacion:

Estrategia _de diferenciacion finita de variables. Esta estrategia fue utilizada para obtener los

valores de las razones de cambio de la funcién posicién del cohete y para predecir estados

anteriores y posteriores en los ejercicios “Cohete”, “Particula” y “Diferencias”.

Por ejemplo, en el ejercicio del “Cohete” se solicitaba al estudiante estimar la posicion de éste
en el tiempo , la tabla proporcionaba valores en el intervalo de tiempo (0,8) por lo que el

estudiante se veia en la necesidad de predecir.

Fiv Fzr Fzw F4 FE Favr F? FB Fiv Fzw Fzw L1 FE 153 F?r FB
Flr*-:hTEmﬁF Edit DeshT ¥ TFunc, Est,dTReCal-:T Hr‘-:hTGr‘dF Edit ii=s-.=;??T ¥ TFunc. EsLdTReCalcT
coh |A E C [u] E F =0 |A E C 0 E F

4 3[4.1875[-1.813] -2.5| 2.125 1 o]

] 4 2|-2.188] -.375] 2.125 2 1 1

[ S[1.5625[-.4375] 1.75| 2.125 3 |1.4142].41421(-. 5858

T [ S|3.4375] 3.875] 2.125 4 |1.7321].317584(-. 0964 ). 48941

2 7l14.438[3. 4375 G.) 2.125 S 2] 26795 -, 04939], 04643(-. 4429

9 2 32[17.563] 8.125] 2,125 & |2.2361].23607(-.0319].01801[-. 0285

1@ =l ra
E10: E1 :

AIN EAD AUTO FUNC [EAIZ EAD AUTO FUNC

Imagen 1- Estrategia de diferencias finitasimagen 2- Estrategia de diferencias finitas

utilizada para predecir la posicién del cohete enempleada para predecir la posiciéon de la

el tiempo particula en el tiempo

Prdctica de prediccion. Esta practica fue observada al tratar de aproximarse a una posiciéon

desconocida en los ejercicios del “Cohete”, “Particula” y “Diferencias”. Por ejemplo, para
predecir la posicién del cohete en t=9, un estudiante comentd lo siguiente: Podemos hacer
como una formulita, como son diferencias entonces x niumero, menos el tultimo numero da 2.25 y

luego ir regresando.
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x»3.|13=2<|LX

Fiw Fzw Fzw Fy4 FE [ Frw FB
FIr“c,hTGr‘dP Edit|Desh| # TFunc. EsthReCalc.T x= 11131 ¥.zs
cohlA E C D E F x = \0-3

4 3|4.1875]-1.813] -2.5] 2.125 )

5 4 2|-z.1g8] -.3r5| 2.125 X- 13365 =103

3 5|1.5625]-.4375] 1.75] 2.125 X2 1003 4 19.5¢3

7 3 S|3.4375] 3.875] 2.125

) 7|14.438[9. 4375 6.] 2.125 x= 97.%63

] ] 32|17.563] 8.125] 2.125

10 E X -3z z 27863
Ei0: K:Zz,ﬁ.‘zcz
AN EaD AUTO FUMNC !

xz54.463

Imagen 3- Prediccién de la posicion del Cohete en el tiempo t=9 utilizando la

estrategia de diferencias finitas hacia atras.

Este estudiante denoté con la letra cada valor que debia estimar para poder llegar a predecir la
posicion en el segundo 9. Utilizé las diferencias que ya habia realizado en su calculadora y se

dispuso a ejecutar el proceso inverso de las diferencias, es decir:

Como entonces
Luego, como entonces

Y finalmente como entonces

Asi, el estudiante concluyd que la posicion del cohete en es 59.863, ésta fue su prediccién.
Otro estudiante, por su parte, utilizé el teorema del valor medio para predecir la posicién de la
particula en , con el cociente . La instruccion del ejercicio era que conociendo prediga la

posicién en .

Como la trayectoria de la particula sigue a la funcion entonces . El estudiante denoté con a al
valor de tiempo cuya posicidn si conocia, es decir , también denotd con b al valor que deseaba
predecir, o sea, . De aqui se obtiene que , por tanto sustituyendo todos los valores en la férmula

obtuvo:

Después, realiza un despeje para estimar el valor que desea predecir: lo cual difiere
aproximadamente en 0.079 del valor exacto. Es importante enfatizar las nociones que este

estudiante implicé en la resolucién del ejercicio, se observa la nocion de derivada como
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pendiente de una recta tangente a una curva, la nocién de aproximacion y de prediccion, eso sin

mencionar que casi comienza a construir la serie de Taylor con este argumento.

Argumentacion sobre la Serie de Taylor

Tal como se esperaba se generaron los argumentos mencionados en la metodologia en cada

ejercicio (describimos algunos brevemente):

Argumento_algebraico-numérico (ejercicio de las “Diferencias”). La expresion que obtuvo un

estudiante con su desarrollo es la siguiente:

Procedamos a expresar en términos de apoyandonos del siguiente arreglo:

De lo anterior podemos observar que:

Entonces:

(1)

Por otro lado, podemos observar que:

Entonces:

(2)
Continuando este proceso obtendremos que:
(3)

Asi como, (4)

Sustituyendo 1, 2, 3 y 4 en la expresidn que el estudiante construyd, obtenemos:
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Es bastante evidente el desarrollo binomial tanto en la Ultima expresién como en las anteriores.
Si se extiende este procedimiento y se realizan los cambios de variable necesarios se obtiene la

Serie de Taylor.

Argumento grdfico-algebraico (ejercicio de los “Polinomios”). Se generaron dos tipos de

resultados concernientes a la nocién de “aproximacion” que cada estudiante concibid:

1. Aproximacidon puntual: Algunos estudiantes se dieron a la tarea de realizar una
aproximacion de la funcidn especificamente en el punto .

T Tov T F2 & FEw [ TET[F7 T
'E Zoom|TrazalRedib|Mat|Dib)- f i3

[\

=

A FAD ALTD FLNC I0CUF |
Imagen 4- Aproximacion puntual

2. Aproximacion global: Otros estudiantes realizaron una aproximacidon global, es decir,

intentaron construir una expresion polinomial cuya grafica fuera casi la misma que la

grafica de .
e ezoon[Edit] v [TodosEstilolt . - e [zoon|TrazalRedib Mat Db« & F: | e znon[TrazalRedibMat|Dibl« & [ |
‘E‘JREFLIIQ)S(' T HT L KT L
ll=xS +3-x2-2x+ 1
ulz=1 +[3 %2+ 6% - 2] (v - 1)+ 6%+ 6'(?

glé=
13 OO=3 % 2+b%x—2+ (x—13*3+3 %,
LUtz BAD AFROR FUNC (W FRAD HFROR FUNC T0iE FAD APROR FIRE

Imagen 5- Aproximacion global

Cualquiera pensaria que estos procesos fueron realizados “al tanteo”, sin embargo en ellos
intervienen procesos cognitivos para construir con éxito la funcién correcta y junto con la

integracion tecnoldgica, el estudiante pudo realizar acciones y estrategias como la integracion
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de registros de representacion, la observacidn del comportamiento grdfico, la toma de
decisiones para la eleccion adecuada de los polinomios propuestos y de los escalares para
alargar o comprimir la grafica segun fuera conveniente, la operacion grdfica de funciones y sobre

todo que construyeron expresiones equivalentes a la Serie de Taylor.

CONCLUSIONES

Por medio de sus argumentaciones, los estudiantes desarrollaron estrategias para aproximarse a
la posicién de un objeto en movimiento o al valor de una funcion, logrando construir
significados sobre la Serie de Taylor relacionandola con una herramienta de prediccién. Por
tanto, un elemento importante para resignificar la Serie de Taylor es enmarcar las actividades en
un cuadro de prediccion continua, en el que la construccion matematica del estudiante gire en
torno a esta practica, una recomendacion es basar esa predicciéon en la aproximacion. Otro
elemento es propiciar la aproximacion como una practica mas que una estrategia, como es el
caso de la aproximacidn polinomial inmersa en el ejercicio de los “Polinomios”.

La integracidn tecnoldgica instrumentada en la practica del estudiante, las actividades de
visualizacion de la Serie de Taylor y el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional
favorecieron la generacidon de argumentos que construyeron distintos significados sobre la Serie.
Esto nos lleva a constatar que el cambio en la presentacion del objeto matematico (de papel/
lapiz a instrumentos tecnoldgicos) enriquecié y dotd de significados a la Serie de Taylor. Se
considera la argumentacion a través de tecnologia el elemento principal para la resignificacion

de la Serie de Taylor.
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