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Resumen

El articulo comienza presentando algunas reflexiones y perspectivas acerca de la llegada de las
tecnologias de lainformacion y la comunicacion (TICs) al &mbito educacional. Se efectida una bre-
ve comparacion con lo que significo la llegada del cuaderno a la escuela, en términos de cambios
en el cotidiano escolar. Se considera, también, la presencia de las TICs en la escuela desde una
perspectiva social, alertando acerca de la necesidad de una alfabetizacidn tecnoldgica y conside-
rando el acceso a las mismas como un derecho. Se plantean preguntas, desde mdltiples perspecti-
vas, tendientes a provocar una reflexién en torne a lo que significa la incorporacién de nuevas
tecnologfas en el contexto escolar ya subrayar la necesidad de investigacidn en este tema. Poste-
riormente, el articulo profundiza un aspecto en particular, vinculado con lo epistemoldgico: el
papel de la tecnologia computacional en el modo en que los estudiantes abordan cuestiones ma-
tematicas y construyen conocimiento. Se presenta y analiza en detalle un ejemplo que muestra el
desempefio de dos estudiantes universitarios en el transcurso de una actividad matemdtica desa-
rrollada en un ambiente computacional. Se examina el episodio como ejemplo de un colectivo pen-
sante particular y como evidencia de que la computadora, impregna y reorganiza el pensamiento
matemadtico de los estudiantes.
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Abstract

The article begins presenting some reflections and perspectives
about the arrival of the information and communication techno-
logies (ICTs) to the educational environment. A brief comparison
is made with the arrival of the notebook to the school, conside-
ring the changes that it brought into the daily of the school.
Social perspectives regarding the presence of the ICTs in the
school are also considered, mainly, the need of a technological
literacy (technoracy) and the access to technology as a right.
Questions are posed to provoke a reflection about what means
the incorporation of new technologies in the school context and,
to underline the need of further research on this topic. Later on,
the article deepens on an epistemological aspect; the role of the
computer technology in the ways the students approach mathe-
matical problems and construct knowledge. An example that
shows two university students’” mathematical productions in a
computational environment is presented and analyzed. The
episode fs examined as an example of a particular thinking co-
llective and as evidence that shows how the computer impreg-
nates and reorganizes the students” mathematical thinking.
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Introduccién.

Reflexiones y perspectivas

acerca de la llegada de

las tecnologias de la informacién

y la comunicacién (TICS)

al dmbito educacional
Elempleo de TICs, principalmente computadoras
y calculadoras, en la ensefianza y aprendizaje de
la Matemadtica ha sido, y continda siendo, motivo
de debate en los distintos niveles educativos. Por
un lado, es frecuente que el uso de computadoras
(incluyendo aquiInternety software multimedia)
sea considerado poralgunos como positivo y pro-
puesto como una necesidad de agiornamiento de
la escuela en los tiempos modernos. Por otra lado,
hay quienes opinan que el empleo de la compu-
tadora o la calculadora impide que el alumne ra-
zone e indican que antes de utilizarla los alum-
nos deben primero manejar los contenidos ma-
temdticos. Sin embargo, pocos cuestionarian que
un alumno utilice [dpiz y papel para resolver un
ejercicio matematico, sin percibir, quizds, quesu
raciocinio y su propia produccién matemdtica es-
tén mediados por los dispositivos que emplea
para desarrollarlos. Es interesante echar un vis-
tazo al pasado yver qué ocurrid cuando el cuader-
no, un dispositivo que hoy nos resulta tan fami-
liar, arribé a la escuela argentina.
Gvirtz (1999) sefiala que durante la década del
80, en el siglo XIX, se registraron las primeras
discusiones respecto del uso del papel en la es-
cuela argentina. Esas discusiones surgieron en
una época en gue el papel dejaba de ser un lujo
debido a su costo y escasez. Por esas causas el
aprendizaje de la escritura utilizando el papel
estaba reservado inicialmente para los afios su-
periores de la escolaridad. Asi se iniciaron las
polémicas entre los pedagogos reformistas que
proponian elempleo del papelen la escuelay los
defensores de la pizarra (tanto del pizarrén de
pared como de las pizarritas portatiles que cada
alumno posefa). Ademds de los motivos econé-
micos existian debates en torno al desarrollo de
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cianes que las te

la motricidad fina necesaria para escribir en pa-
pel, la cual estarfa ausente en los nifios peque-
fios, o las cuestiones de higiene y cuidado en la
presentacion de los cuadernos escritos en tinta,
en los cuales los errores cometidos no pedrian
ser borrados sin dejar marcas de suciedad, etc.
En elmarco de esas discusiones, en 1920, el cua-
derno llegd a las aulas argentinas, no sin antes
haber librado una dura batalla con la pizarrita
portdtil de nuestros bisabuelos. Cuando los cua-
dernos arribaron a la escuela, en los pupitres
comenzd a haber tinteros que cada mafiana eran
provistos de tinta por los perteros; las manchas
en los delantales blancos de los nifios descuida-
dos aumentaron el uso de productos quimicos
para eliminarlas y la piedra pomez era el medio
mas eficaz para limpiar las manos entintadas.
Posteriormente la invencidn de las lapiceras
esferograficas resolvieron algunos de esos pro-
blemas. Con la popularizacién del cuaderno la
vida cotidiana dentro y fuera de la escuela cam-
big. ¥ tales cambios se extendieron también a la
actividad delalumno. La llegada del cuaderno en
Argentina estuvo fuertemente vinculada al mo-
vimiento de la llamada escuela nueva que reco-
mendaba el uso del cuaderno tinico de clase como
elemento organizador de la labor escolar {Gvirtz,
1999). El cuaderno se constituyé en el registro
diario y cronolégico de toda la actividad escolar
y se transformd también en el nexo entre la es-
cuela y la familia: los padres podian acompanar
el progreso de sus hijos a través del cuaderno.
Gvirtz afirma: “El cuaderno no es un mero soporte
fisico [...] es, por el conirario un dispositivo cuya
articulacion genera efectos: en términos mds con-
cretos, el cuaderno constituye, junto con otros ele-
mentos, un estructurante de la dindmica del au-
la” (Gvirtz, 1999: pp.160).

En otros términos su uso no puede ser visto co-
mo un simple cambio de tecnologia para el re-
gistro de las actividades escolares, sino como un
reorganizador de la vida en el aula. Esta idea de
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recrganizacion también esta vinculada con eluso
de las TICs y serd retomada mds adelante.

Entre todos los aspectos relacionados con la lle-
gada del cuaderno a la escuela, quisiera resaltar
dos deellos afin de realizar una comparacién con
el arribo de las TICs al contexto educacional. EL
cuaderno llega cuando el costo del papel se tor-
na accesible y de la mano de una reforma cu-
rricular. En relacién a la computadora puede de-
cirse que ocurrié lo mismo en el aspecto econd-
mico, aungue no se produjeron refarmas curri-
culares sistemdticas que integraran el uso de la
misma en las actividades propias de cada disci-
plina escolar de modo a optimizar su potenciali-
dad educativa.

El brevisimo relato sobre el cuaderno en la escuela
argentina nos sirve para reflexionar acerca del
hecho gue la llegada de nuevos actores tecnold-
gicos alambito educacional, en cualgquiera de sus
niveles, genera debates, polémicas, rechazos o
posiciones dicotdmicas. Sin embargo, entre la
postura que asume que la computadora puede ser
perjudicial para los alumnos y aquella que supo-
ne que su sola presencia puede mejorar la ense-
fianza, deberfamos buscar perspectivas que su-
peren esa dicotomia reduccionista. Es necesaria
una mirada que, sin trivializar aspectos pedage-
gicos, los trascienda para poder contextualizar
la problemdtica de las TICs en el contexto educa-
tivo desde una perspectiva que contemple tam-
bién el aspecto social. S entendemos, como Bor-
ba & Penteado (2001), que el acceso a la infor-
mdtica es un derecho ya hemos dado un paso al
frente. Es necesario que los estudiantes accedan
a una “alfabetizacién tecnolégica”, integrando
las TICs en actividades esenciales tales como:
leer, escribir, comprendery componer textos, in-
terpretar graficos, contar, desarrollar nociones
espaciales, resolver problemas, etc. Cabe citar
aqui las palabras de Borba & Penteado, quienes
afirman que: “... el acceso a la informdtica en la
educacion debe ser visto no apenas como un dere-
cho, sino como parte de un proyecto colectivo que
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prevé la democratizacion de accesos a tecnologias
desarrolladas por esa misma sociedad. Es de estas
dos formas que lainformdtica en la educacion debe
ser justificada: alfabetizacion tecnoldgica y dere-
cho al acceso” (Penteado, 2001: pp. 17).

En este mismo sentido es que Paulo Freire aler-
taba acerca de la necesidad de la democratiza-
cidn de la informdtica para evitar un nuevo tipo
de exclusidn social, el “analfabetismo informa-
tico”. ks en este marco que defiendo el uso de
las TICs en el ambito educacional.

Mientras tanto, mas alld de entender el acceso a
las TICs como un derecho, el entusiasmo por la
modernizacion tecnoldgica en la escuela en ge-
neraly en la clase de Matemdtica en particular,
puede condudir (como ya ha ocurrido con diver-
sas innovaciones en la escuela) a diversas pro-
puestas con escasas reflexiones de tipo episte-
mologico, psicolégico, curricular, organizacional
oadministrativo, 0 a una domesticacidn de la tec-
nologfa (Borba & Penteado, 2001) cuando es uti-
lizada sélo como un barniz de modernidad para
que no afecte el status guo de la actividad esco-
lar vigente, manteniendo inalterados los objeti-
vos, contenidos, metodologias de ensefianza, for-
mas de evaluacion, etc. Consideremos algunas
preguntas gue conducirian a estas reflexiones:

- ;Qué tipo de conocimiento matematico es cons-
truide en un ambiente computacional?

- :Qué procesos de pensamiento emergen traba-
jando en este ambiente?

- ¢Caémo los estudiantes construyen conocimien-
to matematico influenciados por la tecnologia?
- ;La Matemdtica que surge en un ambiente com-
putacional es la misma gue trabajamaos con lapiz
y papel?

- ;Los contenidos matematicos permanecen in-
tactos cuando nuevas tecnologias entran en el
aula?, ;v los objetivos educacionales?, ;y qué
ocurre con las cuestiones metodeldgicas?

- ;Cudl es el papel del profesor en este nuevo
ambiente?
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- ;Qué modificaciones se producen en la relacion
alumno-profesor-contenido matematico?

- ;Céme se modifica la dindmica en la clase?

- ;Cémo evaluamos?

- ;Cémo formar un profesor de matemdtica para
enfrentar este nuevo desafio?

- ;Qué criterios utilizar para seleccionar un soft-
ware educativo?

Responder a estas preguntas con seriedad exige
una investigacion profunda. Exige observar lo
gue ocurre en las aulas y mirar de cerca, cuales
son los procesos de pensamiento de los estudian-
tes o los miedos e inseguridades de los profeso-
res alingresaren la “zona de riesgo” (Penteado,
2001) queimplica aventurarse aincorporar nue-
vas tecnologfas en el aula. Es preciso una etno-
grafia de la practica escolar, es necesario obser-
var con atencién y analizar en detalle las tareas
gue los estudiantes desarrollan al trabajar en
este ambiente, y es imprescindible revisar el
curriculum vigente. Estos tipos de estudio son
importantes para dar soporte empirico y susten-
to tedrico a nuevas propuestas curriculares.

No se trata de ver que ensefiar y aprender con
computadora es mejor o peor que con ldpizy pa-
pel o con cualquier otra herramienta. Este tipo
de estudios brindaria aportes pobres frente a la
rigueza que puede ofrecer una descripcidny ana-
lisis densos de las situaciones de ensefianza y
aprendizaje generadas en ambientes computa-
cionales. En este marco busco comprender los
escenarios educativos de los cuales las TICs son
parte, sin ninguna pretensién de compararlos
con los escenarios tradicionales.

Las preguntas antes planteadas muestran un
abanico de perspectivas desde las cuales se pue-
de abordar la problemdtica de las TICs en el dm-
bito educacional. En este articulo me gustarfa
profundizar un aspecto, vinculado con lo episte-
molégico y cognitivo: el papel de la tecnologia
computacienal en el modo en que los estudian-
tes abordan cuestiones matemdticas y constru-
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fones que las tecnolog

yen coenocimiento. Para ello, primeramente, pre-
sentaré algunas perspectivas tedricas relaciona-
das con la manera en que entiendo la presencia
de las TICs en el dmbito educativo. Posteriormen-
te, presentaré un ejemplo, extraido de un traba-
jodeinvestigacion, relatando una actividad ma-
tematica desarrollada por dos estudiantes uni-
versitarios en un ambiente computacional que
serd analizada a la luz de las perspectivas tedri-
cas propuestas.

Algunas perspectivas tedricas

Como premisa bdsica, se asume que las nuevas
tecnologias incorporadas en las clases de Mate-
matica no tienen simplemente un papel de su-
plementacion sino de reorganizacién, gue cons-
fituyen junto a los estudiantes, docentes y otros
medios presentes en la sala de clases un colecti-
vo pensante, un sistema constituido por seres
humanos y dispositivos tecnolégicos de diversa
naturaleza (lapiz, papel, libros, calculadoras,
computadoras, etc.) que generan, en conjunte,
conocimientos matematicos.

El psicdlogo ruso Tikhomirov (1981) analiza el
papel de la computadora v su relacién con la ac-
tividad humana desde una perspectiva psicolé-
gica. Sefiala que es esencial comprender su pa-
pel de mediadora en la actividad humana como
generadora de un estadio del pensamiento
cualitativamente diferente. El autor caracteriza
la relacién ser humano-computadora en su feo-
ria de la reorganizacidn. Segun esta teoria, la ac-
tividad intelectual humana es modificada por el
uso de la computadora, su mediacién reorganiza
los procesos de creacién, bisqueda y almacena-
miento deinformacion y el establecimiento de re-
laciones humanas. La constitucién de sistemas
ser humano-computadora es lo que lleva a unaver-
dadera reorganizacién de la actividad humana.
Reconocer ese sistema asigna a la tecnologia un
papel quetrasciende lo meramente auxiliar, con-
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virtiéndola en una herramienta que transforma
la actividad humana, en un medio con el cual se
produce conocimiento. Laidea de conocercon...,
o pensar con diferentes dispositivos permite dar
cuenta de algunos procesos seguides por estu-
diantes en sus producciones matemdticas.

La nocién de sistema ser humano-computadora
es compatible con la perspectiva de Lévy (1993)
guien propone la idea de un colective pensante
hombre-cosas que contempla las dimensiones
técnicas y colectiva de la cognicign e indica el
surgimiento de nuevos estilos cognitivos en el
tiempo de la informética, Segtn Lévy “nuestro
pensamiento se encuentra profundamente mol-
deado por dispositivos materiales y colectivos
sociotécnicos” (Lévy, 1993: pp. 10).

Los dispositivos materiales (ldpiz y papel, com-
putadoras, calculadoras, etc.) son parte de un
colectivo pensante, sin embargo, la cotidiana
presencia del ldpiz y el papel en las actividades
matematicas los torna transparentes, naturales
0 sin importancia, como si su presencia no con-
dicionara, de alguna manera, la actividad que se
realiza. Segln Lévy “ningtn tipo de conocimien-
to, [...] es independiente del uso de tecnologias
intelectuales” (Lévy, 1993: pp. 75), entendien-
dotecnologias intelectuales a: la oralidad, la es-
crituray lainformatica. Por ejemplo, el abordaje
algebraico de cuestiones matematicas es carac-
teristico de la cultura de la escrita, soporte fun-
damental para tal abordaje. Este aspecto ya fue
destacado en diferentes articulos por Borba
(1995a; 1995b), quienindica lainfluencia de los
dispositivos tradicionales, ldpiz y papel, en el
estilo de produccién matematica que enfatiza “el
conocer un dado fenémeno, primordialmente a
través del dlgebra” (Borba, 1995a: pp. 72). En
este sentido puede decirse que los dispositivos
utilizados impregnan el pensamiento de quien
hace o aprende Matematica.

Algunos trabajos deinvestigacién que caracteri-
zan el pensamiento matemdtico y el trabajo de-
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sarrollado por estudiantes de distintos niveles
educativos en ambientes computacionales apor-
tan evidencias que permiten afirmar que en di-
chos ambientes:

- Las respuestas provenientes de la computado-
rainfluencian el estilo de construccién matema-
tica de los estudiantes {Villarreal, 2003, 2000,
1999; Benedetti, 2003).

- El empleo de nuevas tecnologias reorganiza el
pensamiento matemdtico de los estudiantesy la
dinamica del aula (Borba, 1999; Borba & Villa-
rreal, 1998; Borba, 1997)

- Surgen nuevos abordajes para la resolucion de
problemas basados en la posibilidad de repre-
sentaciones muiltiples y la generacidn de conje-
turas que pueden ser refutadas y reformuladas o
validadas (Borba & Confrey, 1996, Borba, 1995b,
Borba, 1994).

- La visualizacién y la experimentacidn son na-
turalmente favorecidas como procesos presen-
tes en la construccian del conocimiento matema-
tico (Villarreal, 2000; Villarreal & Borba, 1996;
Borba, 1995a).

- La hegemonfa de lo algoritmico v lo algebrai-
co que caracteriza a la ensefianza matemdtica
tradicional es desafiado y cuestionado (Borba,
1995a, 1995b)

En este marco se busca comprender los procesos
de pensamiento matematico que surgen en un
ambiente informatizado mostrando como tales
procesos son condicionados (sin ser determina-
dos) por la presencia de las TICs.

Un ejemplo: computadoras,

conjeturas y refutaciones

El contexto de investigacion:

una breve descripcion®!
Elepisodio que serelatard en la proxima seccidn
tiene como protagonistas a dos estudiantes de
Biologia, Victor (21 afios) y Ricardo (18 afios) que
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eran alumnos del curso de Matematica Aplicada
ycursaban el primer afio de Biologia, en el Insti-
tuto de Biociencias de la Universidad Estadual
Paulista (Rio Claro - Brasil). A partir de una invi-
tacion que el profesor del curso realizé para to-
dos los estudiantes de la clase, ellos aceptaron
participar de una experiencia que se realizaria en
horarios extra-clase. Dicha experiencia consis-
tid en sesiones de trabajo con los estudiantes que
desarrollaron tareas matemadticas propuestas por
la investigadora (autora de este articulo) en un
ambiente computacional. Esas sesiones de tra-
bajo, que serdn llamadas “entrevistas”, fueron
filmadas. Los estudiantes fueron entrevistados
en tres sesiones de una hora y media cada una.
Se utilizo el software Derive que permite efectuar
manipulaciones simbélicas y numéricas y reali-
zar grificos a partir de expresiones algebraicas.
Derive presenta tres areas de trabajo: Algebra,
Grdficos en 2 dimensiones (2D-plot) y Gréficos
en 3 dimensiones (3D-plot). Este software fue
seleccionado segn los siguientes criterios: 1) fa-
cilidad en su manipulacidn, sin necesidad de co-
nocimientos previos de computacién o progra-
macién y 2) posibilidad de abordar los conteni-
dos matemdticos propuestos.

Al momento de iniciar esta experiencia los estu-
diantes no tenfan experiencia previa con el soft-
ware utilizado, y en el curso de Matemdtica Apli-
cada al que estaban asistiendo ya habfan visto:
el proceso de determinacién de rectas tangen-
tes a una curva a traveés de rectas secantes, la
relacion de las rectas tangentes con el concepto
de derivada, la derivada como funcién y reglas
de derivacién.

El episodio: sobre como determinar
rectas tangentes a y=x°
El episodio que aqui se narra y analiza fue selec-
cionado debido a lainfluencia que la computado-
ra ejercid en la actividad de los estudiantes. La
cuestién matemdtica abordada fue la determina-
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cion de rectas tangentes a la pardbola y=x"y se
centrd, especificamente, en la discusion de cémo
determinar la ordenada al origen de esas rectas.
El software utilizado permite hallar rectas tan-
gentes a graficos de funciones en cualquier pun-
to dado (siempre que exista). Asi, por ejemplo,
para determinar la recta tangente a la parabola
y=x" en el punto x=1 es suficiente ejecutar el co-
mando tangent(x?, x, 1), para que la computa-
dora proporcione la expresion algebraica de la
recta o realice su gréfico. Es importante obser-
var que, en este caso, la respuesta de la compu-
tadora aparecera escrita como Z2x-1, y no como
y=2x-1. De igual modo, para ingresar una fun-
cién, por ejemplo y=6x-9, sélo es necesario es-
cribir 6x-9. Todas las respuestas proporcionadas
por la computadora, referidas a expresiones fun-
cionales, siguen este patron.

Después de explicar el funcionamiento bdsico del
software y la sintaxis para ingresar expresiones
algebraicas, la entrevistadora pide a los estu-
diantes que tracen en la computadora el grdfico
de y=x’ysurectatangente enx=1 (y=2x-1). Tam-
bién hablan de la funcién derivada de y=x* (y=2x)
y se realiza su grifico (Figura 1).

=t

-3 -2 -1 1 2 B3

Figura 1.
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Victor explica cémo se obtiene la pendiente de la
recta tangente y=2x-1, valuando la derivada de
y=x? en x=1, que es el punto de tangendia, pero
Ricardo no consigue entender. Al comienzo pa-
rece que €l cree que las rectas tangentes serdn
siempre de la forma y=2x+b, pero graficamente
consigue ver que eso s6lo ocurre en x=1. Victor
intenta explicarle®®:

V (Victor): —A partir de esa derivada [se refiere a
la funcion derivada de y=x°] encontramos esa
ecuacion [indica 2x-1]... que esa ecuacién corres-
ponde a esa recta tangente [se refiere a la recta
tangente en x=1].

E (Entrevistadora): —0 seq, ;estds diciendo que
para hallar esa ecuacion [indica 2x-1] vos usaste
ésa aqui [indica 2x]?

V: —No necesariamente la ecuacién entera [de la
recta tangente], pero para encontrar la pendien-
te... de esa ecuacidn [indica 2x-1] usamos ésta
de aqui [indica 2x]. Lo que pasa es que coincidid...
2, 2 [se refiere a las pendientes de la recta tan-
gente y=2x-1y de la funcién derivada y=2x], por
eso confunde, Vamos a suponerque yo pidiese ung
tangente en el punto 2, ahi 2 por 2 seria 4, daria
aqui [serefiere a la derivada valuada en x=2], ahi
seria 4x-2 [ésa es su previsién para la ecuacién
de la recta tangente a la pardbola en x=2)

Aparece aqui, de forma implicita, una primera
conjetura cuyo origen quedara claro mds tarde.
Cuando Victor es cuestionado acerca de la certe-
za de su previsidn para la ecuacién de la recta
tangente en x=2 responde: “... en el 4x tengo”.
Mientras tanto, Ricardo pregunta si y=4x es una
recta tangente y verifica realizando el grafico en
la computadora que eso no ocurre (Figura 2).

[48

Figura 2.

La discusién sobre como encontrar la ecuacion
de rectas tangentes a y=x" en cualquier punto se
centra, a partir de ahora, en la determinacién de
la ordenada al origen, asumiendo, a partir de
conocimientos previos, que la pendiente se de-
termina utilizando la derivada de y=x%, y'=2x.
Victor retoma su primera conjetura:

V: —... lo que yo vi estaba bien, si es el punto 2,
entonces coloco 4x-2 [ésa es su prevision para la
ecuacion de la recta tangente a y=x* en x=2] ...
ahiva a dar bien

R (Ricardo): —; Porqué-27, -2 si, todo bien, pero
qué razonamiento te llevd a eso? Estd bien, por-
gueva a cortar agui [indica en el semigje ynega-
tiva], sno?, es probable, pero, ; qué razonamien-
to te llevd a poner...

V: —Porque nosotros colocamos el punto 1 aqui
[indica el comando tangent(x® x, 1) que in-
gresaron para calcular la recta tangente a y=x*
en x=1] y agui coloco -1 [indica la ordenada al
origen de la recta y=2x-1 proporcionada por la
computadora]

Asi, Victor supone que la recta tangente a y=x°
en x=2 serd y=4x-2, basandose en la respuesta
de la computadora al calcular la recta tangente
en x=1, como y=2x-1. De acuerdo a la conjetura
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de Victor, por ejemplo, la recta tangente a y=x°
enx=3 seria y=6x-3, en x=4 seria y=8x-4, Esta pri-
mera conjetura no convence a Ricardo que deci-
de trazar en la computadora el gréfico de y=4x-2
para verificar si la previsién de Victor es correc-
ta. Al hacerlo, observan que esa recta no resulta
ser tangente a y=x° en el punto x=2 y la primera
conjetura de Victor es refutada.

Ricardo afirma: “fiene que haberalguna forma de
encontrar la ecuacion”, pero Victor propone tra-
bajar por “ensayo y error” hasta llegar a la ecua-
cion cuyo gréfico sea tangente en x=2 para “des-
pués llegar a un consenso”. Asi, prueban con los
grificos de y=4x-3 y de y=4x-4. Al realizar este
dltimo gréfico (ver Figura 3) afirman que esa rec-
taresulta sertangentea la pardbola y=x* en x=2.
La entrevistadora pregunta por qué y Victor res-
ponde: “Da la impresidn visualmente que estd
tangenciando en x=2".

Ricardo propone usar el Zoom*¥, para tener una
mejor vision de lo que estd ocurriendo cerca del
punto de tangencia (2,4), pero esto no resuelve
el problema de determinarsi la recta y=4x-4 estd

tangenciando a la pardbola en (2,4), ya que al
aproximarse al punto (2,4), los graficos de la rec-
ta tangente y la pardbola se “confunden” (ver
recuadro a la derecha en la Figura 3). Ricardo
propone entonces emplear el comando tangent
para determinar la recta tangente. Victor dice a
la entrevistadora: “pero usted no quiere que use-
mos el comando, usted quiere que deduzca-
mos...". Esta expresion podria indicar que, para
él, el uso de la computadora en este caso, lleva-
ria a una solucién mecdnica que no proporciona
comprensidn. Sin embargo, ante lainsistencia de
Ricardo acaban ejecutando en la computadorael
comando fangent(x?, x, 2). La computadora
muestra la expresién 4(x-1) y Victor dice;

V: —De esa forma ella [se refiera a la manera en
que la computadora proporcioné su respuesta)
ya contd cémo es que lo hace: encuentra la pen-
diente y multiplica por x-1.

Esta es la segunda conjetura de Victor. Sin em-
bargo, cuando intentan verificarla, encontran-
do la recta tangente a la parabola y=x° en x=3,
observan que y=6(x-1) no es tangente en ese
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punto (Figura 4A) y asi, esta sequnda conjetura
de Victor es refutada. Ricardo afirma, entonces,
que la recta tangente en x=3: “seria 6x menos al-
guna cosa” y al experimentar con y=6x-9 obser-
va, en el grafico, que dicha recta parece ser tan-
gente a la pardbola en x=3 (Figura 4B). Poste-
riormente lo confirma usando el comando tan-
gent(x’, x, 3). En la computadora aparece la ex-
presion 3(2x-3).

A
I_\-=A2
| =4 =2
|
|
®
-4 -2
6
-8
-10 |
Figura 4.
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Basandose en la respuesta de la computadora,
Victor propone una tercera conjetura:

V: —Me parece que aqui se puede ver. Entonces,
con la funcion derivada encuentra la pendiente
de la recta tangente, y con y=x?, que es la pri-
mitiva, va a elevar a x* y va a encontrar ese tér-
mino independiente |se refiere a la ordenada al
origen de la recta tangente].

0 sea, la ordenada del punto de tangencia (pre-
cedida por un signo -) estaria proporcionando el
valor de la ordenada al origen de la recta tangen-
te. Para verificar la validez de su conjetura, Victor
expresa que va a elegir “un ndmero bien loco”,
x=8, y calcular la recta tangente a y=x* en dicho
punto, usando el comando tangent(s¥,x,8). An-
tes de ejecutarlo, Victor predice, siguiendo su con-
jetura que, la ecuacion de la recta tangente se-
ria: y=16x-64, y comprueba que eso es correcto.
Después de esta comprobacidn en un caso parti-
cular, Victor propone verificar lavalidez de la con-
jetura para otra funcion diferente de y=x¢°. Para
Victor, ya no hay dudas de la validez de su conje-
tura en el caso de la pardbola, entonces ahora
procura verificar suvalidez en otro contexto. Pro-
pone lafuncién y=x°, diciendo: “una bien diferen-
te de esa, mejor [serefiere ala pardbola y=x*] para
ver si se cumple”. El estudiante propone encon-
trar la recta tangente a y=x" en el punto x=2. Es-
cribe en la computadora el comando que le per-
mitird obtener la expresion de la recta deseada
y, antes de ejecutarlo calcula en el papel la ecua-
cién de la recta tangente de acuerdo a su conjetu-
ra:y=12x-8. Alejecutar el comando de la compu-
tadora aparece la expresion 4(3x-4). No hay coin-
cidenciay la conjetura de Victor, valida para y=x*,
no puede ser extendida para otras funciones.
Después del fracaso de su dltima conjetura, en el
sentido que su validez no se extiende para funcio-
nes distintas de y=x°, Victor dice que “usando (a yo-
yo-mi-xo-xo!! [se refiere a la férmula y-y =m (x-x )
donde m=f"(x )] dajustito”, y a continuacion afir-
ma que de esa forma “lo voy a hacer mecdnicamen-
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te y ahi no voy a entender nada”. A partir de esa
afirmacidn el trabajo de los estudiantes pasa a es-
tar centrado en la necesidad que manifiesta Victor
de comprender esa férmula que él ya conoce.

Resumiendo:

un esquema y un modelo
En sintesis, el ejemplo muestra el proceso de pen-
samiento seguido por dos estudiantes en el trans-

curso de la tarea de determinar la ecuacién de la
recta tangente a y=¢ en el punto (x ,y ). Se pue-
den ver las conjeturas que generan mientras tra-
bajan con la computadora y como fueron siendo re-
futadas, reformuladas o validadas. Alintentar ex-
tender el dominio de validez de la dltima conjetu-
ra para otras funciones, ademds de y=x?, y no canse-
guirlo, una frmula familiar es recordada: y-y =m(x-
x,) yesto indica elinicio de un nuevo episodio.
Un esquema que sintetiza el trabajo desarrollado
por Victor y Ricardo se muestra a continuacion:

~

',Experiencia previa:

los estudiantes saben

- Calcular pendientes de rectas tan-
gentes a Ltravés de la funcién derivada.
- Hacer graficos en la computadora
- Usar el comando tangent

para determinar rectas tangentes
auna funcion dada

-Yahan calculado

kraﬂguen'at{r’, X1)-32%-1

Conjetura 1: la ordenada al origen

de la recta tangente a y=x en el punto
(xo0,y0) serd “menos el valor de la
abscisa del punto de tangencia®,
esdecir-x

Por ejemplo: 2 tangente a y=x7 en x=2
serd tangent (x°,x,2) —» y=4x-2

e Eia respuesta de lo J
j 4

genera la,..

l/_La Conjetura 2 es rechazada cuando
comprueban quey=6{x-1) noes
tangen'te a e en sm3,

r(La Conjetura 1 es rechazada al‘\

realizar el grafico de y=4x-2
\". |4 /f
f

Conjetura 2: para determinar la
ecuacidn de la recta tangente ay=+
en el punto {x v } se “encuentra la
pendiente y multiplica por (x-1)",

frPrue ban con y=6x-9. Primero 3

wvisualizan y después utilizan el co-
mando tangent(x*,x,3) para verificar
que y\-ax 9 estange nte ayur enx=3
|, .’

Esta ditima respuesta de
lo computadora gener la. .

Por ensayo y error llegan a
visualizar la recta y=dx-4 como
siendo tangente a y=i en x=2

_/

Verifican si y=4x-4 o5 tan- h
gente a y=x" en x=2 usando:

- elzoom

- el comando tangent(x,x,2)

y=d(x1) )

Conjectura 3: “con la funcidn den-
vada encuentra lo pendiente de la
recto tangente, y con y=x [...] va
a encentrar ese térming
independiente” (que serd -y )

Verifican la validez con
“un numero bien loco”: x=8

utilizando el comando
tangenr(x" X,8) — 16(x-4}

S

generalo...

%

Mdnice Villarrea! - Transformaciones que las tecnologios...

.j/  £ita verificacién J

El dominio de validez de la conjetura es testado con una funcién
“bien diferente”: yex’.

La previsidn de los estudiantes para la recta tangente a y=x’
enx=2 es: y=12%-8, la respuesta de la computadora: y=4(3x-4)

Lavalidez de la Conjetura 3 se restringe al caso de la pardbola y=x.
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En este esquema puede verse que a partir de la
experiencia previa de los estudiantes, en térmi-
nos de conocimientos matematicos y del empleo
de la computadora para determinar la recta tan-
gente ay=x"enx=1, se genera la Conjetura 1 que
puede ser enunciada de la siguiente manera:

Conjetura 1: Para determinar la pendien-
te de la recta tangente a y=x*en (xy ) es
empleada la derivada (y=2x), mientras que
el valor de la ordenada al origen estd da-
do por la abscisa del punto de tangencia
precedida por el signo menos, es decir-x .
En este caso, la recta tangente a y=x* en
(x,y,) seria y=(2.x }x-x .

Paraintentar comprobar la validez de esta conje-
tura, los alumnos deciden verificar si y=4x-2 es la
recta tangente en x=2, pero al realizar el grafico
enlacomputadora, la conjetura es desechada. Los
estudiantes prueban con otras rectas hasta lle-
garay=4x-4 que “parece” sertangente a la pard-
bola y=x* en x=2. Para verificar esto utilizan dos
estrategias. Una estrategia es el uso del coman-
do Zoom para aproximarse al punto de tangen-
cia. Esta estrategia no resuelve el problemaya que
una caracteristica de las funciones derivables es
su “rectificacion local”. Asf, al efectuar un Zoom
en un entorno del punto (2,4) el gréfico de la
pardbolay el de surecta tangente y=4x-4 se con-
funden. La sequnda estrategia empleada por los
estudiantes es el uso del comando tangent, para
determinar la recta tangente a través de la com-
putadora. La forma en que la computadora escribe
la ecuacidn de la recta tangente en x=2 (4(x-1)),
sugiere a Victor una segunda conjetura:

Conjetura 2: La ecuacidn de la recta tan-
gente serd igual al valor de la pendiente
multiplicado por (x-1).

En este caso, la recta tangente a y=x" en
(x,y,) seriay=(2.x ) (x-1).

[52

A fin de verificar su validez, trazan el grdfico de
y=6(x-1) para ver si resulta ser tangente a y=x*
en x=3. Nuevamente la conjetura es rechazada.
Prueban con y=6x-9 y ven que aparenta tangen-
ciar a la parabola en x=3. Después de ejecutar el
comando tangent(x%, x, 3) verifican que, efecti-
vamente, y=6x-9 es tangente en x=3. Surge, en-
tonces, la tercera conjetura:

Conjetura 3: Para determinar la pendien-
te se usa la funcién derivada y la orde-
nada al origen es el valor de la ordenada
del punto de tangencia con signo menos,
es decir-y,,

En este caso la recta tangente a y=x* en
(x,y,) seriay=(2.x )x-y.

La validez general de la tltima conjetura es tes-
tada a través de “ndmeros locos”. Esto asegura
su generalizacion en el caso de la parabola, no
hay necesidad de prueba. La extensién del do-
minio devalidez de la conjetura es limitada cuan-
do “una funcidn bien diferente” (en este caso
y=x*) no verifica la conjetura. Este contraejem-
plo restringe la validez de la conjetura para el
caso de la parabola y=x°.

Es importante observar como Victor va generan-
do conjeturas a partir de las respuestas de la com-
putadora, lo cual estaria indicando la posible
participacién de la computadora en el marco de
un abordaje mds experimental en la ensenanza
de la Matematica. Por otro lado, vale la pena no-
tar que para ambos estudiantes, un caso parti-
cular puede tanto refutar una conjetura como
comprobarla como valida. La eleccién de un “nd-
mero bien loco” parece garantizar la generaliza-
cién de su conjetura para cualguier valor x. Sien-
do que el objetivo de esta entrevista era presen-
tar evidencia de cémo funciona un colectivo pen-
sante particular, no se solicitd una justificacién
mas rigurosa que asequrara la validez de la con-
jetura. Sin embargo, en un ambiente de escola-
ridad formal, este seria el momento apropiado
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para trabajar ese aspecto, atendiendoa la nece-
sidad matemdtica de justificar la evidendia grd-
fica 0 numérica mostrada por la computadora.
Un modelo simplificado del pensamiento de los
estudiantes, inspirado en Davis & Hersh (1988)
podria esquematizarse de la siguiente forma:

Conjeturas
generadas usando:
-experiencias previas
con la computadora

Refutaciones

4—' Reformulaciones

Las estrategias de los estudiantes trabajando una
cuestion matematica en un ambiente compu-
tacional, son caracterizadas por un zig-zag de
conjeturas que son refutadas y después refor-
muladas. Tales conjeturas son testadas utilizan-
do estrategias tanto gréficas como computa-
cionales. El andlisis de casos particulares y las
respuestas que la computadora proporciona son
la fuente que permite la generacion de nuevas
conjeturas a partir de contraejemplos que refu-
tan lasanteriores. Los aspectos visualesy las res-
puestas provenientes de la computadorainfluen-
cian el estilo de construccidn matematica segui-
da por los estudiantes. Tal construccién no sigue
un estilo deductivo, sino mds bien inductivo,
pues a partir de ejemplos particulares se van for-
mulando afirmaciones cuyavalidez generaldebe
ser justificada posteriormente.

- conacimientos
matemdticos previos

Como resultado
de contraejemplos

Consideraciones finales
El ejemplo presentado en este articulo trae al-
gunas evidencias que muestran cémo los medios

Mdnica Villarreal - Transf Tones que las tec

utilizados, en este caso la computadora, impreg-
nany reorganizan el pensamiento matematico de
los estudiantes. En este sentido, es compatible
con los conceptos de Borba (1994), quien hain-
dicado la no neutralidad de los medios utiliza-
dos en la produccion matematica, tanto en con-
textos de investigacidn como en ambientes edu-
cacionales. Del mismo modo en que Gvirtz (1999)
designa al cuaderno como un estructurante de
la dindmica delaula, podriamos afirmar, hacien-
do una extensidn de las palabras de esa autora,
que las TICs pueden constituirse en un estructu-
rante de la dindmica de la produccién matemati-
ca entre los estudiantes.

El episodio relatade también es un ejemplo de
colectivo pensante (Lévy, 1993) en accién que
muestra como un sistema, constituide por estu-
diantes, computadora e investigadora, desarro-
lla una tarea matemdtica que, aunque tradicio-
nal, como lo es determinar ecuaciones de rectas
tangentes, adquiere nuevos matices. La partici-
pacién de la computadora en esa actividad ma-
tematica ha sido esencial para generar conjetu-
ras, refutarlas o validarlas, mostrando la posibi-
lidad de un trabajo matematico con énfasis en la
visualizacidn y en la experimentacion. Este tipo
detrabajo puede ser considerado como un ejem-
plo de uso “no domesticado” (Borba & Penteado,
2001) de la tecnologfa en un dmbito educacio-
nal, ya que no hay directivas rigidas que limiten
su empleo. Mientras tanto, esto no significa que
no existan normas relacionadas a la utilizacién
de la computadora en el contexto escolar.
Hershkowitz & Schwarz (1997) han enunciado,
entre otras, un conjunto de normas sociomate-
maticas directamente relacionadas con el uso de
herramientas tecnoldgicas en clases de Matema-
tica y que nos brindan una guia a ser tenida en
cuentaala hora deintegrarlas TICs en el curricu-
lum escolar. Estos autores enuncian dichas nor-
mas de la siguiente forma:

- Las operaciones algoritmicas basadas en la re-
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solucidn de clculos basicos carecen de valor.

- Esmdsvalioso la organizacién del trabajo como
una actividad de exploracién.

- Los resultados brindados por las herramientas
tecnoldgicas no pueden ser considerados comojus-
tificaciones, aunque pueden ayudar a generarlas.
- Eltrabajoinductivo precisa alguna prueba o jus-
tificacion que vaya més alld de la evidencia mos-
trada por la computadora.

- Eluso de varias representaciones es muy dfil para
captar el significado de los problemas, resolver-
los y, a veces, ayudar a generar nuevas ideas.

Sianalizamos la actividad matematica desarro-
llada por Victor y Ricardo a la luz de estas nor-
mas podemos encontrar que algunas de ellas es-
tan presentes: la actividad exploratoria e induc-
tiva, el uso de representaciones miltiples y el
planteo de la necesidad de justificaciones pos-
teriores de las hipotesis generadas a partir de la
evidencia mostrada por la computadora.

Finalmente, cabe acotar que el episodio relata-

do sélo pretende brindar evidencias que susten-
ten las perspectivas tedricas que fueron antes
presentadas, sin pretensiones de estar buscan-
do generalizaciones vélidas en cualquier contex-
to. Son claras sus limitaciones, ya que se trata
deun trabajo, sise quiere, “de laboratorio”, lle-
vado a cabo con estudiantes que se interesaron
en participar de la experiencia. No es ese el con-
texto de un aula comin de Matematica universi-
taria o de cualquier nivel educativo. Sin embar-
go, unamanera deaccedera los procesos de pen-
samiento de los estudiantes en estos ambientes
es a través de este tipo de estudios, y de ahi el
valor de sus resultados, que deben ser conside-
rados en un marco mas amplie, constituido por
el conjunto de estudios realizados por diversos
investigadores del drea de la Educacidn Matema-
tica y que van constituyendo un cuerpo de resul-
tados que aportan evidencias que respalden y den
sentido a posibles propuestas curriculares que
pretendanintegrar nuevas tecnologias en las cla-
ses de Matematica.
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0 Este trabajo fue realizado mientras era alumna de doctorado, bajo la direccién del Dr. Marcelo
Borba, del Programa de Pés Graduaciio em Educagho Matemdtica de la Universidade Estadual Poulista
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Matemdatica (GPIMEM) de la misma universidad, con el apoyo financiero de CNPq y CAPES, agencias

de apoyo a la investigacion de Brasil.

@ En los trechos de la entrevista incluidos en este articulo, los didlogos aparecen en letra itélica.
Entre corchetes se colocan explicaciones que pretenden ayudar a la comprensidn del contexto. Los
trechos que estan en letra negrita itdlica indican la aparicidn de conjeturas.

3 Se refiere a un comando del software Derive que permite aumentar o reducir el tamafio del grafico.
1% Esta expresicn es una regla mnemotécnica empleada por los estudiantes brasilefios para recordar
la férmula y-y,= m (x-x ) que permite determinar la ecuacién de una recta de pendiente conocida

(m) que pasa porelpunto (x , v ).
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