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Resumen

Este estudio, de enfoque cualitativo y desarrollado en tres etapas, pretendid identificar aspectos
cognitivos de alumnos de segundo grado de educacién especial primaria respecto a las ideas de
azar, estadistica y probabilidad en el aula. En la ultima de las etapas, de cuyo informe se trata
aqui, se da evidencia de la comprension de ideas fundamentales de estocasticos (medida de
probabilidad, combinatoria y la ley de los grandes niumeros), de tres nifias caracterizadas como
de lento aprendizaje y con problemas de lenguaje. Siguiendo los lineamientos de la célula de
analisis y el érgano operativo, se aplicaron entrevistas semi-estructuradas individuales en
camara de Gesell, referentes a las situaciones de “mezcla aleatoria” y de “urnas y decision”. Los
resultados obtenidos apuntan al uso de esquemas compensatorios para responder preguntas
referidas a esas situaciones aleatorias y a nociones de probabilidad que ubican a las nifias en la

etapa de las operaciones concretas.

Palabras claves

Estocasticos, lento aprendizaje, esquemas compensatorios.

Introduccidon

El presente escrito informa de la uUltima de las tres etapas de la investigacién orientada hacia el
desempefio de nifias caracterizadas como de lento aprendizaje y con problemas de lenguaje, en
actividades referidas a nociones de azar después de su ensefianza (Lopez-Mojica, 2009).

De acuerdo a los estudios realizados por Vygotski (1997), asumimos que el nifio cuyo desarrollo
es afectado por la ausencia perceptual, no es un nifio menos desarrollado que sus coetdneos

regulares, sino desarrollado de otro modo (p. 12). Al respecto, el autor argumenta que en la
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desaparicidon o ausencia de funciones, en el cerebro “existe una reorganizacién radical de toda la
personalidad y pone en vigencia nuevas fuerzas psiquicas, imponiéndoles una nueva
direccion” (p. 50). Para fines de la investigacion, el diagndstico de lento aprendizaje fue un
referente, ya que el nifio con necesidades educativas especiales las presenta al acceder a los
contenidos del curriculo y no al “desarrollar el aprendizaje” (SEP, 1994; p. 49). Ademas, el
curriculo que se le aplica no considera esas necesidades, pues se basa en el curriculo de la

educacién primaria regular.

Por estocasticos se entiende a los conceptos de naturaleza probabilistica y estadistica (Ojeda,
2006). En esta etapa de la investigacion, nuestro interés se enfocd en las conductas de las nifas
durante entrevistas semiestructuradas referidas a las ideas de azar y de probabilidad, que

interpretamos como efecto de las afecciones particulares de cada una de ellas.

El estudio se orienta por tres ejes: en el epistemoldgico, consideramos la propuesta de Heitele
(1975) respecto a lo fundamental de estocdsticos para un curriculum en espiral, que parta del
plano intuitivo para arribar a un plano formal; ese transito se apoya en la relacién entre el
modelo y la realidad, de modo que el alumno pueda desarrollar un pensamiento cientifico
sustentado en la cotidianeidad. Las ideas fundamentales de estocdsticos propuestas por Heitele
(1975) son: medida de probabilidad, espacio muestra, regla de la adicién, independencia,
equidistribucidn y simetria, combinatoria, modelo de urna y simulacién, variable aleatoria, ley
de los grandes numeros, y muestra. También consideramos las etapas de la constitucién de la
idea de azar en el nifio (Piaget e Inhelder, 1951): “En el estadio de las operaciones pre-
concretas, se concibe la mezcla como un desplazamiento global de los elementos, pero sin la
intuicion de una permutacién de las posiciones individuales ni la anticipacion de una
interferencia de las trayectorias; no hay mezcla real ni azar. En el estadio de las operaciones
concretas, hay una individualizacidon progresiva de las posiciones, luego de las trayectorias, con
la construccién gradual de un esquema intuitivo de permutacién, pero sin generalizacién
completa. En el estadio de las operaciones formales, la mezcla se concibe como un sistema de
permutaciones debidas a la interferencia fortuita de las trayectorias” (Piaget e Inhelder, 1951;

pp. 15, 16). En el eje cognitivo se tomaron en cuenta la insuficiencia ante el tipo de tarea en un
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ambiente dado (Vygotski, 1997) y las funciones del cerebro (Luria, 2005). En el eje social
consideramos, en grados, la integracion del individuo a su medio, en particular ante la
ensefianza de estocasticos en educacién especial en su marco institucional (SEP, 1993; SEP,

2004).

Método

La investigacion en curso y de caracter cualitativo, se desarrollé en tres etapas; siguié los
lineamientos del érgano operativo y de la célula de andlisis (Ojeda, 2006). Para la ultima etapa
entrevistamos en camara de Gesell a tres nifias [8-11 afios], del segundo grado de educacién
especial, con problemas de lenguaje y diagndsticos respectivos de sindrome weber, retraso
mental, y epilepsia [M, K, I]. El fin fue averiguar su comprensién de ideas fundamentales de
estocasticos después de su ensefianza en el aula. Se utilizaron como instrumentos dos guiones
de entrevistas semiestructuradas individuales sobre “mezcla aleatoria” y “urnas y decision”. Las
preguntas se refirieron a esas situaciones personificadas con el material fisico respectivo (véase
la Tabla 1). Las técnicas de registro de datos fueron la videograbacion y la escritura en hojas de

control, en particular con los dibujos de las nifias de la situacién de referencia.

Tabla 1. Resultados del andlisis de las actividades para entrevistas.

Criterios de Analisis “Mezcla Aleatoria” “Urnas y decision”
Situaciones y Contextos Bandeja de madera, 14 canicas de dosBolsas no transparentes de tela, canicas
colores. de dos colores en distintas proporciones.
Ideas fundamentales de Medida de probabilidad, combinato-ria Espacio muestra, medida de
estocasticos (técnicas de conteo), espacio muestra, probabilidad, independencia.

ley de los grandes numeros.

Otros conceptos matematicos Numero naturales, orden de los Numeros naturales, orden de los
numeros naturales. nameros naturales.
Recursos Semioéticos Lengua natural, tablas, figuras. Lengua natural, signos matematicos,
tablas.
Términos empleados “Revueltas”, “revuelven”, “estaban”,  “Extraer”, “sacar”, “azar”, “mas
“quedd”, “caminitos”, “color”, probable”, “menos probable”, “mas
“posicion”, “mas posible”, “menos facil”, “menos facil”, “qué resultd”

n u ” o«

posible”, “mas veces”, “muchas,
muchas veces”
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Las situaciones de referencia

Las dos situaciones presentadas a las nifias provienen de la investigacidn realizada por Piaget e

Inhelder (1951) sobre el desarrollo de la idea de azar en el nifio. Como productor de mezclas

aleatorias, se empledé una bandeja de madera con dimensiones de 35 cm de largo, 15 cm de

ancho y 4 cm de alto, susceptible de balanceo, con 14 canicas del mismo tamario, de dos colores

en igual proporcion (siete azules y siete verdes), colocadas en un lado de la bandeja y libres de

rodar al lado opuesto en cada balanceo. La situacion de “urnas y decisiéon” consistié en sacar al

azar una canica de una de dos bolsas, etiquetadas “1” y “2”, de las cuales se conoce la

composicion de sus contenidos de canicas de dos colores; si la canica extraida es del color

designado como “ganador”, se obtiene un premio. Se pregunté a la nifia de cual de las bolsas

convenia extraer la canica, para una variedad de composiciones de sus contenidos (véase la

Tabla 2).

Tabla 2. Composicion de los contenidos de canicas en dos urnas

(Piaget e Inhelder, 1951; pag. 127).

No. Experimento Composicion Observacion
Bolsa 1 Bolsa 2
1 2/2 4/4 Certeza - Certeza.
2 4/4 0/2 Certeza - Imposibilidad.
3 1/2 2/2 Posibilidad — Certeza.
4 1/2 1/2 Composiciones idénticas.
5 0/2 1/2 Imposibilidad - Posibilidad.
6 0/8 0/3 Doble Imposibilidad.
7 1/3 2/6 Proporcionalidad.
8 2/4 3/4 Desigualdad.
9 1/2 1/3 Igualdad.
10 3/4 2/3 Desigualdades.

En la Tabla 1 se presenta el resultado del analisis considerando los criterios de la célula (Ojeda,

2006).
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Resultados

Por las respuestas de la nifias, se identificaron nociones de medida de probabilidad, espacio
muestra, combinatoria y ley de los grandes numeros, como se muestra en los siguientes
apartados. En las trascripciones M, K e | denotan las iniciales de las nifias y E al entrevistador.
Hacemos notar que K no asistié a la sesion de la actividad “Mezcla aleatoria” en el aula alterna
(segunda etapa de la investigacién), pero en la entrevista identificé la irreversibilidad de la
mezcla y dio evidencia de nociones de la ley de los grandes nimeros. Por su condicién clinica
[epilepsial, durante el interrogatorio el componente cognitivo de atencion de | fue deficiente,
presenté momentos de distraccion y la entrevista se tuvo que suspender. Para los casos de Ky

M se realizaron las entrevistas completas.

Medida de probabilidad

Para la actividad de “Mezcla aleatoria”, las preguntas planteadas fueron del tipo: écudndo es
mads fdcil que las canicas regresen a su posicidn inicial? Las respuestas indicarian si las nifias
poseian o no una nocion de medida de probabilidad.

Se les preguntd cuando era mas posible que las canicas regresaran a la posicion inicial, cuando
eran muchas o cuando eran pocas canicas, y al interactuar con el material las alumnas se

percataron de la irreversibilidad de la mezcla de canicas en la bandeja [331, 334]:

[329] E: ... entonces ¢cuando es mds fdcil que las canicas queden, todas la verdes de un lado y todas las
azules del otro, cuando son muchas o cuando tengo poquitas?

[330] K: iMuchas... poquitas...! [expresando con las manos muchas y con los dedos poquitas].

[331] E: ¢Cudndo? ¢cudndo es mads facil?

[332] K: iPoquitas! [indicando con los dedos, indice y pulgar, poquitas].

[333] E: ¢Cuando son poquitas?
[334] K: iSi!

[335] E: Cuando son poquitas jverdad!, jgracias K!

Para el caso de “Urnas y decisién”, el propdsito fue obtener informacidén sobre la nocién de
medida de probabilidad de las nifias. Las respuestas dependieron de la composicion de canicas

en las bolsas. Por ejemplo, cuando se tenia el caso de Imposibilidad-Posibilidad —bolsa “1” dos
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verdes y en la bolsa “2” una verde y una azul—, la respuesta de M sugirié la comparacién del

contenido de las dos bolsas [84, 85, 88, 90]:

[84] E:

[84] M:
[85] E:
[86] M:
[87] E:
[88] M:
[89] E:
[90] M:
[91] E:
[92] M:
[93] E:
[94] M:
[95] E:

Ademas, durante la entrevista con M se notd el uso del esquema perceptual auditivo, ya que

cuando

choques de las canicas, lo que a su vez sugiere que estaba pendiente de las indicaciones que se
le daban: “agita las bolsas para que las canicas se revuelvan” (Figura 1).

Persistid la confusién de “extraccidon de una canica” como accién y como cantidad. Por ejemplo,
con la composicién Imposibilidad-Imposibilidad [0/3; 0/8] —bolsa “1” tres canicas verdes y
bolsa “2” ocho canicas verdes—, cuando al caso | se le indicd extraer una canica azul (que fue la
que eligid), ella sélo interpretd “saca una azul”, a pesar de que se le mostraron previamente los

contenidos de las bolsas.

[96] E:

[97]1:

[98] E:

[99] I:

[100] E:

[101] I:

[102] E:

541

Tenemos aqui las bolsas, quiero que saques una canica color azul.
éDe qué bolsa la vas a sacar?
De do [sefiala la bolsa “2”].

éPor qué de la bolsa dos [“2”]?
[Rie].
¢Por qué de la bolsa dos [“2”]? ¢ Cuantas canicas hay?

Do [sonriendo].

éY qué colores habia? 7

iAzul! [sonriendo]. Figura 1. Momento en que M agita la

. e . , bolsa.
éY en la bolsa uno [“1”]? ¢ Cudntas canicas habia?

Do.
¢Y de qué color eran?
Verde.

Bueno, saca una canica color azul sin que veas [le acerca la bolsa].

se le pedia que agitara las bolsas, ella se las acercaba a sus oidos para escuchar los

En ambas bolsas hay canicas verdes, debes sacar una canica azul. ¢De qué bolsa la vas a sacar?
Uno [sefialando la bolsa “1”].

¢Por qué de aqui? (bolsa “1”).

[Aparentemente distraida].

éPor qué de la bolsa uno [“1”]?

iVerdes!

A ver, jsaca una azul! [Proporcionandole la bolsa].
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[103] I

[104] E:

[105] I:

[106] E:

[107] I

[Mete la mano y extrae una canica verde].
éFue azul?

Verde [risas].

Yo te pedi una azul.

iNo hay! [risas].

Espacio muestra

Esta idea se tratd de manera explicita, pues las preguntas y las acciones orientaron a las

alumnas a su identificacion. En la actividad “Mezcla aleatoria”, las preguntas del tipo cudntas

canicas y de qué color son aludian a la identificacién de los objetos en la bandeja. Para el caso de

I, cuando se le preguntd cudntas canicas se tenian, de manera inmediata inicié su conteo [2, 3,

8, 10] e identifico sus colores [4, 6]:

[1] E:

[2] 1
[3] E:
[4]1:
[5] E:
[6]I:
[7] E:
[8] I
[9] E:
[10] It

Tenemos canicas y una bandeja de madera. Vamos a contar, é{cuantas canicas tenemos? [sefalando las
canicas de la bandeja].
Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, isiete! [contando las canicas azules].

Siete, ¢de qué color?

iVerdes!

Y éstas ¢de qué color son?

jAzul!

Y écudntas tenemos?

Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, isiete! [sorprendida].
¢Qué? écuantas tenemos?

iSiete!

Con la pregunta sobre lo que sucedia en la bandeja ante cierto numero de balanceos, se

pretendia orientar a las alumnas hacia la identificacién del espacio muestra. Para el caso de K,

sus esquemas compensatorios activados fueron el perceptual visual y el perceptual auditivo;

ademas

favorecid a expresiones corporales en sus respuestas. Cuando se le pregunté sobre la

posicién de las canicas, ella respondid aludiendo a los choques [33, 35, 38]:

[34] E:
[35] K:

[36] E:

¢Qué paso con las canicas?

Mmm... ipam qui! [Juntando los dedos indices de ambas manos, sefiala después el lado de la bandeja
donde quedaron las canicas].
iAah!l... ipamn quil... iqué es eso?
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[37] K: iPamn qui! [acerca la cara a la bandeja y mueve las canicas].

[42] E: éViste qué hizo ésta?.. ¢Qué hizo? [sefialando una canica verde cuyo rebote fue pronunciado].
[43]1K:  fffa... fffa [uniendo los dedos indices de ambas manos].

[44] E: Chocé.

[45] K:  Si.

[46] E: Y después ¢qué hizo?... ¢Cuando chocd qué hizo?

[47] K: ffi...asi [golpeando una canica en la bandejal.

Figura 2. Expresion corporal aludiendo a choques. Entrevista a K.

En la actividad de “urnas y decision”, para el caso de la composicion de desigualdad [3/4; 2/3] —
bolsa “1” tres azules y una verde y bolsa “2” dos azules y una verde—, M comparéd las

posibilidades de extraer la canica del color ganador [207, 209, 211]:

[203] M:  Si.
[204] E: Vamos a meter las canicas en las bolsas y las vamos a agitar.

[205] M:  [Mete las canicas en las bolsas y agita las bolsas].

[206] E: Ahora, quiero que saques una canica de color azul, ¢de qué bolsa la vas a sacar?
[207] M:  De uno.

[208] E: De la uno, ¢por qué de la “1”? ¢ Cudntas canicas habia?

[209] M:  Cuatro.

[210] E: Cuatro; y ¢cudntas azules?

[211] M:  Tre.

[212] E: ¢Por eso de ahi la vas a sacar? Muy bien, mete la mano.

[213] M:  [Mete la mano y extrae una canica azul] iAzul!

Combinatoria

Con la situacién de “Mezcla aleatoria”, los datos obtenidos de las respuestas de las nifias

sugieren su nocién de permutacién. La peticidon de que dibujaran su anticipacién de la posicién
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final de las canicas ante cierto numero de balanceos de la bandeja propicid que las nifas se
percataran de distintas posiciones posibles de las canicas, a lo que también contribuyé el dibujo

de las trayectorias.

(a) Produccién de K. (b) Produccién de I. (c) Produccion de M.

Figura 3. Previsidn de las canicas ante un balanceo.

Cuando se pidid la anticipaciéon de la posicion de las canicas ante un balanceo, tanto las
respuestas de K como las de | mantuvieron un patrén de alternancia de canicas azules y verdes
(véanse Figuras 3-ay 3-b), pero la primera produccidon de M sugiri6 la identificacidon de la mezcla
en la bandeja (Figura 3-c). Cuando se pidieron las trayectorias que dieron lugar a las posiciones
de las canicas K mantuvo la nocién de mezcla de canicas de la bandeja (Figura 4-a), M indicé
orden en las trayectorias de sus dibujos (Figura 4-b), mientras que la entrevista se interrumpio

para | por sus episodios de distraccién, y no llegd a producir las trayectorias.

‘ —

(a) Produccion de K. (b) Produccién de M.

Figura 4. Produccion de las trayectorias de las canicas
ante muchos balanceos.

Ley de los grandes niumeros

Esta idea sélo se incluyd en las entrevistas a Ky M sobre “Mezcla aleatoria”. Se utilizaron las
expresiones de muchas, muchas veces, y acciones de balancear muchas veces la bandeja

[230-233]:

Memoria de la Xll Escuela de Invierno en Matematica Educativa
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[230] E: Hace rato vimos que cuando son poquitas [canicas], tu moviste la bandeja muchas veces y las
canicas regresaron a la posicién inicial, pero cuando teniamos muchas canicas y moviamos
muchas, muchas veces la bandeja, las canicas [ya] no regresaban. Entonces écuando es mas facil
que las canicas queden como al inicio, cuando son muchas o cuando son poquitas?

[231] M:  Poquitas [risas].

[232] E:  Cuando tengo poquitas, é¢verdad?

[233] M: S

Otros conceptos matematicos

La nocién de numero estuvo directamente implicada en las preguntas planteadas en las
entrevistas. Se utilizé el conteo de uno en uno, cuando se referian a las canicas de las urnas o de
la bandeja, y la nocién de cantidad. Por ejemplo, se pregunté a las alumnas sobre el nimero de
canicas contenidas tanto en las urnas como en la bandeja para obtener datos sobre si
reconocian el orden y el conteo de los niumeros naturales. Para el caso de “Mezcla aleatoria”, M
dio evidencia de orden, asi como de conteo; para el caso de I, cuando se le preguntd sobre

cuantas canicas habia en la bandeja, de manera inmediata inicié su conteo por asignacién [2, 8]:

[11E:  Tenemos canicas y una bandeja de madera. Vamos a contar; ¢ cuantas canicas tenemos? [sefialando
las canicas de la bandeja].
[2] It Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, jsiete! [contando las canicas azules].

[3]E: Siete, éde qué color?

[4]1: iVerdes!
[S] E: Y éstas, ¢de qué color son?
[e] I iAzul!

[71E: Y écuantas tenemos?
[8] 1 Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, jsiete! [sorprendidal.
[91 E:  ¢Qué? ¢Cuantas tenemos?

[10] I: iSiete!

[11]1E: Siete azules y siete verdes. (Dénde estan las verdes y donde estan la azules?... Todas éstas son las...
[sefialando el grupo de canicas verdes].
[22] 1t iVerdes!

K identifico la cantidad de canicas de cada tipo aparentemente sin contar, pero cuando se le

preguntd por un color determinado, insistid en la cantidad de canicas de ese color [4, 8, 10]:

[1] E: Aqui [sefialando en la bandejal, écuantos colores de canicas tenemos?

[2] K: iSiete!
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[3] E: ¢Qué color es éste? [Sefiala el grupo de canicas azules].

[4] K: iSietel...
[5] E: Son siete canicas, pero iqué color es? [refiriéndose a las canicas azules].
[6] K: ... iqui! [sefialando en la bandeja el grupo de canicas verdes].
[7] E: Esas ¢de qué color son? [sefialando el grupo de canicas verdes].
[8] K: iSietel...
[9] E: Estas ¢de qué color son? [sefialando las canicas verdes].

[10] K: iSietel...

[11] E: éEsta de qué color es? [tomando una canica verde].

[12] K: iSiete... mor!

[13] E: éCémo?

[14] K: iSiete...mor!

[15] E: A ver, jvuélvelo a decir fuerte, porque no te oigo!

[16] K: iSiete mor! [gritando].

[17] E: Esta, ¢de qué color es? [tomando una verde].

[18] K: iVerde! [distraida, observa por la ventanal.

Observaciones

Las alumnas dieron evidencia de sus primeras nociones de combinatoria en sus dibujos de la
prevision de la posicién de las canicas ante un cierto numero de balanceos de la bandeja. Sus
respuestas a las preguntas referidas a la idea de Medida de probabilidad en las entrevistas
sugieren un primer bosquejo, cualitativo, de la comparacion de posibilidades y de la ley de los
grandes numeros.

Los dibujos de K y de | (Figura 3) corresponden a lo que Piaget e Inhelder (1951, pag. 23)
sefialaron acerca de que los nifios en el estadio de operaciones concretas tratan de buscar un
orden dentro del desorden, pero que esta idea se tiene que superar con un nimero muy grande
de balanceos al cabo de los cuales los nifios identificaran el desorden. De las expresiones
espontaneas en las respuestas de las nifias, se identificaron esquemas compensatorios como el
perceptual visual, el perceptual auditivo y el motriz, cuya utilizacidn evidencié sus nociones de
estocasticos. No se exhibid confusidn respecto a los términos que aluden a estocasticos, pero se
notaron dificultades de las nifias con el adverbio “mas” incluido en los interrogatorios de la
entrevista sobre “mezcla aleatoria”. Pero ello no descarta la posibilidad de introducir su uso para

favorecer un tratamiento de estocdsticos en los grados subsecuentes de la educacién especial.
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Conclusiones

Las respuestas de las nifias a las preguntas de las situaciones aleatorias que se les plantearon
fueron favorables a la idea de azar. Para el caso de la mezcla aleatoria, M y K advirtieron la
irreversibilidad de la mezcla. Como establecen Piaget e Inhelder (1951), la identificacion de la
irreversibilidad de la mezcla favorece la adquisicion de la idea de azar en los nifios. Respecto a
los estadios que sefialan Piaget e Inhelder (1975) respecto a la mezcla aleatoria, las nifias
entrevistadas se encuentran en el de las operaciones concretas, pues sus dibujos sugieren la
nocion de permutacion. Se identificaron esquemas compensatorios cuya utilizacidon evidencié
sus nociones de estocasticos. Tal fue el caso de K cuando identificé choques entre las canicas y
de las canicas contra las paredes de la bandeja; y de M, pues cuando se le pidié que agitara las
bolsas para que se mezclaran las canicas que contenian, ella acercé las bolsas a sus oidos para
escuchar los choques. Los dibujos sobre la previsién de la posicion de las canicas y sus
trayectorias evidenciaron las posibles posiciones de las canicas que consideraban las nifias.

Se tuvo evidencia de nociones de medida de probabilidad, pues en momentos las respuestas de
M en la entrevista de “urnas y decisién” aludian a la comparacion de los casos posibles en la

extraccion de una canica de cierto color, en ambas bolsas.

En la misma direccion, las nifias presentaron confusién en la peticion de extraer una canica, en
el caso de imposibilidad-imposibilidad; aun conociendo que en las bolsas no existian canicas del
color “ganador”, las nifias extrajeron una canica y cuando se les pregunto la razén por la que lo
hicieron respuestas sugieren la identificacion de la inexistencia de la canica del color elegido

[por ellas] en las bolsas.
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