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Resumen

Un fenomeno diddctico que se ha reportado por diversos investigadores consiste en la interpretacion geométrica de
la derivada la cual es dada en los cursos tradicionales de Cdlculo Diferencial, esta idea se refiere a definir una
familia de rectas secantes cuyo limite deviene en una recta tangente a la curva en un punto, en los cursos
tradicionales de Cdlculo Diferencial se ha tratado a la recta tangente como una aplicacion de la derivada y no como
la idea que origino el concepto, como es mostrado en diversos estudios de corte socioepistemoldgico. En el presente
avance de la tesis se muestra que el fenémeno diddctico mencionado existe como parte de una problemdtica en la
ensefianza-aprendizaje de Cdlculo Diferencial, en ella se encuentran involucrados los profesores, los cuales tiene
ciertas costumbres diddcticas, estas son influidas por sus creencias de las matemdticas, asi como también los textos
escolares y los programas de estudio. Una forma benéfica de contribuir ante esta problemdtica, es disefiando e

implementando secuencias diddcticas producto de la investigacion en Matemdtica Educativa.
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Introduccidon

El estudio del Calculo Diferencial se lleva acabo regularmente en los Ultimos semestres del
bachillerato, es una asignatura importante por la relacién que guarda con la matematica
elemental vista en cursos anteriores y la matematica avanzada la cual serad estudiada por los
alumnos en la universidad, podemos decir que la matematica basica se refiere a aquella que
estudia procesos finitos de cuantificacion y en la matemdtica avanzada se estudian ademas
procesos infinitos de cuantificacion (Dolores, 2007). El estudio del Calculo es necesario ya que
puesto que posibilita que el estudiante se apropie de los elementos basicos con los cuales se

pueda crear una conexion entre la matematica basica y la matematica superior que se ve en la
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universidad, principalmente en carreras como las ingenierias, economia, contabilidad y ciencias,
por lo tanto es de suma importancia que sea comprendido en el bachillerato, sin embargo segin
investigaciones realizadas los estudiantes llegan con serias deficiencias de los temas tratados en

Cdlculo a la Universidad (Dolores, 2007; Artigue, 1998).

El estudio de los procesos de variacion y cambio de fendmenos naturales forman parte de los
origenes historicos del Célculo a pesar de ello, estos no son tomados en cuenta en la ensefianza
tradicional. En la presente ponencia mostraremos problematicas que se encuentran presentes

en la ensefianza aprendizaje del Calculo Diferencial (CD).

Ensefianza basada en Algoritmos

Uno de los problemas que se encuentran presentes en la ensefianza del Calculo es que se
privilegia el uso de los algoritmos, dejando de lado otro tipo de recursos como por ejemplo el
visual por no considerarlo matematico (Cantoral, 2000). Haciendo uso de manera
preponderante de recursos algoritmicos se les ensefia a los estudiantes a evaluar funciones,
calcular limites, derivar y optimizar variables tal como es reportado en Cantoral y Reséndiz
(2003); el algoritmo es una serie de pasos a seguir para resolver un problema, sin embargo el
seguir estos pasos no es garantia de que los alumnos hayan construido conocimiento, ya que
pueden estar haciendo las cosas mecdnicamente sin hacer analisis alguno, el aplicar un
algoritmo ahorra tiempo ya que permite llegar rapidamente a la solucién de un problema, pero
cuando es utilizado en las matematicas escolares sin conocer los motivos de el porqué de cada
uno de los pasos a seguir se cae en el riesgo de que los estudiantes no construyan conocimiento,

gue es lo que comunmente ocurre en las clases de Calculo (Cantoral y Reséndiz, 2003).

El libro de texto es una herramienta importante a utilizar por los profesores de CD, es légico
pensar que esta herramienta influye notablemente en su discurso, el cual es presentado a los
estudiantes. Por lo tanto es marcada la tendencia entre los profesores de Calculo Diferencial a
presentar los temas de una manera rigurosa, bajo un orden sustentado en ideas légicamente
coherentes por medio de reglas, definiciones, axiomas, postulados y teoremas, asi como

demostraciones rigurosas tal y como son presentados estos temas en los libros de texto
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tradicionales de CD. En ocasiones por la falta de un entendimiento total de los conceptos se
recurre solo al uso de los algoritmos como uno de los elementos formales que se presentan en
las clases. De tal forma que este tipo de enseifanza ha propiciado que se entienda al Calculo
Diferencial como el desarrollo de algoritmos de naturaleza algebraica, lo cual también ha
influido en que los estudiantes aprendan de manera mecdnica a derivar, integrar, calcular limites
(Cantoral y Reséndiz, 2003; Cordero, 2005). Con este enfoque se ha dejado de lado las ideas
clave que dieron el origen al Cdlculo Diferencial, por lo tanto en los cursos pareceria que sus
ideas son solamente utilizadas dentro del mismo Calculo u otras materias de Matematicas y no
se le relaciona con otras areas de conocimiento como las ciencias, economia u administracion,

entre otras.

Haciendo uso de lo mas sencillo en las clases

Con frecuencia el profesor hace uso del recurso algoritmico ya que es lo mas sencillo de utilizar,
sélo hay que seguir los pasos a seguir para resolver el problema y llegar a el resultado, esto claro
no conlleva a que los estudiantes le den un significado a los conceptos. En el caso de la materia
de Célculo como ha sido demostrado, ha sido causa de dificultades (Dolores, 2007; Marcolini y
Perales, 2005; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008 y Zuniga, 2007), hay problemas con
la construccién de los conceptos tanto de los alumnos como inclusive de los mismos profesores
(Castafieda, 2004), al existir dificultades de este tipo y si los alumnos no construyen los
conceptos, asi como tampoco saben utilizarlos en la resolucién de problemas en donde se pone
en juego las ideas clave del Calculo, se corre el riesgo de que la clase entre en crisis, sin embargo
el utilizar lo algoritmico “sirve” como un recurso legitimador del profesor ya que gracias a esto
puede dar la clase y ensefar a sus alumnos a aplicar una férmula o seguir una serie de pasos, de
esta forma la clase no entra crisis (Cantoral, 2000), otro de los “beneficios” que se puede
obtener al usar este recurso es disminuir considerablemente el nimero de alumnos reprobados,
consideramos sin embargo, que hay una especie de efecto Jourdain (Brousseeau, 1986) este
efecto consiste en que el profesor evita un debate con los alumnos sobre el conocimiento
cientifico, esto es con la intencidon de que no se reconozca falla en los procesos de ensefianza
aprendizaje, Brosseau (1986) menciona que en este efecto Jourdain, el profesor dice reconocer

conocimiento en los alumnos a pesar de que lo que comenten sean situaciones con significados
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ordinarios o muy alejados de lo que realmente significan los conceptos, de tal forma que se
sustituye el conocimiento por actividades mds familiares a los alumnos a pesar de que esto no
de un significado correcto del concepto que se estd aprendiendo, con el tiempo este tipo de
actividades son reconocidas como algo respetable e ineludible. Algo parecido ocurre con el uso
de los algoritmos ya que se convierten en una costumbre y muchas veces sustituyen a las ideas
conceptuales, por tener estas un alto grado de complejidad. El profesor dice reconocer ideas
cientificas en sus alumnos con el simple hecho de que ellos sepan utilizar algoritmos para cierto
tipo de problemas y da la impresién de que hay cierto lenguaje cientifico al usar los algoritmos,
con el tiempo esto se convierte en una costumbre diddctica, la cual puede ser repetida por

generaciones.

El uso de las reglas algebraicas

Otra de las dificultades en la ensefianza aprendizaje del Calculo Diferencial tal y como es
reportado por Zuiiiga (2007) es que hay una muy marcada tendencia a transmitir conocimientos
haciendo mucho énfasis en el desarrollo de habilidades algebraicas desatendiendo el
discernimiento intelectual para la comprensién de ideas nociones y conceptos. En nuestra
experiencia como docente en Calculo Diferencial hemos escuchado en varias ocasiones a
profesores? expresar ideas como: “En Célculo todo es trabajo algebraico”, “Todo es cuestion de
saber algebra para entender Calculo”, “El Calculo no es dificil, solo es cuestion de saber algebra”
y comentarios similares; por otro lado ha sido reportado en (Cantoral, 2000; Cantoral y
Reséndiz, 2003; Dolores, 2007; Zuiiga, 2007) que en los cursos de Célculo Diferencial hay una

marcada tendencia a privilegiar el uso de los recursos algebraicos.

El tipo de habilidades algebraicas a las que hacemos referencia y que son muy frecuentemente
utilizadas en Calculo Diferencial son aquellas que se refieren a el uso de estrategias, técnicas y
reglas para manipular expresiones algebraicas y transformarlas en otras, no hablamos de
habilidades algebraicas en un sentido rico y profundo de lo que significa el empleo del dlgebra,
por citar algunas caracteristicas de el uso del dlgebra en este sentido amplio que mencionamos,
podriamos decir que un buen uso de ella daria como resultado el poder interpretar y hacer un

analisis correcto de una expresion algebraica, otra de las potencialidades del dlgebra es el hacer
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generalizaciones, es decir no sélo ver casos particulares sino tener las herramientas para que se
pueda generalizar, es decir que se puedan resolver diferentes problemas que contengan una
misma estructura y poder reconocer en todos ellos el mismo modelo, logrando de esta manera
reconocer lo invariante, la generalidad, tratar con casos particulares a partir de una generalidad
y reconocer lo general en una particularidad de tal manera que haciendo un uso apropiado del
algebra los alumnos podrian sacar conjeturas y hace generalizaciones (Papini, 2003), en las
clases de CD generalmente no se hace uso modelos para interpretar fenédmenos, de tal forma
que el dlgebra no es utilizado en un sentido amplio, sino sélo como una estrategia que permite

la manipulacion de reglas.

La derivada

A partir de lo visto en los apartados anteriores sobre la ensefianza basada en algoritmos y el uso
de reglas algebraicas lo cual es utilizado en muchas instituciones del sistema escolar mexicano,
segun lo reportado en (Cantoral, 2000; Castafieda, 2004; Dolores, 2007; Gonzdlez, 1999) en las
clases de Calculo Diferencial, al ser el tema de |la derivada parte importante de los contenidos de
esta asignatura, veremos que el uso de los algoritmos, asi como el empleo de estrategias de
manipulacidon algebraica se veran reflejados al impartirse este tema, esto ocasiona desde
nuestro punto de vista dificultad en los estudiantes para construir las nociones de derivada, asi
como el reconocer a la misma en problemas donde se presenta, de tal forma que consideramos
gue entre otras se encuentran presentes dos problematicas, las cuales desde nuestro punto de
vista son fuente importante de dificultades, las cuales son: enfrentarse a problemas de

aplicacién y minimizar el significado geométrico de la derivada.

Dificultad en problemas de aplicacidn

Se ha reportado por diversos investigadores (Cantoral, 2000; Castafieda, 2004; Dolores, 2007;
Gonzdlez, 1999; Serna, 2007) acerca de la ensefianza del Calculo Diferencial en donde se ha
privilegiado el uso de algoritmos de naturaleza algebraica lo cual es utilizado en la ensefianza de
la derivada, los estudiantes aprenden a derivar, ya sea utilizando el método de los cuatro pasos
o haciendo uso de las reglas de derivacidn, regularmente los estudiantes saben manipular

expresiones algebraicas haciendo uso de las reglas del algebra llevando a cabo desarrollos para
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transformarlas, para hacer simplificaciones u obtener otras expresiones que permitan llegar al
resultado, esta forma de proceder de alguna manera propiciada por los mismos profesores hace
gue el derivar se convierte en algo mecanico, “tal parece que importa saber quiénes de ellos
pueden calcular mas derivadas, pero no interesa mostrarles los procesos variacionales que se
esconden detrds de ese cdlculo de derivadas” (Gonzalez, 1999, p. 17), de tal forma que también
pareciera que hay una rapida urgencia por parte de los profesores para pasar a los
procedimientos algebraicos, en otros trabajos (Dolores, 2007; Gonzalez, 1999) se ha reportado
gue cuando los estudiantes se enfrentan a problemas en donde se debe de utilizar |la derivada
no identifican el uso de la misma, puesto que no han construido las ideas claves de la derivada,
esta forma de enseflanza tradicional, tampoco le da importancia a utilizar ideas o temas
relacionados con fisica como son por ejemplo velocidad promedio, velocidad instantanea o
hablando en un sentido mds general la razén de cambio promedio y razén de cambio
instantanea, segun lo reportado en Dolores (2007) los profesores de Calculo Diferencial
regularmente utilizan libros de texto, inclusive ddndole mayor prioridad a estos que a los
mismos programas y la mayoria de los textos de Calculo utilizados en México le dan un mayor
énfasis a el contenido matematico en donde es relevante el desarrollo de procesos algebraicos,

vemos que aun los mismos textos contribuyen a este tipo de ensefianza.

Minimizar el significado geométrico de la derivada

El problema de las tangentes fue enfrentado por varios matematicos del siglo XVII, hubo varios
métodos de solucion sin embargo el descubrimiento de la derivada lo resolvié facilmente. En la
actualidad en nuestros sistemas escolares se encuentra presente este problema cuando se le da
una interpretacion geométrica a la derivada, la forma tradicional en que se presenta este tema
es mostrandoles a los estudiantes que la pendiente de la recta tangente a la curva es el limite de
una familia de rectas secantes que deviene en la recta tangente a la curva, aunque esto ha sido
de gran dificultad para los estudiantes ya que como muestran (Cantoral, 2000; Dolores, 2007)
los estudiantes no construyen esta idea firmemente. Por la forma en cémo se presenta esta da
la impresién de que la recta tangente a la curva es algo estatico (Dolores, 2007; Serna, 2007)
gue toca a la curva en un punto sin volver a cortarla, aunque como se sabe la recta tangente a la

curva es tangente sélo en una regién cercana a la zona de contacto, pudiendo volver a cortar a
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la curva en otro punto, ademas la recta tangente es algo dinamico. En algunos sistemas
escolares de otros paises se ha utilizado a la interpretaciéon geométrica de la derivada, asi como
algunas ideas mas intuitivas para la introduccidon del concepto de derivada, sin embargo en
muchos otros aun se encuentra presente la estructura légico formal en los programas. En
Dolores (2007) se comenta acerca de la interpretacién geométrica de la derivada y los enfoques
gue toman en cuenta a la razén de cambio, como formas diferentes de abordar el concepto de
derivada y que casi no son utilizados y en caso de serlo se les ve como algo que es utilizado de

manera momentanea sin volver a hacer énfasis en ellos en otras partes del curso.

Los libros de texto

El libro de texto escolar juega un papel importante en los procesos de ensefianza aprendizaje en
el aula, es un medio de transmisidn de conocimientos el cual es reconocido y validado por la
sociedad, puede ser utilizado para organizar los contenidos de un curso, preparar examenes,

guias formularios o actividades didacticas también sirve para que los alumnos estudien;

Con una mirada mas profunda, se puede advertir una doble naturaleza en las obras
de texto: como una obra de texto, referida a los elementos de estructura y
organizacion, y a aquellos tocantes a su contenido, es decir, al discurso que contiene.

(Castafieda, 2006, p. 254)

Podemos decir que la construccion de las ideas del Calculo Diferencial que la sociedad se forma
y en particular los estudiantes y profesores, asi como los actores situados en la noosfera en gran
medida tiene que ver con los textos escolares utilizados en nuestros sistemas escolares.

Hablaremos de los textos tradicionales de Calculo Diferencial e Integral como aquellos que
usualmente son estudiados en el sistema escolar mexicano y de los cuales vamos a caracterizar
algunos aspectos puntuales como son la secuenciacién y enfoque de los temas abordados, asi
como la forma en cédmo se pretende que se aborden los conceptos por parte de los estudiantes.
Con respecto a la secuenciacién vamos a considerar que los textos tradicionales de Calculo
siguen una secuencia como la del andlisis matematico, tal vez hay algunas diferencias pero el

orden de los temas segun lo reportado en Dolores (2007) es: funciones numéricas (algebraicas y

398



trascendentes), limites, continuidad, otros temas relacionados a funciones, concepto de
derivada, formulas de derivacidon y aplicaciones de la derivada al andlisis de funciones vy la
obtencion de mdximos y minimos. En los textos tradicionales, practicamente no se revisan

temas de variacion o los relacionados a Fisica.

Los profesores

Es muy frecuente que los profesores de matematicas conciban a las mismas como un sistema
légico y coherente de axiomas, postulados, teoremas, definiciones y conceptos, en donde no
hay falla alguna (Parra, 2005), es decir las consideran como un sistema de reglas asociadas
l6gicamente en donde no hay contradicciones, vamos a decir que este es un enfoque
predominantemente formalista en donde el rigor matematico se considera como de suma
importancia, al mirar a las matematicas de esta forma practicamente no se relaciona a los
conceptos vistos en Calculo Diferencial con otras ciencias ni con problemas de variacion o en
problemas de aplicacién que tengan que ver con la realidad, inclusive en el nivel superior
aungue se considere a las matematicas como una herramienta en el auxilio de otras ciencias
como la economia o ingenieria, aun asi predomina en los profesores el darle un mayor peso al
contexto matematico que a su relaciéon con otras ciencias (Garcia, Azcarate & Moreno, 2006;
Zuiiiga, 2007), aunque este hecho también es debido a la falta de conocimiento que el profesor
tiene de la aplicacion de las matematicas en otros ambitos, bajo este enfoque también es
considerado que el objeto de conocimiento es algo ya hecho y acabado, de tal forma que es
incuestionable y por lo tanto el alumno se tiene que adaptar a ella sin tener la oportunidad de
poder construir los conceptos, podemos entonces ver que los profesores y los alumnos
aprenden a decir que es la derivada y la integral y “representarlas geométricamente, sin tener
una comprension que les permita estudiar fenémenos de variacion continua” (Cordero, 2005, p.
209), tampoco se resuelven problemas relacionados con otras ciencias o se sabe identificar el
uso de los conceptos vistos en Calculo Diferencial en problemas que se les pueden presentar a
los estudiantes a no ser que sean problemas parecidos a los que los profesores les han

presentado €N SUsS Cursos.
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Es frecuente que los profesores ensefien a que los alumnos aprendan a encontrar de manera
mds o menos mecanica las derivadas, limites o algunos otros conceptos vistos en la materia, asi
como algunos problemas de aplicacién como los que regularmente son expuestos en los libros
de Cdlculo Diferencial, esto puede obedecer en parte a que los profesores consideran que
aprender Calculo es equivalente a aprender a derivar, encontrar un limite, los puntos maximos
y/o minimos es decir a mecanizar destrezas basicas (Parra, 2005) y también en parte a que de
esta forma se obtienen mayores calificaciones ya que se les evalta a los alumnos los que estos
saben hacer mejor y su vez estos le dan mayor importancia a esta situacién puesto que es lo que
se les evalla cayéndose de esta manera en un circulo vicioso (Artigue, 1995, citado en Zufiga,

2007).

Estado Actual de la recta tangente en la escuela

Hemos optado por revisar el programa de estudios de la materia de Pensamiento de Calculo
Diferencial del Edo. de México, que es el lugar en donde actualmente laboramos, la intencién
gue se tiene es ver cdmo se trabaja el concepto de recta tangente a la curva, el cual forma parte
de nuestro objeto de estudio, desde nuestro punto de vista es un tema importante puesto que
consideramos que con un manejo adecuado del mismo, podria servir como eje articulador de
otros conceptos de CD como son la derivada, maximos y minimos, asi como punto de inflexién.
Hemos observado lo siguiente, en el programa se hacen recomendaciones utilizando verbos
como: Comprender, interpretar, analizar y construir; a pesar de ello, nos parece que sélo es en el
uso del lenguaje, ya que al revisar la estructura del programa, practicamente se estd haciendo
referencia a los mismos objetivos (temas o subtemas) de los programas tradicionales de Calculo,
no hay tampoco una referencia explicita de alguna metodologia a utilizar, congruente con algun
referente tedrico de cdmo lograr que el alumno pueda comprender, interpretar, analizar y
construir los conceptos empleados en CD, inferimos que lo que se pretende es que se le quede
esta tarea a el Profesor, sin embargo en nuestra experiencia personal al platicar con algunos
profesores de nivel medio superior 3 y tomando también como referente lo reportado por
Andrade et al. (2003) hemos notado que el cambio en el lenguaje no necesariamente provoca
un cambio en las actividades en el aula, consideramos que es necesario que se explique él

“como” tal y como es sugerido por investigadores del Programa de IBERCIMA quienes realizaron
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un estudio a 22 paises de Iberoamérica, incluido México, sobre el curriculo de Matematicas del

nivel medio (Dolores, 2007).

Al revisar el tratamiento que se le da a la tangente observamos que es el mismo dado por
cualquier curso tradicional de Cdlculo Diferencial y también expuesto por libros de texto
tradicionales. Por otro lado también observamos que en los escenarios que se exponen en el
programa se da por entendido que los alumnos comprenden el caracter variacional que tiene la
recta tangente a la curva, lo anterior lo podemos ver en el programa, en donde hay ejemplos en
donde se dibujan las rectas tangentes y se da por entendido que los alumnos comprenderan
claramente que la recta tangente estd cambiando en cada punto, en Serna (2007) se ha
reportado que esto es algo que no le queda claro a los estudiantes y al resultar tan obvio para
los profesores no se le da ningun tratamiento didactico, ocasionando dificultades en los
procesos de enseflanza aprendizaje. Por ultimo vemos que el programa sugiere textos
elaborados por investigadores en Matematica Educativa, en dichos textos se ven plasmadas
ideas que son el resultado de sus productos de investigacion, sin embargo, a pesar de estas
recomendaciones bibliograficas no vemos plasmadas sus ideas en la construcciéon de los
conceptos del Calculo Diferencial, sélo se hace mencién de algunas de ellas en la introduccién
del programa y en el lenguaje utilizado, lo cual no concuerda desde nuestro punto de vista con
el desarrollo de los problemas contextualizados y la estructura del programa, creemos que esto
puede dar pie a la ambigliedad ya que hay dos tipos de ideas plasmadas en el programa por un
lado algunas ideas en donde se plantea el uso del razonamiento critico y por otro lado las
mismas ideas que se han venido manejando en los cursos tradicionales de Calculo Diferencial
tanto por parte de los programas como por libros de texto, consideramos que ante esta
disyuntiva los profesores finalmente optan por hacer lo que estan acostumbrados y aunque
cambien su manera de expresarse producto de la lectura del nuevo programa finalmente

terminan haciendo lo mismo de siempre.

Conclusiones

A partir de lo visto en los apartados anteriores podemos detectar la existencia de una

problematica que se encuentra presente en la ensefianza-aprendizaje de los cursos de Calculo
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Diferencial en nuestros sistemas escolares, en ella se encuentran presentes diversos factores
como son los profesores con sus costumbres didacticas, los textos escolares y los programas de
estudio, cada uno de estos factores se encuentran vinculados con los demas, por ejemplo los
profesores tienen ciertas creencias acerca de las matematicas y su ensefianza producto de los
libros que consultan y de los mismos programas que emplean, todo esto influye en sus modelos
de ensefianza, los libros de texto tradicionales de Calculo Diferencial estan estructurados de tal
forma que se le da un mayor énfasis a el formalismo, rigor matemadtico y el uso de algoritmos de
naturaleza algebraica, en los libros frecuente no se tratan a profundidad ideas de tipo
variacional, las cuales como se sabe histéricamente hablando son precursoras del Célculo, los
mismos programas toman muchas veces como referente a los textos escolares de tal forma que
su estructura sigue promoviendo la ensefanza tradicional, ensefanza en donde hay una
matematica ya hecha, por lo tanto los profesores se convierten en transmisores de un
conocimiento que ya estd dado y que por lo tanto los alumnos sélo son receptores pasivos del
conocimiento, sin tener la oportunidad de construir , el profesor y libro de texto se convierten
en la autoridad en el aula y no la construccién de conocimiento a partir del uso de la razén. En la
propuesta que pretendemos implementar en nuestro proyecto de investigacién se pretende
hacer un rediseiio del Discurso Matematico Escolar, a través de un estudio socioepistemoldgico
de la recta tangente, a partir de dicho estudio consideramos el poder rescatar elementos
conceptuales que se han perdido en el transcurso de la historia y que pueden ser de utilidad
desde un punto de vista didactico, hemos considerado a la recta tangente puesto que este es
una idea que dio origen a la derivada, de tal forma que al reconstruir la nocién de recta
tangente desde un punto de vista variacional, nos va ayudar por un lado a establecer un vinculo
entre ideas que los alumnos tienen de la matematica basica con ideas de la matematica
avanzada, por otro lado también creemos nos puede servir como un eje articulador con otras
ideas del Célculo Diferencial como son la derivada, maximos y minimos, asi como el punto de

inflexion.
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