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Resumen

En el presente articulo se discute sobre cémo a través de la articulacidn entre el  desarrollo histérico
(epistemologia) de los conceptos y la didactica asociada a estos, es posible identificar aspectos que permitan
aportar ideas sobre formas o alternativas de tratamiento escolar. Particularmente atendimos el caso de la funcion
definida por partes. Asi, bajo el marco de la socioepistemologia se analizaron algunos aspectos histéricos-
epistemoldgicos, sociales, cognitivos y didacticos que favorecieran la construccion o reconstruccion de significados
del concepto funcion definida por partes. De esta manera, se logrd identificar que el desarrollo y tratamiento
escolar de la nocion funcion definida por partes, debe estar en un trabajo asociado al estudio y tratamiento de la

contiglidad grafica, continuidad y discontinuidad de funciones, o bien, en un sentido mas amplio, en el estudio

sistematico de formas de comportamiento grafico de las funciones.
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Introduccidn

El actual discurso matematico escolar confiere poca importancia a la funciéon definida por
partes. Por lo regular, su introduccion suele hacerse bajo el discurso de ser una funcién en cuya
naturaleza presenta un dominio de definicién “fraccionado” y que no merece mas atencién que
esa. Asi, en el tratamiento de transformacién de funciones asociadas a operaciones elementales
como la suma, resta, producto y divisién, no suele ilustrarse como llevar a cabo dichas
operaciones con este particular tipo de funciones. Mds aun, al momento de tratar el tema de
funcién compuesta, éste tampoco suele hacerse con dichas funciones. Esta forma de
tratamiento escolar puede provocar en los estudiantes, una conceptualizacién equivoca de

dicho concepto.
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Muestras de ello es que se puede encontrar en la literatura trabajos cuyos reportes nos
permiten afirmar que el “universo” de representaciones y tipos de funciones que
aparentemente logran estabilizarse en la mente de estudiantes e incluso en algunos profesores
de matematicas del nivel educativo medio, esta asociado a la caracteristica de contigliidad y
continuidad de las mismas .Un ejemplo de ello puede observarse en Lépez y Aparicio (2009),
quienes reportan que cuando solicitaron a los estudiantes trazar graficas de funciones, los

estudiantes trazaron aquellas con comportamientos contiguos como las siguientes graficas:
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Tales circunstancias hacen suponer la existencia de algunas dificultades y carencias entre los

g

estudiantes al momento de tener que trabajar con conceptos mds avanzados como limite,
derivadas e integrales, incluso ecuaciones diferenciales y que dichas dificultades tendrian sus
origenes en la “didactica” y “epistemologia artificial” conferida a algunos conceptos, como el

discutido en este trabajo.

En este sentido, el presente trabajo se realizd con la intencién de analizar el tipo de relacién que
se establece entre la diddctica y la historia de la funcién definida por partes respecto a su actual
tratamiento escolar con el objetivo de identificar elementos que permitan aportar ideas sobre

formas o alternativas de reconstruccion de significados escolares.
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Metodologia

Con

el fin de establecer algunos elementos tedricos-didacticos que permitieran aportar ideas

sobre formas alternativas de reconstrucciéon de significados a las dadas actualmente a la funcién

definida por partes en los escenarios escolares y bajo la premisa de que en practicas sociales

tales como la argumentacion es donde se reconocen procesos y elementos significativos para la

construccion de conocimiento, consideramos centrar nuestra atencién en un analisis sistémico

que

relacionara tanto los social y epistemoldgico, como lo cognitivo y lo didactico, a fin de

precisar algunas actividades o practicas con fines didacticos que posibilitaran la construccion o

reconstruccién escolar del concepto funcion definida por partes.

De esta manera, el método de estudio seguido consistié en realizar un andlisis individual y

sistémico de los elementos antes mencionados.

Asi, para el andlisis epistemoldgico de corte histérico, se realizé una revisién documental en
la que se consultaron fuentes tales como: Cantoral y Farfan (2003); Edwards, (1979); J J
O'Connor y E F Robertson (2005) y, Caiada (2000) cuyo contenido proporciond informacién
relacionada con el desarrollo histérico del concepto funcién y consecuentemente funcién
definida por partes.

Para el analisis didactico se partié del hecho de que la mayoria de los profesores de
matematicas basan su tratamiento escolar de los conceptos en el aula, en el presentado en
un libro de texto. Por lo que el andlisis didactico se realizd con base en la lectura de libros
de texto considerados como los mds empleados en los cursos de precdlculo y que es justo
donde el estudiante por primera vez realiza un estudio mas amplio del campo de las
funciones, ya que la intencién era observar cémo se pretende realizar la reconstruccion del
concepto funcién y posteriormente funcién definida por partes.

Con los analisis previos se pudo formular la hipdtesis para el desarrollo y aplicacién de un
disefio didactico experimental sobre el estudio de la nocién de funcién definida por partes,
gue consiste en asumir que dicho estudio debe estar inmerso en un tratamiento escolar
asociado al estudio de la propiedad de continuidad y discontinuidad de funciones, o bien,

en el estudio de comportamientos graficos de las funciones.
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El disefio se conformé de

dos actividades cuya caracteristica radica en la interaccién entre

funcién y sus representaciones graficas y algebraicas. La aplicacién de este disefio nos

permitié observar como los estudiantes reconstruyen su nocién de funcién definida por

partes.

Resultados

Se pudo observar que el tratamiento didactico de la funcién definida por partes, se declara

“cumplido” al presentar algunos ejemplos graficos

absoluto)” de la funcién definida por partes (Avila, Quijano y Trejo, 2004; Stewart, J. 2003), es

decir, basta con presentar algunas representaciones graficas con comportamientos “irregulares”

y sus expresiones algebraicas para referirse a una funcion definida por partes. En la siguiente

tabla se presenta de manera mds detallada algunos de los resultados obtenidos a partir de

nuestro analisis didactico.

y algebraicos “especiales (como el valor

Libros

Analisis

Avila, Quijano y Trejo, 2004;
Stewart, J. 2003

Al momento de tratar con el concepto funcidon se hace sin prestar
atencion a la diferencia de definirla en términos estaticos Y|
definirla en términos variables, lo que puede derivar en|
dificultades para el entendimiento del concepto funcién en
general y funcion definida por partes en particular.

Avila, Quijano y Trejo, 2004;
Stewart, J. 2003

En el tratamiento conferido a la graficacion de funciones, se parte
de la representacién grafica de pares ordenados en un planog
cartesiano en donde se realiza la unioén de dichos pares a través de|
una curva, esto se realiza sin hacer el énfasis necesario en las
condiciones a satisfacerse para que el estudiante tenga claro que
esto es posible realizarse dado que la funcion tiene como dominio
e imagen a todos los nimeros reales. Este tratamiento junto con el
hecho de que los seres humanos perciben los fenémenos fisicos,|
de manera global (Aparicio y Cantoral, 2006) y con
comportamientos contiguos y continuos, conduciria al estudiante
a considerar toda representacion grafica de comportamiento
contiguo como una funcioén, limitando de esta manera sus

entendimientos de éste concepto.

431

BAIJEONPT BO1jBWI)E\ US OUJSIAU| 9P B|andsT |IX B| @p eLIOWS



Memoria de la Xll Escuela de Invierno en Matematica Educativa

Suele hacerse referencia a la expresion analitica de una funcion|
Ayres, F. y Mendelson, E.  [como ecuacion, sin hacer los sefialamientos adecuados para que
1994; Avila, Quijano y Trejo, el estudiante distinga una funcion de una ecuacion ezrbitraria, es
2004 decir, para que pueda distinguir dada una expresion 13- a
si representa o no una funcion.
Se otorga atencion particular a cada tipo de funcidn, en sus
representaciones grafica, numérica y algebraica, y s6lo en el caso|
de un libro de texto, se pudo observar que se otorga un capitulo
ara el estudio de la funcién definida por partes
Se vislumbra una marcada desvinculacion entre el tema funcion|
Stewart, J. 2003 definida por partes y los posteriores inmediatos, no asi con los
otros tipos de funcion.
Las forma en que se utilizan las representaciones algebraicas,
podria generar la idea de que en realidad se tratan varias
funciones y no una sola; ya que se presentan expresiones tales
como:

Avila, Quijano y Trejo, 2004

fix) =5cuandoo < x =1
Ayres, F. y Mendelson, E.
1994 f(x) =10 cuando 1 =X x = 2

fix)=15cuando2<x =3

fix)=20cuando3 = x =4

y se indica, que se esta frente a una funcion definida por partes.

Mientras que en el desarrollo histérico de la funcién definida por partes, fue posible identificar
que la discusién y confrontacion generada sobre la representacidon grafica, algebraica y el
comportamiento (continuidad, contigliidad y discontinuidad) de las funciones, fueron aspectos
que intervinieron en la construccion (histérica) del concepto funcién y a su vez funcién definida
por partes. Por ejemplo en 1748 Euler definid como una funcién mixta, que a su vez considero
como funcién discontinua, a aquella funcion que se expresa en términos de dos o mas
expresiones analiticas, mientras que funcidn continua la definié como aquella que era expresada
mediante una uUnica expresion analitica; no obstante, en 1780 se demostré que una funcién
mixta podria representarse mediante una sola férmula, por tanto, no tenia sentido hablar de
funciones continuas y discontinuas, posteriormente, en 1844 Cauchy proporciono un ejemplo

de lo mencionado, el caso de la funcion valor absoluto que podia representarse por una
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. . c= %2 . V=X x=20 v=—x x =0
expresion analitica (- V%) o dos expresiones (- para™ — -, - para ) ()

O'Connor, E F Robertson, 2005).

De manera general se pudo observar que tanto en la construccién histérica del concepto como
en el tratamiento didactico de hoy dia, se presenta el estudio del concepto funcién con un
énfasis en sus representaciones algebraicas y graficas. Asimismo, se puede decir que la
construccion histérica del concepto de funcidn definida por partes estuvo asociada al estudio de
los comportamientos graficos (continuidad, discontigliidad y discontinuidad), a partir de los
cuales se obtienen sus expresiones algebraicas, considerando que una representacion grafica
gue presentara curvas con comportamientos irregulares, era “sindnimo de funcién definida por

partes” (Arbogast (1759-1803), citado en Aparicio y Cantoral (2006).

Dado que el concepto funcién se “construye” (histérica y escolarmente), a través del analisis de
las representaciones algebraica y grafica, y que el ser humano obtiene un mejor aprendizaje al
confrontar sus conocimientos asociados al concepto en cuestion. Se llevo a cabo la aplicacién de

un disefio, con el objetivo verificar la pertinencia de nuestra hipétesis.

El disefio fue aplicado a estudiantes de primer afio de las licenciaturas de Ciencias en la
Computacién, Software y de Ensefianza de las matematicas, quienes fueron divididos en dos

grupos, de cuatro y tres estudiantes. Un grupo por cada actividad respectivamente.

En la primera actividad, se presenté una serie de graficas con diferentes comportamientos:
comportamiento continuo (polindmicas); comportamiento continuo y trazo irregular;
comportamiento discontiguo (con “saltos”); comportamiento discontiguo puntual, tal cual se

ilustra en la Figura 1.
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Figura 1

Al respecto se plantearon las siguientes preguntas:

1.

éiLes seria posible dar la expresion funcional que corresponde a cada grafica?
Argumenten su respuesta.

De manera general, las respuestas proporcionadas por los estudiantes dejan ver la
identificacion del concepto funcién como “regla de correspondencia”. Asi se pudo
observar en el tipo de respuestas proporcionadas, ejemplo:

-Si, ya que se da la regla unica de correspondencia.

- Si, ya que se da una unica regla de correspondencia para las grdficas

¢Creen que exista un fendmeno que pueda ser descrito por las graficas? En caso
afirmativo, describan cémo tendria que ser dicho fenémeno.

Ante este reactivo los estudiantes obtuvieron con facilidad un fendmeno que puede ser
descrito por las graficas de comportamiento contiguo, pero se les dificulté describir un
fendmeno para las graficas discontiguas. Esto quedd manifestado en el tipo de
respuestas proporcionadas por los estudiantes:

- Si podriamos encontrar funciones, pero, encontrar una funcion la cual este dando el

comportamiento de algun fendmeno, es casi imposible.
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- Si, se podria encontrar funciones que cumplan o que se parezcan a las grdficas, pero, tal
vez describir un comportamiento fisico y/o de la vida cotidiana serd bastante complicado.
Seguidamente, se presentd un fendmeno que podria ser representado mediante una funcién
definida por partes, y se solicitéd describir dicho fendmeno, mediante una expresion grafica y
algebraica. Los estudiantes no presentaron dificultades al describir la expresion grafica (figura 2),
no asi, al describir la expresién algebraica, ya que en lugar de describir una funcién definida por

partes, presentaron cuatro expresiones funcionales como las siguientes:

Figura 2
flx)=0=x=a
glx) - b=x=c
hix) - c=x=d
ilx) = e=x=f

Para finalizar con la primera actividad, se solicitd describir un discurso mediante el cual se
explique el concepto de funcion definida por partes a una persona que por primera vez trataria

dicho concepto, la respuesta emitida de manera grupal fue la siguiente:

“Existen funciones que respetan una regla, pero también existen otras funciones que en
intervalos toman diferentes comportamientos, la grdfica se comporta de diferentes maneras”
Y sefialaron que presentarian algunas graficas como las analizadas anteriormente, para ilustrar

la funcidon en cuestion.
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En la segunda actividad se solicité determinar las expresiones algebraicas de graficas con
comportamientos contiguos regulares, contiguos irregulares y discontiguos, tal y como se ilustra
en la figura 3. De aqui se observd que los estudiantes identificaron aquellas graficas que
representaban a las funciones definidas por partes a partir del comportamiento que éstas

describian.

ERAFICA A GRAFICH B

SRABCAT . Baatad L

Posteriormente, se preguntd a los estudiantes como definirian la funcidén definida por partes. De
manera general, la respuesta obtenida estuvo asociada a funciones con comportamientos

graficos irregulares, asi lo muestran las respuestas de los estudiantes:

Respuesta 1. Es una funcion que al momento de representarla en forma de una grdfica, ésta no
sigue una trayectoria unica, sino que hay variaciones.

Respuesta 2. Una funcion definida por partes, es en la cual no basta una funcion para
representar la grdfica, ya que son de magnitudes diferentes y no se puede representar de la
misma forma. Por ello necesita mds funciones para representarse y no solo una.

Respuesta 3. Una funcidn definida por partes es la funcion la cual estd definida por una funcion

diferente segun el intervalo.
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Siguiendo con la actividad se les presentd a los estudiantes un conjunto de gréficas con la
caracteristica de mostrar comportamientos irregulares, empero, cuyas expresiones no
obedecian a funciones definidas por partes. Cabe decir que dicha informacion no se
proporciond a los estudiantes y se les solicitd que determinaran cudles de las gréficas estaban
asociadas a funciones definidas por partes. Los estudiantes consideraron que todas las graficas
eran de este tipo de funcidon dado que presentaban comportamientos graficos irregulares. Una
vez proporcionado sus respuestas, se les informd que ninguna de las graficas representaba
funciones definidas por partes y se les presenté las respectivas expresiones algebraicas. Acto
seguido se les cuestiond que si ante tales circunstancias, cambiarian la definicion que

previamente habian proporcionado de funcién definida por partes.

Ante la declaracidn oral de uno de los estudiantes, de que no cambiaria su definicién, dado que
esta no la habia basado en comportamientos graficos, sus comparfieros sefialaron estar de
acuerdo en el sentido de que una funcién definida por partes no debe de estar asociada

Unicamente con comportamientos graficos irregulares.

Discusion
Los estudiantes basan su definicion de funcién definidas por partes en aquellos
comportamientos graficos irregulares, los cuales, a decir con sus propias palabras, no pueden

ser representados mediante una sola expresién algebraica.

Luego, a partir de centrar y fortalecer la atencidén en la funcién definida por partes como un
resultado de comportamientos graficos irregulares y confrontando posteriormente esta nocién
de funcién, rompiendo con la nocién preestablecida, es que los estudiantes reconstruyeron su

nocion de funcién definida por partes.

Este hecho deja ver que el conocimiento de la relacién entre cierto tipo de funciones (funciones
definidas por partes) y su aspecto grafico, no es suficiente para favorecer un analisis profundo

por parte de los estudiantes con respecto a otro tipo de relaciones funcionales-graficas.
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Conclusiones

El objetivo de este trabajo, consistid en identificar elementos que permitan aportar ideas sobre
formas de tratamientos o alternativas de construccién de significados escolares referentes al
concepto funcion definida por partes. El cual se obtuvo, a través del analisis histérico y didactico

de la funcién definida por partes.

Fue asi que el analisis socioepistemoldgico realizado respecto al concepto funcién vy
particularmente funcion definida por partes, deja ver que las nociones desarrolladas tanto
histdrica, como didactica y cognitivamente asociadas a dicho concepto, estan relacionadas con
el andlisis de cierta irregularidad de comportamientos graficos que determinan algunos tipos de

funciones (conocidas y no conocidas por una comunidad especifica).

De esta manera, la evidencia de corte histdrico-epistemoldgico y la del tipo empirico obtenida
en el desarrollo de este estudio permite decir que, el desarrollo y tratamiento escolar de la
nocion funcién definida por partes debe estar en un trabajo asociado al estudio y tratamiento
de la contigliidad grafica, continuidad y discontinuidad de funciones, o bien, en el estudio

sistematico de formas de comportamiento grafico de las funciones.

En sintesis, observamos que el analisis de comportamientos graficos de funciones por parte de
los estudiantes, los lleva a realizar reflexiones semejantes a los realizados por algunos
pensadores matematicos de antafo, cuando una situacién exige confrontar conocimientos

establecidos (aceptados por la comunidad) con aquellos en proceso de construccion.

Asi, es claro que los significados no estan en los conceptos o en sus definiciones, menos aun, en
su ejemplificacion. También es claro que para los estudiantes, no basta poseer un conocimiento
basico sobre la caracterizacidn algebraica de la funcién definida por partes y su relacién con su
aspecto grafico para reconstruir significados o identificar nuevos tipos de relaciones algebraicas-
graficas, se requiere pues, de una confrontacion entre las nociones ya establecidas en los

estudiantes, con aquellas que aun no se encuentran establecidas y resultan necesarias
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establecer, a fin de avanzar en el proceso de construccion de conocimiento matematico.

Particularmente, aquel que se suscita en las aulas de clase producto de su interaccion didactica.
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