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Resumen

Basdndonos en la teoria de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), iniciada por Houdement y
Kuzniak (1999, 2006) y mas tarde ampliada por Kuzniak (2011), exponemos un estudio de las
inecuaciones lineales, el cual tiene por objetivo principal analizar el espacio de trabajo
matematico personal de los estudiantes, a través de situaciones que involucran el concepto de
inecuacion lineal, para elaborar una propuesta de enseiianza aprendizaje que potencie el espacio
de trabajo personal de los estudiantes.
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Abstract

Based on the theory of Mathematical Working Space (MWS), first postulated by Houdement and
Kuzniak (1999, 2006) and later extended by Kuzniak (2011), a study of lineal inequations is here in
exposed. Its main objective is to analyze the personal mathematical working space of the students
through situations that involve the concept of “linear inequation” in order to elaborate a
teaching/learning proposal that would upgrade the students’ personal work space.
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INTRODUCCION

En el sistema educativo Chileno, el tema de inecuaciones lineales es tratado en cuarto afio de
ensenanza media, donde los alumnos aprenden a resolver inecuaciones a través de algoritmos
establecidos, por lo que el desarrollo de este conocimiento es principalmente de caracter
procedimental.

En este sentido la problematica que abordamos en esta investigacion gira en torno al concepto de la
inecuacion lineal a nivel escolar donde observamos se privilegia un tratamiento algebraico, es decir,
se realizan manipulaciones y operaciones algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal como
se hace para las ecuaciones, pero cuidando respetar las propiedades de la desigualdad, como la
multiplicacion por -1, lo cual genera que las inecuaciones carezcan de sentido.

Las preguntas que guian nuestro estudio son las siguientes:

* Qué concepciones tienen los estudiantes de ensefianza media y universitaria sobre el
concepto de inecuacion lineal?

e Cudles son los tipos de tareas que se presenta a los estudiantes tanto en evaluaciones
nacionales (PSU) como en los documentos oficiales: Programa de estudio y textos escolares
que involucran el concepto de inecuacion lineal?
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e /Como es el trabajo matematico de los estudiantes de ensefanza media y estudiantes
universitarios respecto a las inecuaciones lineales?

El sustento didactico con el que abordamos la problemética descrita es el Espacio de Trabajo
Matematico (ETM), teoria que considera el trabajo matematico como el resultado de un proceso
progresivo de génesis que permite la articulacion interna de los planos cognitivos y
epistemologicos.

Para el desarrollo de nuestro estudio adoptamos elementos de la Ingenieria Didactica (Artigue,
1995) como metodologia de investigacion en el siguiente sentido:

* En el andlisis preliminar, se realiza un estudio del concepto inecuacion lineal, considerando
el marco curricular vigente, programas de estudio, actividades sugeridas en los textos
escolares. Ademas de investigaciones que dan cuenta de obsticulos y dificultades en el
aprendizaje y ensefianza de este concepto y aspectos epistemoldgicos asociados.

* Concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas, esta fase consta de dos etapas
aplicacién de cuestionario exploratorio y elaboracion de una propuesta de ensefianza
aprendizaje a partir de los resultados del instrumento exploratorio

* Experimentacion y analisis a posteriori, en esta fase se implementa la propuesta y se realiza
un andlisis de las producciones de los estudiantes a la luz de nuestro marco didactico ETM.

Espacio de trabajo matematico

Como elemento tedrico tomamos la teoria de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), iniciada
Houdement y Kuzniak (1999, 2006) llamada Paradigmas y Espacio de Trabajo Geométrico y mas
tarde ampliada a otros dominios de la matematica por Kuzniak (2011), donde se distinguen dos
planos, el cognitivo y el epistemologico, la articulacion de estos dos planos es mediante un conjunto
de Génesis: Génesis Semiotica, Génesis Instrumental y Génesis Discursiva.

El plano epistemoldgico del ETM, contempla tres componentes: representamen, artefactos y
referencial teorico. El plano cognitivo contempla las componentes: visualizacidon, construccion y
prueba. Tanto las génesis, como las componentes de los planos, deben ser reinterpretadas
dependiendo del dominio matematico en cuestion.

Plano cogmitivo

Génesis semidtica ‘ Génesis discursiva

Arntefactos

Plano epistemolégico

Figura 1. Esquema del ETM (Kuzniak, 2011)
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A partir de la definicion de las componentes, junto a las génesis que las articulan, se definen tres
tipos de Espacio de Trabajo Matematico:

* ETM- de referencia: Se refiere al espacio de trabajo definido de manera ideal en funcion de
criterios matematicos. Se dice que el utilizador es un experto epistémico. Se puede
considerar como el ETM institucional de la comunidad de los matematicos.

* ETM- idoneo: Se refiere al espacio definido en términos didécticos, es decir, en este espacio
se concibe la reflexion sobre la reorganizacion didactica de las componentes del espacio de
trabajo.Un utilizador natural de este ETM es el profesor.

* ETM- personal: Se refiere al espacio definido por el fruto de la reflexion entre los
conocimientos aprendidos y los puestos en practica por el gedmetra, de acuerdo a sus
conocimientos matematicos y capacidades cognitivas.Un utilizador natural de este ETM es
el alumno.

En este estudio analizaremos las tareas y producciones de los estudiantes, desde el es ETMpersonal,
pues enfrentaremos al propio individuo a tareas que involucran el concepto inecuacion lineal y
estudiaremos su propia circulacion por las componentes del ETM.

Ingenieria didactica como metodologia de investigacion

Nuestro estudio se apoya en fases de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995), método de
investigacion de corte cualitativo que se caracteriza fundamentalmente porque sus productos son
construidos a partir de un esquema experimental basado en las realizaciones didécticas en clase, y
ademas se ubica en los registros de los estudios de caso y cuya validacion es interna, es decir,
basada entre la confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori.

El proceso experimental de la Ingenieria Didactica consta de cuatro fases: analisis preliminares,
concepcidn y andlisis a priori de las situaciones didéacticas, experimentacion y finalmente el andlisis
a posteriori y evaluacion.

En este estudio se desarrollan algunas de sus fases considerando nuestro objetivo principal, analizar
el espacio de trabajo matematico personal de los estudiantes, a través de situaciones que involucran
el concepto de inecuacion lineal, para elaborar una propuesta de ensefianza aprendizaje que
potencie el espacio de trabajo personal de los estudiantes.

Fases de la investigacion

* Andlisis preliminar

En el programa de estudio y en los textos escolares se da cuenta que el trabajo propuesto para las
inecuaciones es mas bien de tipo algebraico, es decir, se realizan manipulaciones y operaciones
algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal como se hace para las ecuaciones. Ademas,
podemos observar que el desarrollo propuesto para el tema de las inecuaciones no favorece el
estudio de las graficas cartesianas, al respecto solo hemos encontrado el uso del dibujo de los
intervalos para encontrar el conjunto solucion de una inecuacion.

El tema de las inecuaciones ha sido tratado en diversas investigaciones relacionadas con su
ensefianza. Borello (2010), trata el problema de la ensefianza y aprendizaje de las inecuaciones,
sefialando que las inecuaciones se tratan como un tema desvinculado de las desigualdades, lo cual
genera que carezcan de significado y que al momento de operarlas se trabaje inapropiadamente
COmo una ecuacion.
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Por su parte Alvarenga (2006) realiza una propuesta para la ensefanza de las inecuaciones,
sefialando que “la ensefianza-aprendizaje del concepto inecuacion en los ultimos afios de la escuela
primaria, secundaria, preparatoria y de la licenciatura debe abarcar actividades que involucren
resolucion en el contexto grafico, uso de tablas, relacion con las funciones, aplicaciones practicas,
empleo de las propiedades de los reales, andlisis de equivalencias e implicaciones, uso de
calculadoras graficas o computadora.” (p.151).

* Concepcidn y Andlisis a priori de las situaciones didacticas

Con el objetivo de caracterizar el espacio de trabajo matematico personal de los estudiantes en torno
al concepto de inecuacion lineal, se elabora un cuestionario exploratorio considerando tipos de

tareas propuestas en textos escolares, programas de estudio y de prueba de seleccion universitaria
(PSU).

Para la implementacion de este cuestionario se invita a dos estudiantes de primer afio de la carrera
de Matematica y ocho estudiantes de primer afio de la carrera de Informéatica de una Universidad
estatal de la region de Valparaiso.

Por otro lado se considera a estudiantes de tercer afio de ensefianza media, invitando a dos
estudiantes de un liceo municipal y seis estudiantes de un establecimiento particular subvencionado.

En cuanto a la metodologia de trabajo fue mediante binomios, ya que esto nos permitio ver la
interaccion entre los estudiantes al enfrentarse a este tipo de problemas.

De los resultados obtenidos pudimos evidenciar que para la resolucion de inecuaciones lineales los
estudiantes solo realizan procedimientos algebraicos, presentando deficiencias para interpretar las
soluciones obtenidas, lo cual permite inferir obsticulos referentes a la argumentacion teorica,
ademas de presentar falencias para modelar situaciones a través de inecuacion lineal.
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Figura 2. Producciones Binomios

Para el caso particular de la pregunta cuatro del cuestionario aplicado solo a estudiantes
universitarios, se observa que estos presentan dificultades a la hora de trabajar desigualdades a
partir de su representacion grafica, pues solo un binomio logré acercarse a lo esperado.

En términos teodricos, desde el ETM, se evidencia que existe una desarticulacion entre las tres
génesis, potenciandose tanto la génesis instrumental como la génesis semidtica, quedando debilitada
la génesis discursiva.

Ademas con el fin de conocer las concepciones que tienen los estudiantes respecto a los conceptos
de desigualdad e inecuacion lineal, se pide a los estudiantes responder dos preguntas en forma
individual: la primera de ellas ;Cémo defines una desigualdad?;Y una inecuacion? y la segunda
(Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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De lo anterior pudimos dar cuenta respecto al concepto de desigualdad que todos los estudiantes
tienen la nocion de que se trata de “cosas distintas”, ademas de dar cuenta de que los estudiantes no
tienen una nocion clara del concepto de inecuacion y que para desarrollar una inecuacion lineal
describen solo procesos algebraicos y gran parte de los estudiantes indican explicitamente que se
desarrolla “casi igual” que una ecuacion.

2. ¢Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo 1. ¢Como defines una desigualdad? Y una inecuacior
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Figura 3. Producciones Binomio Universitario

* Elaboracion de la Propuesta

A partir de los resultados del cuestionario se elaboré una propuesta de ensefianza-aprendizaje cuya
finalidad es trabajar en el analisis de inecuaciones lineales bajo un enfoque gréfico cartesiano, con
el fin de dar sentido a las inecuaciones lineales, ademas de justificar el método algebraico utilizado
por los estudiantes. Desde el punto de vista del ETM, al incorporar el enfoque grafico al trabajo
algebraico, se busca la activacion de la génesis discursiva, para asi favorecer la articulacion entre
las tres génesis.

Esta propuesta de ensefianza-aprendizaje consta de dos momentos, en un primer momento los
estudiantes deben analizar por medio del software GeoGebra el comportamiento grafico de las
funciones, para posteriormente hallar el conjunto soluciéon de una inecuacion lineal a partir de la
grafica.

Para el segundo momento se espera que el estudiante encuentre el conjunto solucion de una
inecuacion lineal sin contar con su expresion algebraica, para ello en primera instancia se hace
entrega de dos graficas en mica por separado, con el fin de que las superpongan. Posteriormente se
hace entrega de dos graficas por separado sin la posibilidad de superponerlas.

* Experimentacion y analisis a posteriori

La implementacion de la propuesta se desarrolld en dos dias distintos para cada momento
respectivamente, en donde los estudiantes se tomaron el tiempo que estimaron conveniente. Esta fue
aplicada a cuatro estudiantes de tercer afio de ensefianza media de un liceo municipal, la
metodologia de trabajo fue en binomios.

Para el momento uno se pudo evidenciar que el Binomio 1 desconocia que para graficar rectas en el
software GeoGebra bastaba con escribir dicha recta en la “entrada”, por lo que ellos optaron por
realizar una tabla de valores para hallar puntos y de esta manera graficar las rectas en GeoGebra. En
un principio utilizaron tabla de valores y la grafica respectivamente para dar respuesta a lo pedido,
pero después solo se apoyaron en la grafica, salvo para el ultimo item en donde realizaron un
trabajo algebraico para encontrar lo solicitado, utilizando la grafica solo como un método de
comprobacion.
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Figura 4. Producciones Binomio 1

El Binomio 2 no present6 ninguna dificultad para graficar en el software GeoGebra, apoyandose
solo en la grafica para dar respuesta a lo solicitado salvo cuando tenian que tratar con nlimeros que
no eran enteros, recurrian hacer trabajo algebraico.

Mientras que para el momento dos los binomios de estudiantes una vez entregada las graficas en
mica inmediatamente las superpusieron, encontrando asi el conjunto solucidn, de igual manera para
las dos preguntas restantes en las cuales no tenian la posibilidad de superponer las graficas, no
presentaron dificultades para hallar el conjunto solucion.

Figura 5. Producciones Binomio 2

CONCLUSIONES

El presente estudio sustentado de un marco tedrico, ETM, que apunta a potenciar distintos trabajos
matematicos que se dan a partir de una tarea, nos permitié abordar a nuestra problematica

La entrevista semiestructurada, nos permiti6 identificar que tanto estudiantes de enseflanza media
como universitarios dominan parcialmente el concepto de desigualdad, ya que lo asocian con la
nocion de “cosas distintas” pero no logran precisar con exactitud dicho concepto.

Por otro lado se evidencid que los estudiantes no tienen una concepcion clara del concepto de
inecuacion lineal, ya que para dar una definicion recurren a explicar el conjunto solucién, haciendo
énfasis en que no se obtiene un unico valor sino un conjunto de valores, ademas relacionan
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fuertemente la ecuacion con la inecuacion lineal, indicando que esta ultima se resuelve “casi igual”
que una ecuacion cuidando de respetar las propiedades de desigualdad.

El cuestionario aplicado a estudiantes universitarios y de ensefianza media, permitié caracterizar e
identificar el trabajo matematico de estos se evidencid que para la resolucidon de inecuaciones
lineales los estudiantes solo realizan procedimientos algebraicos, presentando deficiencias para
interpretar las soluciones obtenidas, lo cual permite inferir obstaculos referentes a la argumentacion
teorica, ademas de presentar falencias para modelar situaciones a través de inecuacion lineal. Para
el caso particular de la pregunta cuatro del cuestionario aplicado solo a estudiantes universitarios en
donde debian trabajar con grafica de funciones, se observa que estos presentan dificultades a la hora
de trabajar desigualdades a partir de su representacion grafica, pues solo un binomio logro acercarse
a lo esperado.

Tomando en cuenta los resultados arrojados se evidencid que el estudio de inecuaciones lineales
muchas veces es reducido a un algoritmo repetitivo, es decir, se realizan manipulaciones y
operaciones algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal como se hace para las ecuaciones,
lo cual ocasiona que los estudiantes a pesar de ser capaces de encontrar el conjunto solucién no
consigan justificar el algoritmo utilizado y que las inecuaciones lineales carezcan de significado. Es
por ello elaboramos una propuesta de ensefianza-aprendizaje bajo un enfoque grafico (cartesiano)
con el fin de dar significado a las inecuaciones lineales, ademés de justificar el método algebraico
utilizado por los estudiantes. Desde el punto de vista del ETM, al incorporar el enfoque grafico al
trabajo algebraico, se busca la activacion de la génesis discursiva, para asi favorecer la articulacion
entre las tres génesis.

Los resultados obtenidos de la propuesta de ensenanza-aprendizaje aplicada a estudiantes de
ensenanza media fueron satisfactorios, ya que los estudiantes rapidamente comprendieron como
obtener el conjunto solucion a partir de la representacion grafica de funciones contando con las
expresiones algebraicas y en otras solo el trazado de las rectas entregados en graficos distintos,
durante su desarrollo no se presentaron grandes dificultades, mas bien el trabajo se dio de forma
natural. Permitiendo a los estudiantes dar sentido al trabajo algebraico y a su vez dotar de
significado a las inecuaciones lineales
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