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Resumen

Las cuestiones relativas a la ensefianza y aprendizaje del célculo infinitesimal han sido
intensamente investigadas en educacion matematica. En particular la derivada, considerada como
nocion clave del Célculo, ha sido objeto de especial atencion desde distintas aproximaciones
teoricas, particularmente las cuestiones de indole cognitiva (concepciones de los estudiantes,
esquemas cognitivos y tipos de errores) e instruccionales. La gran cantidad de resultados de la
investigacion didactica sobre la derivada plantea un reto a los formadores de profesores, que
sintetizamos en la siguiente pregunta, ;Qué deberia conocer un profesor para que su enseflanza de
las derivadas tenga la mayor idoneidad didactica posible? El objetivo de nuestra investigacion es
avanzar en la reconstruccion del conocimiento didactico-matemadtico sobre la derivada utilizando
algunas herramientas tedricas del enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematica.

Palabras clave: derivada, enfoque ontosemiotico, Calculo

Antecedentes

La formacion matematica y didactica de los futuros profesores constituye un campo de
investigacion que reclama atencion por parte de la comunidad de investigadores en Didactica de
la Matematica y de las administraciones educativas. La principal razéon es que el desarrollo del
pensamiento y de las competencias matematicas de los alumnos depende de manera esencial de la
formacion de sus respectivos profesores. Como sefiala Moreno (2005), el profesor es clave para
el éxito y necesario para implementar cualquier cambio o propuesta didactica que tenga su origen
en la investigacion. De acuerdo con Ponte y Chapman (2006), las investigaciones realizadas
dentro del campo de formacion de profesores de matematicas, se han centrado en diversos
aspectos del conocimiento y la practica del profesor, mismos que pueden ser agrupados en cuatro
grandes categorias: a) conocimiento matematico de los profesores, b) conocimiento de los
profesores para la ensefianza de las matemadticas, ¢) creencias y concepciones de los profesores, y
d) la practica del profesor. Las investigaciones sobre la practica del profesor en la ensefianza de la
derivada se pueden clasificar en dos grupos: aquellas relativas al uso de las nuevas tecnologias
(ordenadores, calculadoras graficas) y aquellas que sefialan el uso de problemas de aplicacion a
ciencias del calculo, introduciéndolo a través de problemas, por ejemplo, de la fisica. Dichas
investigaciones relativas a la practica del profesor cuando ensefian célculo, ponen de manifiesto
la busqueda de formas de modelar o caracterizar dicha practica a través del uso de herramientas
tecnoldgicas, presencia de diferentes representaciones o uso de situaciones en las que se aplica el
calculo (Gavilan, 2005). En lo que se refiere a los conocimientos del profesor de matematicas
existen diversas propuestas de modelos con los que se tratan de determinar los elementos que
componen el conocimiento que los profesores de matematicas deberian tener para desarrollarse
eficazmente en su practica y facilitar el aprendizaje de sus estudiantes.

Uno de los pioneros en esta area fue Shulman quien, en su trabajo de 1986, propuso tres
categorias para el conocimiento del profesor: conocimiento del contenido, conocimiento
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pedagogico del contenido (PCK®) y conocimiento curricular. El PCK es descrito por Shulman
como “la forma particular del conocimiento del contenido que incorpora el aspecto del contenido
que guarda mas relacion con la ensefanza” (p. 9). Posteriormente, en otro trabajo, Shulman
(1987) amplia sus ideas y propone siete categorias para el conocimiento del profesor:
conocimiento del contenido, conocimiento pedagodgico general, conocimiento curricular,
conocimiento pedagodgico del contenido (PCK), conocimiento de los estudiantes y sus
caracteristicas, conocimiento de los contextos educativos, y conocimiento de los fines, propositos
y valores de la educacion. Otro de los trabajos importantes en el campo, es el desarrollado, en
diversas investigaciones, por Deborah Ball y colaboradores (Ball, 2000; Ball, Lubienski y
Mewborn, 2001; Hill, Ball y Schilling, 2008), quienes apoyandose en las ideas de Shulman
(concretamente en las nociones del conocimiento del contenido y conocimiento pedagogico del
contenido), han propuesto la nocién de “conocimiento matematico para la ensefianza (MKT’)”
definido como “el conocimiento matematico que utiliza el profesor en el aula para producir
instruccion y crecimiento en el alumno” (Hill, Ball y Schilling, 2008, p. 374). Este conocimiento
(MKT) estd conformado por dos grandes categorias, cada una de las cuales, a su vez, estan
conformadas por otras categorias de conocimiento: el conocimiento del contenido (que incluye el
conocimiento comin del contenido, conocimiento especializado del contenido y conocimiento en
el horizonte matematico) y el conocimiento pedagdgico del contenido (conformado por el
conocimiento del contenido y los estudiantes, conocimiento del contenido y la ensefianza y
conocimiento del curriculo). Esto se puede ver de manera més clara en la Figura 1.
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Figura 1. Conocimiento matematico para la enserianza (MKT) (Hill, Ball y Schilling, 2008, p.
377)

Sin embargo, como sefiala Godino (2009), los modelos de conocimiento matematico para la
ensefianza elaborados desde las investigaciones en educacion matematica, incluyen categorias
demasiado globales, por lo que seria util disponer de modelos que permitan un analisis mas
detallado de cada uno de los tipos de conocimiento que se ponen en juego en una enseflanza
efectiva de las matematicas. Ademads, si se quiere seguir avanzando en aspectos tales como
profundizar en la trama de conocimientos que requiere el profesor para ensefiar matematicas, es
necesario centrarse en topicos concretos, por ejemplo, el conocimiento que requiere el
profesorado de bachillerato para ensefiar el objeto derivada.

Por esta razén, nos hemos interesado en investigar cudles son los conocimientos didacticos y
matematicos que debe tener un profesor de matematicas de bachillerato, con relacién a la

® Pedagogical Content Knowledge
® Matematical Knowledge for Teaching
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ensefianza de la nocion de derivada. Asi, en el presente trabajo pretendemos dar a conocer los
avances que, al respecto, se tienen del desarrollo en curso de un proyecto de investigacion de
posgrado.

Problematica

La ensefianza de las nociones del Célculo es conocida por ser una fuente de serios problemas,
tanto para los alumnos como para los profesores (Hitt, 2003), de cara a la comprension de sus
ideas fundamentales. El objeto derivada, es uno de los conceptos fundamentales para el estudio
del Célculo, pero frecuentemente el tratamiento que se le da en las instituciones educativas, se
enfoca al manejo y la aplicacion de formulas y recursos algebraicos, lo que provoca en los
estudiantes dificultades para la comprension de este concepto. Artigue (1995) sefala que aunque
se puede ensefiar a los alumnos a realizar de forma mas o menos mecanica algunos célculos de
derivadas, se encuentran grandes dificultades para que los estudiantes logren alcanzar una
comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento de esta rama de las
matematicas. Si bien es cierto que los multiples problemas a los que se enfrentan los alumnos se
deben, en cierto modo, a la naturaleza compleja de la nocion de derivada, esta problematica, en
gran parte, se debe a como el profesor ensena los conocimientos sobre dicho concepto a los
alumnos. Y es que en algunas ocasiones, el profesor no tiene un buen dominio de las matematicas
que ensefia (clara comprension del concepto, diversas formas de representacion, distintos
significados del concepto, etc.) (Badillo, 2003), o bien, domina los conceptos matematicos, pero
no tienen herramientas suficientes para ensefar eficazmente esos saberes a sus estudiantes
(unidades didacticas, discurso, etc.) (Cantoral y Farfan, 2004). Tal es el caso de la problematica
que se ha reflejado en diversas investigaciones sobre como presentan los libros de texto la nocion
de la derivada (ver por ejemplo, Contreras, Font, Luque y Ordénez, 2005). En general, la
derivada ha sido objeto de especial atenciéon desde distintas aproximaciones teoricas,
particularmente las cuestiones de indole cognitiva (concepciones de los estudiantes, esquemas
cognitivos y tipos de errores) e instruccionales (estrategias y alternativas para la ensefianza de la
derivada). Sin embargo, como bien sefiala Gavilan (2005), existen muy pocas investigaciones
centradas en los profesores con relacion a la nocidon de derivada. Y es que el profesor es clave
para el éxito y necesario para implementar cualquier cambio o propuesta didactica que tenga su
origen en la investigacion (Moreno, 2005). El desarrollo del pensamiento y de las competencias
matematicas de los alumnos de una institucion, depende de manera esencial de la formacion de
sus respectivos profesores. Esta gran cantidad de resultados de la investigacion didactica sobre la
derivada plantea un reto a los formadores de profesores, que sintetizamos con la pregunta: ;Qué
deberia conocer un profesor para que su enseiianza de las derivadas tenga la mayor idoneidad
didactica posible? En este sentido, en nuestro proyecto de investigacion, nos hemos interesado
por los conocimientos que el profesor de bachillerato debe de tener para la ensefianza de la
derivada, planteandonos las siguientes cuestiones: ;Cudl es el conocimiento didactico-
matematico que necesita el profesorado de bachillerato para ensefar temas sobre las nociones
basicas del célculo diferencial?, ;Qué nos dicen las investigaciones realizadas en el ambito de
didactica de la matematica, acerca de los conocimientos que debe tener el profesor de
bachillerato, para la ensefianza de la nocion de derivada? y ;Qué tipo de formacion inicial y
permanente es necesaria para lograr que el profesor desarrolle los conocimientos didéctico-
matematicos para una ensefianza idonea de la derivada?.

Dada la amplitud y complejidad del problema esbozado en las lineas anteriores, en nuestro
proyecto de investigacion abordaremos dos estudios orientados hacia la caracterizacion del
conocimiento didactico-matematico sobre la derivada. El primer estudio se centra en la
dimension epistémica, esto es, la descripcion del significado global de la derivada, distinguiendo
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los significados parciales de la misma y su articulacion. En el segundo estudio abordamos el
analisis y sintesis de las investigaciones didacticas sobre la derivada, sistematizando los
conocimientos aportados en las diferentes facetas de la ensefianza y aprendizaje de este concepto.

Conocimiento didactico-matematico sobre la derivada

Una de las problematicas que mas ha interesado, dentro del campo de formacion de profesores de
matematicas, es la de determinar cudl es el conocimiento didactico-matematico del profesorado
requerido para ensefiar matematicas. Sin embargo, como bien sefiala Gavilan (2005), existen muy
pocas investigaciones centradas en los profesores en relacion a la nocion de derivada, y menos
aun, sobre los conocimientos que debe de tener un profesor sobre esta nocion. La cuestion es,
como determinar dicho conocimiento didactico-matematico con modelos que incluyen categorias
demasiado “globales”. Godino (2009) sugiere que seria util disponer de modelos que permitan un
analisis mas detallado de cada uno de los tipos de conocimiento que se ponen en juego en una
ensefianza efectiva de las matematicas. Ademas, esto permitiria orientar el disefio de acciones
formativas y la elaboracion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos de profesor de
matematicas. En este sentido Godino (2009) propone un modelo de “Conocimiento Didactico-
Matematico (CDM)” que permite categorizar y analizar los conocimientos didacticos-
matematicos del profesor, mediante la aplicacion del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y
la instruccion matematica (EOS). Dicho marco tedrico viene desarrollandose, desde 1994, en
diversos trabajos por Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero y
Font, 2007), e incluye un modelo epistemoldgico sobre las matematicas, sobre bases
antropologicas y socioculturales, un modelo cognitivo, sobre bases semidticas de indole
pragmatista, y un modelo instruccional coherente con los anteriores. Antes de continuar, debemos
sefalar qué es lo que estamos entendiendo por conocimiento didactico-matematico. Nosotros
usaremos la expresion “‘conocimiento didactico-matematico (CDM)” del profesor, para referir a
la fusion de las nociones MKT (Mathematical Knowledge for Teaching) y PCK (Pedagogical
Content Knowledge), al considerar que la expresion “Conocimiento matematico para la
ensefianza” no refleja adecuadamente los diversos componentes o facetas que se deben tener en
cuenta, al igual que ocurre con la expresion “Conocimiento pedagdgico del contenido”.
Entendemos que la “Didactica de la Matemadtica” es la disciplina académica y el area de
conocimiento cuyo objetivo especifico es la articulacion coherente de las distintas facetas o
dimensiones que se ponen en juego en el estudio de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas.

Debemos destacar que el término “conocimiento” lo usamos en el sentido de constructo
epistémico—cognitivo—afectivo general que incluye comprension, competencia y disposicion.

Asi, para nosotros, el CDM viene a ser la trama de relaciones que se establecen entre los objetos
que se ponen en juego en las practicas operativas y discursivas realizadas con el fin de resolver
un determinado campo de situaciones - problemas matematicos para implementar procesos de
instruccion eficaces (idoneos) que faciliten el aprendizaje de los estudiantes.

Dicho modelo de “conocimiento didactico-matematico”, propuesto por Godino (2009), tiene en
cuenta las siguientes facetas para analizar los procesos de instruccion matematica, constituyendo,
asi mismo, categorias para analizar y clasificar los conocimientos didacticos sobre la ensefianza y
aprendizaje de contenidos especificos:

1. Epistémica: Distribucion, a lo largo del tiempo de ensefianza, de los componentes del
significado institucional implementado (problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentos).

2. Cognitiva: Desarrollo de los significados personales (aprendizajes).
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3. Afectiva: Distribucion temporal de los estados afectivos (actitudes, emociones, afectos,
motivaciones) de cada alumno con relacion a los objetos matematicos y al proceso de estudio
seguido.

4. Interaccional: Secuencia de interacciones entre el profesor y los estudiantes orientadas a
la fijacion y negociacion de significados.

5. Mediacional: Distribucion de los recursos tecnoldgicos utilizados y asignacion del tiempo
a las distintas acciones y procesos.

6. Ecoldgica: Sistema de relaciones con el entorno social, politico, econémico,... que soporta
y condiciona el proceso de estudio.

Para cada una de estas facetas se contemplan, a su vez, diversos niveles que permiten el analisis
del CDM del profesor de acuerdo con el tipo de informacion requerida para la toma de decisiones
instruccionales. Estos niveles son:

1. Practicas matematicas y didacticas. Descripcion de las acciones realizadas para resolver
las tareas matematicas propuestas para contextualizar los contenidos y promover el aprendizaje.
También se describen las lineas generales de actuacion del docente y discentes.

2. Configuraciones de objetos y procesos (matematicos y didacticos). Descripcion de objetos
y procesos matematicos que intervienen en la realizacion de las practicas, asi como los que
emergen de ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad de objetos y significados
de las practicas matematicas y didacticas como factor explicativo de los conflictos en su
realizacion y de la progresion del aprendizaje.

3. Normas y metanormas. lIdentificacion de la trama de reglas, habitos, normas que
condicionan y hacen posible el proceso de estudio, y que afectan a cada faceta y sus
interacciones.

4. Idoneidad. 1dentificacion de potenciales mejoras del proceso de estudio que incrementen
la idoneidad didéctica
En la Figura 2 se puede observar como interactiian las facetas y los niveles del conocimiento del
profesor que acabamos de describir.
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Figura 2. Facetas y niveles del conocimiento del profesor (Godino, 2009, p.21)

Estas facetas y niveles, proporcionadas desde el marco tedrico del enfoque ontosemiotico de la
cognicion e instruccion matematica (EOS), nos permitiran analizar y categorizar el conocimiento
didactico-matematico que debe tener el profesorado de matematicas de secundaria/bachillerato
para disenar e implementar procesos de instruccion idoneos sobre el concepto de derivada.
Nuestro planteamiento es que la determinacion del CDM de los profesores, para la ensefianza de
la derivada, nos dard pautas para la construcciéon de instrumentos de evaluacion de los
conocimientos didacticos-matematicos de los profesores en formacion inicial y, posteriormente,
disefiar, implementar y evaluar situaciones didécticas y procesos de estudio que promuevan la
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reflexion de los futuros profesores acerca de sus propias concepciones sobre las matematicas, su
didactica y la evolucion de las mismas hacia una vision sociocultural y constructivista.

Faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico sobre la derivada

Tanto si se quiere avanzar en la determinacion del conocimiento didactico-matematico que
requiere el profesor para desarrollar procesos idoneos sobre la derivada, como disefiar e
implementar instrumentos que permitan evaluar y desarrollar dichos conocimientos, se hace
necesario, primeramente, reconstruir un significado global que sirva de referencia, para
determinar aspectos esenciales del CDM del profesor.

De esta forma, como hemos mencionado, una primera fase de nuestro proyecto de investigacion
consistié en realizar una reconstruccién del significado epistémico global de la derivada, para lo
cual nos hemos apoyado en la nocion de configuracion epistémica (CE) que nos proporciona el
EOS. Dicha nocién nos permitio reconstruir el significado global de referencia mediante la
identificacion de los significados parciales de la nocion de derivada, a partir de los informes de
investigacion y documentos historicos del célculo infinitesimal. Esto consistié en identificar y
describir de manera sistematica, los objetos primarios (situaciones, lenguajes, conceptos,
propiedades, procedimientos y argumentos) intervinientes en los sistemas de practicas de los
cuales emerge el objeto derivada (figura 3).

PROBLEMAS/
Tareas

Figura 3. Objetos intervinientes en las prdcticas de las cuales emerge la derivada

Ademas, en el andlisis de las configuraciones epistémicas, cada uno de los objetos intervinientes
puede verse desde las distintas facetas duales que propone el EOS, razon por la cual estuvieron
presentes en nuestro analisis. La figura 4 resume dichas facetas duales.

by
= INSTITUCIONAL

Figura 4. Facetas duales desde la que se pueden ver los elementos de cada configuracion

Concretamente nos centramos en el aspecto intensivo-extensivo (o general-particular), de los
objetos primarios que componen cada configuracion, puesto que esta dualidad nos ayudo a
determinar los distintos niveles de generalizacion entre las configuraciones.

A partir del estudio histdrico desarrollado, sobre la evolucion de la derivada desde la matematica
griega hasta nuestros dias, y el analisis de los objetos primarios de los distintos problemas que
fueron abordados por matematicos de distintas épocas y que dieron paso al surgimiento de la
derivada, se pudieron identificar nueve configuraciones epistémicas asociadas a los distintos
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problemas. Dichas configuraciones las denominamos: 1) /a tangente en la matemdtica griega
(CE;); 2) sobre la variacion en la edad media (CE,); 3) métodos algebraicos para hallar
tangentes (CE3); 4) concepciones cinemdaticas para el trazado de tangentes (CEy); 5) las ideas
intuitivas de limite para el cdlculo de maximos y minimos (CEs); 6) métodos infinitesimales en el
cdlculo de tangentes (CEg); 7) el calculo de fluxiones (CE7); 8) el calculo de diferencias (CEsg) y,
9) la derivada como limite (CEy). Estas nueve configuraciones identificadas, dan pautas que nos
permiten apreciar como la derivada emerge de nueve sistemas de practicas, cada uno de los
cuales dota a dicho objeto de un significado distinto (o significado parcial).

Ademas de estas configuraciones epistémicas se deben considerar las distintas generalizaciones
que se tienen sobre la nocion derivada, tales como la derivada parcial, la derivada direccional, la
derivada a la Carathéodory, la derivada de Fréchet, la derivada de Gateaux, entre otras. Estas
generalizaciones de la derivada constituyen el conocimiento matematico avanzado sobre el objeto
derivada; de manera que, la consideracion conjunta de los significados parciales, y las relaciones
entre sus respectivas configuraciones, y de las generalizaciones de la derivada, constituyen el
significado epistéemico global o lo que es igual, la faceta epistémica del conocimiento didactico-
matematico sobre esta nocion.

Conclusiones

El determinar el conocimiento didactico-matematico sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
derivada, mediante la revision y analisis de las investigaciones que se han llevado a cabo dentro
del campo de didactica de la matematica referentes a esta nocidon, es un aspecto que se hace
necesario debido al amplio bagaje de investigaciones realizadas desde distintas aproximaciones
tedricas, lo cual obstaculiza en muchas ocasiones el entendimiento de los formadores de
profesores, sobre aquello que debe conocer el profesorado para la ensefianza de la derivada.

De esta forma, en una primera etapa de nuestro proyecto de investigacion, nos hemos propuesto
avanzar en la determinacion del conocimiento didactico-matematico que necesita el profesorado
de bachillerato con relacion a la ensefianza de la nocion de derivada teniendo en cuenta el estado
actual de las investigaciones en Didactica del Caélculo, mediante la reconstrucciéon de un
significado epistémico global de la derivada que sirva de referencia para determinar aspectos
esenciales del CDM del profesorado de secundaria/bachillerato respecto a dicha nocion.

La reconstrucciéon de un significado global de la derivada resulta especialmente importante
puesto que el disefo, implementacion y evaluacion de planes de formacion matemadtica y de
procesos instruccionales sobre un contenido matematico especifico, requieren un estudio en
profundidad sobre el significado de los objetos matematicos que componen dicho contenido. Tal
estudio debe aportar criterios para seleccionar los problemas y practicas matemadticas a incluir en
los planes y procesos de formacion, segun las necesidades sociales y profesionales del grupo de
personas a quien se dirigen. Ademas, como sefiala Sierpinska (1990), “La metodologia de los
actos de comprension se preocupa principalmente por el proceso de construir el significado de los
conceptos” (p. 35). Sin embargo, sabemos que la reconstruccion del significado epistémico global
de la derivada tan s6lo es el primer paso en la determinacion de los CDM del profesor sobre esa
nocion, por lo que es necesario seguir avanzando en direcciones tales como el disefio y
elaboracién de instrumentos que permitan evaluar los CDM de los profesores en formacion
inicial y permanente sobre la nocion derivada, el disefio, implementacion y evaluacion de
situaciones didacticas y procesos de estudio que promuevan la reflexion de los profesores y
futuros profesores acerca de sus propias concepciones sobre el objeto derivada y su didactica, y
estudiar el tipo de formacion inicial y permanente que seria necesaria para lograr que el profesor
desarrolle el CDM necesario para una ensefianza idonea de la derivada.
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