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Resumen

En este laboratorio, se presenta una secuencia didactica en un contexto que implica a la Matematica con
las Disciplinas Intermediarias (Electronica y Teoria del Control). EI objetivo de este taller es que cada
uno de los los participantes puedan dotar de un sentido al teorema de convolucion mediante de un
laboratorio virtual, en donde interactuara con programas computacionales (Or Cad y Matlab) y trabajard
con modelos matematicos. Esta secuencia didactica es parte de una investigacion doctoral mas amplia. Su
marco teorico incluye que usamos involucra a la teoria de las situaciones didacticas, enfoque
antropoldgico, las disciplinas intermediarias y la disciplina matematica. La ensefianza en escuelas de
ingenieria del teorema de convolucion, segun nuestro analisis, no permiten al estudiante de ingenieria
vincular ni construir un significado con los objetos matematicos relacionados con el teorema, dejando la
construccion de su significado s6lo en un aspecto completamente operatorio.
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1. Proposito y Alcance

Este laboratorio estd dirigido a profesores de matematicas de escuelas de ingenieria y a
investigadores que se interesen en la formacion matematica de futuros ingenieros. Uno de los
propdsitos de este laboratorio es discutir una secuencia didactica que busca dar sentido al teorema
de convolucion en una formacion matematica destinada a futuros ingenieros.

En tres sesiones se trataran actividades que permiten recrear un laboratorio virtual en donde se
pretende que analicen, cuestionen, reflexionen sobre las particularidades de las secuencias de
aprendizaje en una formacion matematica de ingenieros. Para ellos, la convolucion es importante
por las aplicaciones que tiene en las disciplinas de especialidad, como es la teoria de control, es
decir en su rol de herramienta sobre el de objeto matematico.

La secuencia surge dentro de una investigacion sobre como dar sentido al teorema de
convolucion en una formacion matematica de ingenieros. El teorema de convolucion es un
concepto tedrico que demanda un gran numero de conocimientos matematicos (Mellin 1896)
para tratarlo en una aproximacion coherente. Es decir, darle sentido y significado matematico es
muy complejo. Especificamente, el teorema de convolucion que aparece a continuacion, se
preserva al utilizar funciones transformadas de Laplace.

Teorema de Convolucion

Si f(t)y g(t)son funciones continuas por tramos en [0,00)y de orden
exponencial, entonces

c[txgl=r[F(t)]r[g(t)]
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Resaltamos que un uso importante de este teorema proviene del hecho de que pueden conocerse
las funciones f y g al aplicar la transformada inversa de Laplace al producto de convolucién de
dichas funciones.

frg=0"[F(s)G(s)]

La orientacion que proponemos es generar un sentido a partir de su uso en las disciplinas
intermediarias, como la teoria de control. Para esto, se propone a los profesores trabajar una
secuencia de cinco actividades, cada una con sus respectivas tareas. Estas actividades incluyen
los siguientes elementos:

Elementos de Ingenieria.- Circuito eléctrico RL, esquema de bloques.

Elementos matematicos.- Ecuacion diferencial, Transformada de Laplace y el
Teorema de convolucién.

Programas computacionales.- Or Cad, Matlab y Graph.

La importancia del uso de estos programas es que son tipicos en las disciplinas intermediarias,
electronica y teoria de control.

Or Cad permite simular las condiciones de un laboratorio fisico, especificamente utilizando la
simulacion de un osciloscopio, lo cual asegura mediciones de corrientes en los componentes del
circuito, que posteriormente son traducidas en gréaficas de las caidas de voltaje en la resistencia y
en la inductancia. El uso de este programa en la secuencia permite explorar y luego modelar el
circuito mediante una ecuacion diferencial.

Matlab permite simular a traves del simulink un laboratorio virtual, el cual permite construir
diagramas de blogue que seran usados como representaciones de sistemas lineales constantes;
éstos tienen la caracteristica de que al proponer sefiales de entrada podran obtenerse de manera
inmediata sefiales de salida. Lo anterior, en términos de representaciones graficas, se traducira
como manejo de voltajes o de respuesta de sistemas lineales para obtener corrientes eléctricas, o
bien la funcion de amortiguacion de un circuito eléctrico.

Finalmente, Graph es un graficador de funciones matematicas, el cual puede manipularse de
manera sencilla especificando dominios asi como el manejo de escalas; se le utiliza con el fin de
obtener gréficas para la interpretacion, validacion y reflexion sobre las distintas tareas a
desarrollar.

2. Marco teorico

Esta propuesta se fundamenta en el paradigma de la matematica como disciplina de servicio,
ampliamente discutido en el estudio ICMI 3, publicado en 1988. Consideramos el uso de
tecnologias informaticas de la ingenieria que ayudan en la economia y modificacion del trabajo
matematico (Kent, 2007; Romo-Vazquez, 2009); el uso de modelos matematicos tipos (Bissell,
2002), como son las ecuaciones diferenciales, que se adaptan y refinan son utilizados. La
simulacion y modelacion se consideran como elementos que permiten dar sentido al teorema de
convolucion.

La ensefianza del teorema de convolucidon en escuelas de ingenieria, puede describirse de la
manera siguiente: se muestra el teorema de convolucion (en algunos casos se le demuestra) y a
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continuacion se presenta un ejemplo de su aplicacion, en el que se resalta el aspecto algoritmico,
dejando a los estudiantes una actividad enteramente operatoria. Este es el resultado de una
ensefianza, segun nuestra apreciacion, formalista o algoritmica (Bosquez, Lezama y Mora,
(2010)). De aqui deriva la interrogante: ¢Existira alguna practica de ensefiaza que logre integrar
los objetos matematicos implicados en el teorema de convolucion? En este mismo sentido,
Pollack (1988) seriala que “.... [this] reveals two types of mathematical needs of engineering
practice:

Elementary needs:

“the ability to set up the right problem, to have a good idea how big the answer
should be, and to get the right answer by any available means whatsoever-mentally,
calculator, paper-and-pencil, computer, whatever” (Ibid. p. 31).

Advances needs:
“we need employees who know that there is a large variety of forms of mathematical
thinking, and what these various forms can do”.

3. Metodologia

La préactica que se propone para este laboratorio distribuira, en un tiempo de tres sesiones de 1.5
hrs cada una, el contenido se dosifica en la forma siguiente. Primera sesién: se daran las
instrucciones de uso de los programas Or Cad, Matlab y Graph, con el objetivo de que su uso
satisfaga el total de la secuencia de desarrollos por realizar. Segunda sesion: se desarrollaran las
actividades 1, 2 y 3 que se describen adelante. Tercera sesion: se desarrollaran las actividades 4 y
5, vy, para finalizar, se propondrd un intercambio de opiniones, sugerencias, aportaciones y
conclusiones de lo que cada participantes haya experimentado en este taller.

Actividades

A manera de ejemplo se presenta una descripcion detallada de la Actividad 1, especificando los
objetivos de cada una de las tareas que la componen y de lo que se espera que los participantes
produzcan al enfrentarlas.

Primera Actividad

Objetivo. Se pretende que los participantes describan el comportamiento de un circuito RL
mediante una ecuacion diferencial lineal de primer orden con coeficientes constantes, para lo
cual, el participante deberd construir en un escenario de simulacién de un laboratorio, con el
programa OrCad, un circuito RL y luego modelarlo mateméaticamente mediante la ecuacién
diferencial. Los circuitos RL, junto con los circuitos RC, son considerados de primer orden, ya
gue concentran en uno solo de sus componentes energia, en este caso el inductor. Para lograr el
objetivo de la actividad 1 se proponen tres tareas: reproducir un circuito RL con la ayuda del
programa OrCad, realizar e interpretar las graficas de caida de voltaje de la resistencia R y el
inductor L, y producir la ecuacion diferencial que describe el comportamiento del circuito. En
este apartado presentaremos los objetivos de cada una de las tareas, asi como las justificaciones
correspondientes y, finalmente, lo que se espera que respondan los participantes al enfrentarlas en
Su puesta en escena.
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Tareal

La tarea 1 se propone de la manera siguiente. Usando el programa OrCad, construir virtualmente
un circuito RL, como el que se muestra en la Figura 1.
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El objetivo de esta tarea es que los participantes cuenten con un circuito, elemento de la
electronica, para poder analizar su comportamiento y, luego, describirlo mediante el modelo
matematico, la Ecuacion Diferencial (ED). Para cumplir con este objetivo se usa el programa
OrCad, que funciona como simulador de un laboratorio y permite reproducir componentes
electrénicos de manera virtual. Este programa se usa en las clases de electronica y generalmente
algunos de los estudiantes estan familiarizados con su uso. Sin embargo, no es requisito que los
estudiantes lo conozcan, pues la estructura de OrCad permite trabajar mediante ensayo y error.
Atendiendo a estas caracteristicas, se proporciona la imagen del circuito para que los
participantes identifiquen qué es lo que se les esta pidiendo. Para cumplir con la tarea, los
participantes pueden usar las herramientas del programa, buscar los componentes del circuito
(Resistencia (R), inductancia (L) y Voltaje (E)) e irlos colocando en la ventana de trabajo (ver
Figura 1). Una vez que los componentes se han colocado, se les une ubicando el puntero en cada
uno de ellos para generar una linea que los conecte. Debe aclararse que el objeto del componente
tierra es que los participantes puedan realizar las distintas mediciones que se les piden, tales
como las caidas de voltaje; sin este dispositivo electronico, seria imposible realizar esas
mediciones.

Para validar la realizacién de la tarea, el participante vera si lo que esta produciendo es semejante
a lo que se le ha pedido. Como hemos sefialado, esta tarea se puede realizar mediante el ensayo y
error, por lo que se espera que los participantes no tengan dificultad alguna en reproducir el
circuito y presenten uno como el mostrado en la Figura 1 u otro muy parecido. Es decir, que
presenten un orden diferente de los dispositivos eléctricos que se indican, Resistencia (R).,
inductancia (L) y Voltaje (E).

Tarea 2

La segunda tarea solicita un trabajo sobre el circuito realizado en la tarea 1. La instruccion a
seguir es: Considerando los valores de la resistencia R, inductancia L y voltaje E, que se indican
en la Tabla 1, graficar cada triada en el orden indicado. Utilizar para ello el mismo programa
OrCad y colocar en el espacio asignado las graficas de las caidas de voltaje de R y L, asi como su
respectiva suma (tres ventanas por cada grafica)
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Tabla 1. Tabla de valores paraR, L, y E.
R L E

il e
Ly L —
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El objetivo de esta tarea es que el estudiante construya una primera relacion entre el circuito y el
modelo matematico, la ED. Asimismo, se espera que esta tarea permita la verificacion de una de
las leyes de Kirchoff: la suma de las caidas de voltaje en un circuito eléctrico es cero (ver Figura
2). Es decir, se les solicita que grafiquen por cada triada de la Tabla 1, las caidas de voltaje de la
inductancia, de la resistencia y del voltaje. De esta manera, podran observar la relacion que hay
entre estas variables e inferir que la suma de estas caidas de voltaje es igual, en este caso, al
voltaje de la fuente de energia del circuito eléctrico en estudio. Los estudiantes conocen, por sus
cursos de electrénica, que en un circuito la corriente generada por la fuente va a tener dos caidas
de voltaje (pérdidas de voltaje), una en la resistencia y otra en la inductancia. Una vez que los
estudiantes produzcan las graficas de las caidas, tendran que analizar las distintas gréaficas
producidas en OrCad, a partir de la Tabla 1.

El comportamiento de la corriente eléctrica de un circuito se expresa matematicamente por la

siguiente funcion:
. E 5
i(t)=—|1-et [,
-[1-e"]

cuya grafica se muestra en la Figura 2:
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Figura 2. Comportamiento de la corriente eléctrica de un circuito

Matematicamente puede decirse que esta grafica tiene un comportamiento exponencial. En
electrénica y referidos al comportamiento de la corriente eléctrica podemos decir que, en un
intervalo de tiempo muy corto, la corriente pasa de cero hasta un valor E/R “casi” constante. Para
los electrénicos es importante determinar el tiempo t en que esa corriente puede considerarse
igual a E/R, aunque matematicamente eso suceda cuando t tiende a infinito.

Las caidas de voltaje en la resistencia (R) y en la inductancia (L) se pueden expresar
matematicamente de la siguiente manera:
. di
V.=Ri A V =L—
R L dt

De lo anterior, puede inferirse que la grafica de la caida de voltaje de la resistencia (Vg) sera
semejante a la de la corriente i, ya que esta caida de voltaje es directamente proporcional a la
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corriente misma. En cambio, para poder inferir la grafica de la caida de voltaje de la inductancia
2 E

7 - - - - _7t Ve - Ve

se tendra que calcular la derivada de la corriente i, es decir: V, = (?]e L; o sea, la gréfica serad

como la que muestra la Figura 3.
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Figura 3. Gréfica de la caida de voltaje de la inductancia

Aungue no esperamos que el analisis anterior lo haga el participante (porque la tarea no lo
solicita expresamente), si es importante describir la interpretacion electronica y matematica de los
comportamientos graficos de estas caidas de voltaje considerados para el disefio de esta actividad.
La Figura 4 muestra lo que esperariamos que el estudiante obtuviera al graficar las caidas de
voltaje, usando el programa OrCad, por cada triada en la Tabla 1.

Suma de las caidas de voltaje de
La Inductancia y Resistencia=

Gréfica de la caida de voltaje de
La Resistencia =

Gréfica de la caida de voltaje de
La Inductancia =

Figura 4. Simulacion de las caidas de voltaje en un circuito RL

Es decir, que cada participante obtendrd, para cada triada, tres representaciones graficas
correspondientes a las caidas de voltaje de la inductancia, de la resistencia y de la suma de éstas
(ver Figura 4).

Con la intencion de que el participante de cuenta de las relaciones entre estas gréaficas, al
analizarlas, interpretarlas, proponemos las siguientes preguntas:

a) ¢Quees E enrelaciona V,?

Aqui esperamos que el estudiante, a partir del analisis de las graficas (Figura, 4) se percate de que
la grafica de V, cuando t crece, se aproxima a la grafica de E, pero que Vg siempre esta por

debajo de la grafica de E.
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Figura 5. Representacion grafica de la caida de voltaje de la resistencia V; con el Voltaje E

Es decir, que V, (t) < E(t) para todo tiempo t, (ver Figura 5). De manera similar esperamos que
el participante responda a la interrogante siguiente:

b) ¢(QuéesEenrelacionaV, ?

Esperamos que el participante, a partir del anélisis de las gréaficas (Figura 4) observe que la caida
de voltaje en la inductancia decrece a medida que el tiempo t se incrementa. Es importante
sefialar que si V| es igual a cero, existira un corto. Se espera que el estudiante concluya que

V_(t)<E(t), paratodo t, (ver figura 6).

Figura 6. Representacion grafica de la caida de voltaje de la inductanciaV, con el Voltaje E

Asimismo, se espera que a partir del andlisis de estas graficas (Figura 3) pueda verse que la suma
de las caidas de voltaje en R como en L es igual a E. Es decir, que se infiera que la suma de las
caidas de voltaje en un circuito resistencia-inductancia, al menos al que se refiere esta tarea, da
como resultado cero. Para lo cual proponemos las siguientes preguntas:

c) A partir de la ultima tarea, ¢puede afirmarse que “La suma de las caidas de voltaje en
un circuito RL es cero?
d) ¢Puede expresar matematicamente el inciso c) de esta Tarea?

Esperamos que la respuesta a esta Ultima pregunta sea:
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V, +Vy=E 1)

Esta expresién matematica se ensefia en los cursos de Electronica, por lo que el estudiante esta
familiarizado con ella. Pero es muy probable que las conexiones entre el circuito y las
expresiones matematicas se hayan construido como se propone en estas tareas.

Tarea 3

El objetivo de esta tarea que proponemos a los profesores es que se obtenga la ecuacion
diferencial, modelo matematico que describe el comportamiento del circuito. Con este fin se le
solicitara que responda a las interrogantes siguientes.

a) ¢Como podria expresarse matematicamente el inciso d), de la tarea anterior, en
términos de la corriente eléctricai(t)?

b) ¢Son equivalentes las expresiones matematicas que resultan en los incisos d) de la
segunda tarea con a) de la tercera tarea?

c) ¢Por que si?

d) ¢Por qué no?

Lo que esperamos que el estudiante responda es lo siguiente. En el inciso a) se espera que el
estudiante utilice sus conocimientos adquiridos en Electronica, es decir que la caida de voltaje de
la inductancia es igual al producto de la inductancia por la velocidad de la corriente i respecto al
tiempo, y la caida de voltaje con respecto a la resistencia es igual al producto de la resistencia R
por la corriente i. Es decir, lo anterior puede expresarse matematicamente como:

V, = Ldoilft), V, = Ri(t)

Nos parece importante sefialar que los estudiantes estan acostumbrados a utilizar estas dos
expresiones en sus cursos de electrénica y es por eso que en esta tarea no es el objetivo
construirlas sino utilizarlas para llegar a la ecuacion diferencial.

Al sustituir estas dos Ultimas expresiones en (1), el estudiante obtendra la expresion (2), a
continuacion:

V1V, =E [ deilft)mi(t):E )

Se espera también que, a partir de lo anterior, el estudiante se percate de que hay una
equivalencia entre las dos ecuaciones (1) y (2), con lo que finaliza esta actividad.

4. Consideraciones Finales

A partir de la resolucion de actividades de la secuencia que permite dotar de sentido al uso del
teorema de convolucién, incluyendo al célculo de efectos en la modelacion de un sistema en
teoria de control, se pretende provocar una reflexion didactica.

Las actividades de la secuencia y, por tanto, el laboratorio, ponen en juego modelos tipos
(ecuacion diferencial), elementos matematicos, (transformada de Laplace, teorema de
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convolucion) para resolver tareas de las disciplinas intermediarias. Al resolver las tareas que
implican el uso de los programas computacionales, OrCad, Matlab y Graph, los participantes
haran primeramente un uso de cajas negras: sabiendo qué entra y que sale, pero sin conocer el
proceso. El uso de programas computacionales en el trabajo profesional es, muchas de las veces,
el de cajas negras (Straesser, 2008). Esta secuencia, particularmente las actividades 4 y 5,
permiten transparentar esas cajas y mostrar que el teorema de convolucién sustenta y permite
calcular las sefiales de salida. EI programa Matlab realiza este calculo en segundos modificando
las necesidades del ingeniero, pues le ofrece una economia de trabajo matematico. En este
sentido, la secuencia problematiza esa economia y ofrece una herramienta para analizarla y
trabajarla desde la formacion matematica.

Esta secuencia orienta a los participantes, conduciéndolos hacia la modelacion matematica, a la
generacion de validaciones teoricas y practicas y a mirar la interpretacion como un elemento
tecnoldgico, es decir que permite justificar y validar el trabajo de modelacién
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