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Resumen

La idea bésica de esta propuesta fue la elaboracion y aplicacidn de una secuencia de actividades didacticas
que ofreciera al estudiante la libertad de discutir sobre el comportamiento de diversas curvas y la forma en
gue deberia ser el movimiento de un cuerpo para obtener las representaciones planteadas, de tal manera
que fuera posible generar puentes que los lleven a analizar los comportamientos de las funciones, de
manera global y en las vecindades cercanas a los valores extremos. Para ello se consider6 el empleo de un
sensor de movimiento, que permitiera una mejor visualizacion del movimiento y a su vez, el establecer
relaciones entre diversos registros de representacion; grafico, verbal y escrito, produciendo con ello la
comprension de las relaciones entre variables y los fendmenos descritos.
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1. Introduccidén

El Discurso Matematico Escolar es entendido como la manifestacion del conocimiento
matematico normado por creencias de los actores del sistema didactico (alumno, profesor y
saber), de lo que es la ensefianza y la matematica, teniendo como consecuencia, el que se ejerza
el proceso de ensefianza—aprendizaje considerando a la matematica como un conocimiento
acabado, tratando a los conceptos matematicos en las acciones de ensefiar como actos repetitivos
o de memorizacion, sin atender al contexto historico y social de su construccién (Cordero y
Flores, 2007). Pese a ello, se considera importante la inclusion de un contexto en la ensefianza de
las matematicas debido a que parte de los descubrimientos en esta ciencia han sido resultado del
desarrollo de determinadas técnicas en contextos concretos que se relacionan con otras practicas
de referencia. Por ello, la escasa union en el &mbito de la ensefianza de la matematica con otras
disciplinas cientificas y tecnoldgicas puede privarla de sus caracteristicas basicas desde el punto
de vista cientifico, haciendo mas dificil su asimilacion (Sanchez, Garcia y Sanchez-Pérez, 1999
citado en Marcolini y Perales, 2005).

Bajo esta linea, se ha identificado que uno de los problemas en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas es su ejercicio de forma rutinaria y descontextualizada, lo cual
produce que los estudiantes identifiguen a la matematica como algo carente de sentido y
significado. Este tipo de ensefianza, que induce a conductas mecanicas e imitativas, produce,
entre otras cosas, interpretaciones erroneas sobre conceptos matematicos. Dicho problema, es uno
de los mas graves que afronta la ensefianza de las matematicas en todos los niveles educativos.

Al respecto, Hiebert y Lefevre (1986), citados en Moreno y Cuevas (2004), mencionan que,
mientras los procedimientos algoritmicos se aprenden mas o menos, o incluso bien, los
conceptuales carecen de significado, lo que conduce a un conocimiento procedimental sin
sentido. Este hecho queda en evidencia cuando los estudiantes se enfrentan a problemas no
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rutinarios; en este sentido, Orton (1983), citado en Moreno y Cuevas (2004), menciona que la
mayoria de los errores se cometen cuando se resuelven problemas de célculo diferencial
asociados con aspectos conceptuales, en particular con los conceptos de maximos y minimos,
pues durante su ensefianza, se emplean de manera mecanica procedimientos matematicos en la
resolucion de problemas; por lo que los estudiantes no dotan de significado a tales conceptos.

Ante esto, se presenta una propuesta didactica como alternativa al tratamiento escolar dado a los
valores extremos en funciones, implementando actividades que involucren la modelacion con
sensores de movimiento. Teniendo como propdsito identificar e interpretar los valores extremos,
maximos y minimos, de funciones, a través del analisis grafico y numérico de los datos obtenidos
en la modelacion de una situacion de movimiento con sensor, para resolver e interpretar
problemas de optimizacion.

2. Fundamentacion

El interés particular de esta propuesta, es atender algunos errores asociados a los conceptos de
maximos y minimos de una funcién, debido a que uno de los problemas mas graves que afronta
la ensefianza de las matematicas en todos los niveles educativos es que usualmente se ensefia con
una fuerte carga operativa, en deterioro de la parte conceptual. Tanto el docente como el alumno
ponen énfasis en la parte operativa y dejan de lado la parte conceptual (Amit y Vinner 1990;
Oaks, 1987/1988,1990; Schoenfeld, 1985; Hiebert y Lefevre, 1986, citado en Moreno y Cuevas,
2004). Produciendo que los estudiantes conozcan los algoritmos de la resolucion de problemas
pero ignoren el significado de los conceptos.

Por ello puede decirse que un problema en el aprendizaje de las matematicas, se encuentra en el
hecho de que la ensefianza no logra transmitir ideas matematicas para encarar los problemas que
plantea el campo de las ciencias experimentales. Por tanto, se propone hacer uso de elementos
como la visualizacién, la prediccion, el reconocimiento de patrones, el recurso de la analogia, la
induccidn, los diversos modos de validacién y todo aquello que permitid, en algin momento, la
elaboracion del conocimiento, construccion y transmision de informacion socialmente atil y que
hoy puede estar omitida en la ensefianza (Marcolini y Perales, 2005).

Con el fin de indagar la forma en que se determinaban los valores maximos y minimos de las
funciones, se analiz6 la manera en la que estos eran concebidos, empleados, institucionalizados o
determinados en cierta época y cultura cientifica.

En este analisis se identificaron dos momentos importantes en las interpretaciones de maximos y
minimos las cuales fueron presentadas por Leibniz (1684), L’Hospital (1696) y Agnesi (1748),
citados en Castarieda (2006).

Leibniz (1684) hace una descripcion del comportamiento infinitesimal, en el que caracteriza al
maximo, usando dos diferentes criterios. EI primero, a través de la comparacion de estados,
donde precisa que el maximo queda determinado por la linea GF (la mayor de las ordenadas). El
segundo, a través de una condicién geométrica, explica que la tangente sobre la curva en el punto
maximo es paralela al eje de las abscisas (Figura 1).
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Figura 1

En las obras de L’Hospital (1696) y Agnesi (1748) se presenta una nueva version del célculo para
su difusion, que se distingue de la expuesta por Leibniz, debido a la intencionalidad con la que
fueron escritas.

L’Hospital (1696), menciona en sus argumentaciones al menos tres aproximaciones distintas que
muestran el significado asociado a la nocién de maximo o minimo. La primera, esta basada en la
nocion de tamaro; centra su propiedad en discriminar, entre un conjunto de ordenadas, la que
cumpla con la caracteristica de ser la mas grande o la més pequefia. Explica:

Sea MDM una linea curva cuyas ordenadas PM, ED, y PM sean paralelas entre si, tal
que al incrementarse continuamente la abscisa AP, la ordenada PM crece también
hasta cierto punto E, después del cual disminuye. Entonces, la linea ED sera
denominada la mayor o la menor ordenada (Figura 2) [L’Hospital, 1696, p.41]

Figura 2

La segunda se fundamenta en identificar el signo de las diferencias, en una region muy cercana al
maximo.
Si al crecer APPM también crece, es evidente que su diferencia Rm sera positiva con

relacion a la de AP y que, por lo contrario, cuando PM disminuya al crecer la abscisa
AP, su diferencia sera negativa (Figura 3) [L’Hospital, 1696, p.41-42]

ey i

Figura 3

Afirma L’Hospital que una diferencia no puede convertirse de positiva a negativa si no se hace
pasar por cero, o por infinito. De esta manera, el maximo es nombrado como un punto por el que
las diferencias cambian de signo.
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El tercer argumento se sustenta en observar la posicion relativa que guarda la subtangente y la
tangente, a medida que se consideran nuevos méaximos en los puntos. EI m&ximo se alcanza
cuando la tangente se vuela horizontal y paralela a la subtangente; de manera analoga, esto pasa
con el minimo. Explica:

Supdngase una tangente en el punto M, y su respectiva subtangente PT si la
subtangente PT aumenta [hacia la izquierda] a medida que MP se acerca a DE, es
claro que cuando se construya la tangente en el punto D, la subtangente tiene una
magnitud infinita. De esta forma, cuando AP rebasa a AE, la subtangente PT se
vuelve de positiva a negativa, o al contrario.

=

Figura 4

Agnesi (1748), distingue cuatro caracterizaciones sobre los conceptos de maximos y minimos, la
primera hace un reconocimiento de lo variacional; la segunda, a la que Castafieda (2006)
denomina signo de las diferencias infinitesimales (sobre un argumento analitico), destaca que
muy cerca del maximo las diferencias pasan de un signo a otro; la tercera alude a la propiedad
infinitesimal (analitico) donde explica que cerca del mé&ximo ocurren las variaciones mas
pequefias, mientras que la cuarta; denominada propiedad analitica, explica una regla: en un
maximo se determinan diferencias nulas o infinitas.

La existencia de varios argumentos acerca de una misma idea es un rasgo que distingue al
discurso de L’Hospital y Agnesi. Sobresale el tratamiento geométrico-analitico, en el que se
explica el comportamiento de las diferencias en vecindades muy pequefias sobre las curvas
geométricas. Para este tratamiento se hace uso de la graficacion como una de las estrategias mas
fecundas para el anélisis de las funciones en contextos matematicos y extramatematicos (Flores,
2007) ya que, la gréfica de una funcion permite ver caracteristicas globales como las variaciones,
el crecimiento, la continuidad, la concavidad, los maximos y los minimos, etc.

Ademas Torres y Suarez (2005), proponen la representacion grafica por medio de la simulacion
de un fendmeno fisico, donde los dispositivos transductores registren los datos y las calculadoras
con poder de graficacion los convierten en tablas y graficas que los estudiantes puedan modificar
al cambiar las caracteristicas de su movimiento, identificando los cambios que se producen en la
gréafica. De esta forma se analiza un fendmeno y al mismo tiempo su representacion.

El empleo de la tecnologia en la educacion matematica ofrece entre otras cosas la posibilidad de
que los estudiantes manipulen e interactlen con las situaciones planteadas y con ello generen y
validen conjeturas que los conduzcan hacia la construccion del conocimiento, dotando de sentido
y significado a cada uno de los conceptos desarrollados.
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3. Método

El interés particular de esta propuesta, es atender errores asociados a los conceptos de maximos y
minimos de una funciéon producidos por la falta de significado asociado, por parte de los
estudiantes, a dichos conceptos. Para ello se propone la implementacién de una secuencia
didactica desarrollada a partir de una ingenieria didactica.

La ingenieria didactica es una metodologia que permite el disefio y evaluacion de secuencias
didacticas a través de diversos analisis y fases. El proceso experimental de la ingenieria didactica
consta de cuatro fases: Analisis preliminares, Concepcion y analisis a priori de las situaciones
didacticas, Experimentacion y Andlisis a posteriori y validacion (De Faria, 2006).

Con base en los andlisis preliminares se realizd el disefio de una secuencia didactica, la cual
constd de dos actividades grafico-variacionales a realizar en equipos de tres personas. Tales
actividades se desarrollaron en dos sesiones de 1:20 min.

La actividad | tuvo como propdsito que los estudiantes analicen el comportamiento de una curva
construida a partir de su propio movimiento, esto mediante el empleo de un sensor de
movimiento, esperando con ello dotar de sentido a las graficas.

La actividad Il se centrd en analizar de manera mas puntual el comportamiento de las gréficas en
los valores extremos, mediante el apoyo de una animacién en el programa Sketchpad 4.0 de
geometria dindmica, utilizando diferentes tratamientos para los valores extremos.

ACTIIDAD 1 ACTIVIDAD Z

N . mawiicen 2 que s indice n cxar una ot os indisas. Instructiones. Rasliozn ko que s= indicy &N cade UND o ks indisos.

(L
. Cads una de las smuentes grafices repressntan b posioOon de UnE PETSONE en Un
rbercal o= thempo necpecto & un pumto fjo. Describen ks movimisntos que i
- . - r - ) ™
reslizarin para reprodudr diches prafices. h’t?
Repressnben 5'é‘e'nem i posician del parrito respecta = su cass
Grafic Descrapcon g

Reprodurcan =1 desplazamsento del parrito y obbengan su 5'{“2 oon mpuds del
mavimisnta

s=nzar.
. weriigquen sl grafics obtenide en &1 indiso | corresponde @ ie grafios resdizads con
2l smnzor, escribeends las semepncas y dferances que existen entre ellzs.

V.  Observen b grafics que obtusieron con el sensor y respondan las simuientes

arezdTEs
Nota: Pusdon utivzar \a herramianta “examing” oe Loggar Pro.

a] Describe &1 desplsrsmientd del perrito en bas intenmios donde Is Erafios a5
crecente

5] Descrine =1 despiszamienta del perdito en bos intencelos donds i= Erafics es

decrasemme
<] Describe el desplzzameento del parrita sdrededar de kas puntos de refonna de
prafics.
V. Selsccionen Cnco walonss o ba tabiy gel programe Lommer Pro, anterionss
posteriores & cads punto de retorno de s 5'&‘@ ¥ elabaren une tabls coma ba

siguiente,

Tiempa {2, Pasician () Diterencs {35 — %0
VI Con base &n los datos de bs tabls respondan las simuientes ousstiones:
a] &b qué welor tienden las difersndias conforme MS puntos, anterianes y
posteriores, se aczrcan &l punto de retorng?
Empleando =l sensor de mowamiento, reafics &l movimeento desorito en cada UnNo . .
R b] &0uwe cmrachenstics tene=n los waldores de las diferences anderionss yo ks
de kx incicos de ln acthided snterior. Pogteriorments, comparen lag grafices
diferendas pasterionss =l purta de retanna®
atenides oon ks Of I3 activided | indimndo ks difenences y SEMERNTES e o X ,
- €] Q0w relacion evists Envtne ks Sipnas o ks dereancas ¥ & punto de retarna?
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El instrumento se aplico a tres grupos de estudiantes de tercer afio de bachillerato. Cada grupo
conformado por tres estudiantes. Al término de cada actividad se promovia la discusion de las
respuestas para observar la forma en que los participantes explicaban sus razonamientos.

En la aplicacion del instrumento se video-registraron las producciones verbales, escritas y
gestuales de los participantes.

4. Resultados

Para el analisis de resultados se emple0 la siguiente notacion. E; la cual hace referencia al equipo
uno y A; que se refiere al alumno uno del equipo correspondiente. Por ejemplo, E,: As:
corresponde al alumno tres del equipo dos.

De la Actividad | se observo que los estudiantes consideran las variables: velocidad, aceleracion,
distancia y tiempo para describir los movimientos; inicialmente, se centraban en la velocidad y la
aceleracion pero conforme analizaban los movimientos que debian realizar para obtener las
gréficas se percataban que la distancia y el tiempo eran fundamentales, por tanto eran incluidas
en sus argumentos. Asimismo, mencionan el cambio de sentido en el desplazamiento cuando
hablan de un punto de regreso, haciendo referencia al punto de retorno. Por ejemplo:

E,: A;: Me mantengo un tiempo quieto... A,: ...luego avanza rapido As: si se mantiene fijo,
fijate, es como empezar a correr, corrié hasta aqui (punto mas lejano) y otro poco caminé. Aq:
No, velo bien. Esa es una misma distancia, ...entonces retrocedid, eso significa no parar, regresar
una distancia que ya diste. As: Si retrocedio, ...partié de aqui (sefiala su hoja), corrid esto hasta
acay regreso, obviamente sabes que regreso. A;: Corrid en sentido opuesto.

Ademas, identifican el significado de los ejes en la situacion planteada, esto es, se percatan que
el eje x corresponde al tiempo y el eje y a la distancia. Pese a ello, uno de los equipos no logra
identificar lo que representan los ejes, ellos mencionan la velocidad y el tiempo. Hablan de un
punto fijo al que algunos llaman centro dejando ver la idea del origen en las gréficas.

Eq: A,: ...de un punto estatico, aumentar la velocidad, disminuirla, aumentar la velocidad a la
mitad de la primera, bajar la velocidad hasta casi un punto estatico y después dispararla al
maximo.

E3: A,: ..se mueve (hace un movimiento rectilineo con la mano), A4: ...no es cierto, no se
mueve...esto es distancia, tiempo (sefiala los ejes de la grafica).

En el apartado 2 de la actividad 1, se observd como los estudiantes, mediante el empleo del
sensor, le dan un significado a las gréaficas, se identifica la relacion entre distancia, tiempo y
velocidad en una curva y explican con mayor conviccion lo que representan los ejes. Logrando
realizar, a través del movimiento, las curvas dadas.

E4: A4: ...n0 sabia que registraba también mi distancia pensé que solamente la velocidad como la
del coche.

E3: Aq: ...estds en medio, lo alejas hasta aca y lo acercas todo (realiza el movimiento con la
mano), lo vuelves a alejar todo. A3: ...comenzd diferente, comenz6 aca (sefiala eje) y no acé
(sefala el otro eje), por eso te dije que en el sensor no (se refiere a que no debia comenzar cerca
del sensor), A;: ah! Yal! Espera un tiempo que empiece a trabajar el sensor y realiza el
movimiento. Az: ...espero, empiezo, me alejo, me acerco, me alejo hasta aqui, me acerco y me
alejo hasta donde quiera.
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En la actividad Il, se observd que el trabajo realizado con el sensor en la actividad anterior,
permiti6 que se obtuviera una grafica adecuada que represente el desplazamiento de la
animacion. Esto se ilustra por ejemplo en lo realizado por el Equipo 2.

Posi

0

;_\ - — - 0 5000 10000 15000
AT (7090,0917) Time (ms)

Gréfica realizada por los estudiantes con base en Grafica obtenida con el sensor de movimiento al
la observacion del movimiento de la animacion. reproducir el desplazamiento de la animacion.

Los argumentos empleados por los estudiantes del Equipo 2 para la elaboracion de la grafica que
represente el movimiento de la animacion fueron:

Ay: ...Aqui esta su casa, punto cero, regresa, no llega se queda cerca. As: Pero va muy lento
tienes que alargar esa onda. A,: Mas inclinado.

De igual manera se observo que cuando se les plantea una pregunta matematica dentro de un
contexto extramatematico los estudiantes dan respuestas en la matematica olvidando el contexto
planteado. Esto se observa en la respuesta dada por los estudiantes del equipo 3 cuando se les
cuestiona acerca del comportamiento grafico ante cierto movimiento de la animacion.

Pregunta: ;Qué comportamiento tiene la grafica cuando el perrito se aleja, se acerca y cambia de
sentido?

Aj: creciente (sefiala la animacion mientras se mueve el perrito), A,: se aleja, Az: decreciente,
A,: se acerca, ...;sabes qué hace? ... cerca del punto de retorno disminuye su velocidad. A;: si,
disminuye su velocidad y se cambia el signo, 4,: ¢Se cambia qué?, A;: el signo, porque se aleja 'y
regresa. A,: no puede cambiar de signo el perrito, disminuye su velocidad para que pueda tomar
su retorno. A3: Se cambia de creciente a decreciente. Aq: ... el perrito cambia de sentido.

En la parte 2 de esta actividad los estudiantes realizan un andlisis numérico en las vecindades
cercanas a los valores extremos, identificando que alrededor de estos se da un cambio en el signo
de las diferencias y éstas tienden a cero.

E4: ..Se van acercando al cero, del positivo se va acercando a cero y el mas negativo se va
haciendo cero, ...depende de que punto de retorno, de aqui van de positivo a negativo y en el otro
al revés, ...el punto de retorno seria en el que las diferencias estan més cercanas a cero y en la
que las diferencias de un lado son positivas y del otro negativas.
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5. Conclusiones y reflexiones

Se concluye que al implementar la propuesta, los estudiantes logran identificar las variables
involucradas en la situacion y al mismo tiempo establecer una relacion existente entre las
mismas. De igual manera realizan un transito entre la situacion y la graficacion empleando
diversos registros de representacion como el verbal, escrito, grafico y numérico.

Asimismo, se considera que esta propuesta puede ser empleada para una mejor comprension del
concepto funcién ya que en su aplicacion, se observa como algo dindmico, donde los estudiantes
establecen relaciones entre las variables y analizan diferentes formas de representarla.

De igual manera, el empleo de la tecnologia, mediante el sensor de movimiento y animaciones,
produce una mayor motivacion y atencion por parte de los estudiantes a las actividades
planteadas; los estudiantes indican que con este tipo de actividades es mas sencillo entender el
tema, que es mas divertido porque se aprende haciéndolo, ya que es mas dificil imaginar gréaficas
que hacer el movimiento para obtenerlas.

Sin embargo, una desventaja del empleo del sensor, es que los datos numéricos obtenidos
presentan ruido, lo que podria dificultar el anélisis numérico e incluso dar resultados erréneos; en
este caso se propone que el profesor apoye en la seleccion de los datos a emplear.
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