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Resumen

Presentamos un analisis desde una postura didactica de distintos hechos didacticos especificos, a través de
ejemplos. El primero se sitla en el estudio del concepto de dimension de un espacio vectorial real de
dimension finito, bajo un enfoque cognitivo donde se utilizan la teoria de los modos de pensamiento de
Anna Sierpinska como marco tedrico y un disefio metodolégico de estudio de caso. El segundo ejemplo
aborda, bajo el enfoque de la aproximacion Socioepistemoldgica, el tema de como ciertos elementos que
son tratados en las ecuaciones diferenciales ordinarias suelen presentarse en forma desarticulada con una
mirada al discurso matematico escolar y poniendo atencién en como la modelacion-graficacion ayuda en
la construccion de conocimiento.
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1. Introduccién

Nuestro objetivo es presentar dos topicos que se ensefian en el nivel superior, uno de algebra vy el
otro de célculo y, a través de ellos, exhibir como éstos son abordados en la didactica de la
matematica desde dos perspectivas diferentes (marcos tedricos especificos) pero con un mismo
objetivo, el de investigar aquellos elementos que pueden estar influyendo en la ensefianza y el
aprendizaje de estos tépicos.

2. Primer Ejemplo

Desde una postura cognitiva presentamos el hecho didactico de concebir el concepto de
dimension de un espacio vectorial real finito en modos de pensamiento, para responder y orientar
la reinstalacion de la definicion de dimensidn de un espacio vectorial real finito, en estudiantes
gue hacen uso de este concepto. Para este efecto se indagara desde una postura cognitiva en los
modos de pensamiento que configuran las distintas interpretaciones, de la definicion de
dimensién de un espacio vectorial real finito que se ha instalado en los docentes y aprendices del
concepto en cuestion: “Dado un espacio de vectorial V, el cual se dice de dimension r, si tiene
una base de r vectores de V.

Si prestamos atencion en lo especifico de la definicion anterior, se traduce en una perspectiva
tedrica y operativa, que caracteriza desde una sola interpretacion —analitico-aritmético— el
concepto de dimension, excluyendo especificidades geométricas, y aun mas, la definicion
privilegia un solo sistema de representacion —el algebraico— lo que significa que él determina el
tipo de manipulaciones que pueden ser puestos a disposicion de los aprendices.

La formacién matematica en topicos de &lgebra lineal en varias carreras de universidades
latinoamericanas es hoy y ha sido por muchos afios un pilar fundamental para ellas, por ende, la
exigencia radica fundamentalmente en posicionar a nuestros aprendices de conceptos
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matematicos, en particular el que se presenta aqui —el concepto de dimension de un vectorial real
finito— en una posicion privilegiada para alcanzar el aprendizaje de este y otros conceptos
matematicos u otro tipo de tareas o problemas que evidencien su presencia.

Diversas investigaciones han indagado en cuestiones del algebra lineal, por ejemplo, Dorier y su
equipo (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 1997) hablan acerca del obstaculo del formalismo.
Estos autores concluyen que “para la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal no es mas que
un catadlogo de nociones muy abstractas que ellos nunca pueden imaginarse” y que manejan
mecanicamente. Asi también, se ha reportado que el discurso matematico escolar del algebra
lineal privilegia el tratamiento algoritmico a traves de las llamadas técnicas de resolucion, en
desmedro de la comprension conceptual de nociones basicas (Dorier y Sierpinska, 2001). Otras
investigaciones apuntan a las dificultades que los estudiantes tienen cuando estan aprendiendo el
concepto de espacio vectorial y a la construccion esquema en sus tres niveles Intra, Inter y Trans
del concepto espacio vectorial (Parraguez, 2010), sin embargo la instalacion del concepto de
dimensién de un espacio vectorial real, desde una perspectiva cognitiva a través de los modos de
pensar el algebra lineal en un ambito universitario, se presenta como un desafio investigativo
pionero, al constatar a través de un cuestionario exploratorio de 20 preguntas, aplicado en el mes
de noviembre del afio 2010, a 25 estudiantes de Ingenieria Civil y Construccion Civil de una
universidad chilena, que el concepto de dimension finita de un espacio vectorial real, es
comprendido en un solo modo de pensamiento —analitico-aritmético—.

Una de las evidencias recogidas en el cuestionario exploratorio, especificamente en la pregunta 2,
reafirma lo antes expuesto:

Pregunta 2: Dados los subespacios de [ 2 tales que; W = {(x y)el 2/x+ y= 0} y
H= {(x y)el 2/x = y}, calcular si es posible: dim(W +H ). Realice las gréficas en
el plano real de los subespacios anteriores. ¢ Qué puede usted comentar?

Mirando las respuestas de los estudiantes se puede sefialar que la falta de incorporacion de otros
modos de pensar en el trabajo en algebra lineal, dejan a los estudiantes ciegos frente a realidades
evidentes, como la visualizacion geométrica de los subespacios del plano. Es por esta razon que
la pregunta termina con gréficos. Veamos una de las respuestas de los estudiantes:

En relacién a los espacios vectoriales ¢
Estudiante 5: Realiza una R e e
grafica como la de valor g=pussta:
absoluto. Lo que evidencia la
falta de asociacion geométrica
con la algebraica, de los
conceptos del algebra lineal,

(ver Figura 1).

Figura 1. Grafica que realiza estudiante 5, para
la pregunta 2
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Por otra parte en los cursos de matematicas aplicadas para las carreras de Ingenieria, como por
ejemplo en el curso de ecuaciones diferenciales, el concepto de dimension aparece inserto en el
espacio solucion de una ecuacion diferencial lineal homogénea normal de orden n, y es en este
punto donde se evidencia la falta de comprension a nivel estructural del concepto de dimension.

La mirada didactica de este hecho didactico considera la teoria de los modos de pensamiento de
Anna Sierpinska como marco tedrico de la Didactica de la Matematica.

Sierpinska, identifico tres modos de pensamiento: el sintético-geométrico, el analitico- aritmético
y el analitico-estructural.

Estos modos de pensamiento pueden verse como el resultado de una superacion de dos
obstaculos o dos posiciones dogmaticas opuestas: una, que rechaza los numeros dentro de la
geometria y la otra, que rechaza que la “intuicion geometrica” pueda ser llevada a un dominio
puramente aritmético. Estos tres modos de pensamiento es preferible considerarlos como
igualmente Utiles, cada uno en su propio contexto, para propasitos especificos y principalmente
cuando estan interactuando. La principal diferencia entre los modos ‘sintético’ y ‘analitico’ es
que en el modo sintético, los objetos son dados directamente para ser descritos por la mente, la
cual trata de describirlos, es decir, de manera natural, mientras que en el modo analitico estos
objetos son dados indirectamente, de hecho son construidos solamente por la definicion de las
propiedades de los elementos (Sierpinska, 2000).

Respecto a la diferencia entre los modos de pensamiento analitico-aritmético y analitico-
estructural, es que: en el pensamiento analitico-aritmético, un objeto es definido por una formula
que permite calcularlo, y muchos razonamientos analitico aritméticos tienen una tendencia de
mostrar que dos procesos 0 métodos conducen al mismo resultado; en cambio en el modo de
pensamiento analitico-estructural, un objeto es mejor definido por un grupo de determinadas
propiedades.

Si uno esta pensando en las posibles soluciones de un sistema de tres ecuaciones
lineales con tres variables por visualizacién de las posibles posiciones de tres planos
en el espacio, uno esta en el modo sintético-geométrico; y si uno piensa en el mismo
problema en términos de los posibles resultados de una reduccion por filas de una
matriz de , uno esta en el modo analitico-aritmético; y si esta pensando en términos
de matrices invertibles y no invertibles, podria ser un sintoma del modo analitico-
estructural. (Sierpinska, 2000)

Cada uno de los tres modos de pensamiento en algebra lineal utiliza un sistema especifico de
representaciones:

El modo de pensamiento sintético-geometrico utiliza el lenguaje de las figuras geometricas,
planos y lineas, intersecciones, asi como sus representaciones graficas convencionales.

En el modo analitico-aritmético las figuras geométricas son entendidas como conjuntos de “n-
uplas” de numeros que satisfacen ciertas condiciones que son escritas, por ejemplo, en la forma
de sistemas de ecuaciones o desigualdades. En el modo analitico-aritmético, las componentes
numericas de los objetos geométricos, como puntos o vectores son importantes. Asi, por ejemplo,
un sistema general de ecuaciones podria ser escrito usando todos sus coeficientes:
A X T Xy =D, o A X e+ 8 X =Dy -
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El pensamiento analitico-estructural va mas alla de este tipo de analisis y sintetiza los elementos
algebraicos de las representaciones analiticas dentro de conjuntos estructurales. Asi, un sistema
puede escribirse en una forma matricial, o en forma vectorial: x;A{+... +x,4, = b.

Con respecto a los sistemas de ecuaciones hay otra diferencia entre los modos de pensamiento
analitico-aritmético y analitico-estructural (lo importante desde un punto de vista analitico-
aritmético es encontrar métodos para resolver sistemas de ecuaciones).

En el modo de pensamiento estructural las cuestiones podrian referirse, por ejemplo, a las
condiciones de la matriz A y el vector b para la existencia y unicidad de una solucién. “Las
propiedades de la matriz podrian ser mas importantes que la naturaleza de sus componentes
numéricos” (Sierpinska, 2000).

Con esta mirada, desde este marco tedrico, buscamos aportar desde nuestra perspectiva, un
analisis cognitivo de la comprension de uno de los conceptos basicos del algebra lineal: el
concepto de dimension finita de un espacio vectorial real, y prerrequisito primordial para topicos
de matematicas, de ciencias y de ingenieria.

3. Segundo Ejemplo

Nos aproximaremos, a través de una vision didactica, al tema de las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) con el objeto de poner como tema de reflexion ciertos aspectos que
consideramos estan un tanto desarticulados en la ensefianza y aprendizaje de este tdpico, es asi,
gue nos centramos en entender la relacion que existe entre el modelo, sus soluciones y su
respectiva grafica. Una de las razones que motivan abordar este ejemplo tiene que ver, por un
lado con la experiencia obtenida en aula por la constante dificultad que se produce en relacionar
los aspectos mencionados y por otro la postura didactica que tenemos en relacion a como abordar
este tema.

Nuestra mirada se posa en la Socioepistemologia, ésta es una aproximacion tedrica de naturaleza
sistémica que permite tratar los fendmenos de produccion y difusién del conocimiento desde una
perspectiva multiple. Incorpora al estudio las interacciones entre la epistemologia del
conocimiento y su dimensidn socio cultural, los procesos cognitivos asociados y los mecanismos
de institucionalizacién via la ensefianza (Cantoral y Farfan, 2003).

La Socioepistemologica atiende la construccion social del conocimiento matematico y aborda
esta construccion con una mirada critica al discurso matematico escolar (DME) resaltando el
hecho de que éste se centra en los conceptos, dejando de esta manera la matematica en un nivel
utilitario y no en un nivel funcional®. Es asi como manifiesta que el DME en la actualidad maneja
los contenidos de manera separada, carentes de interaccion y significado, provocando que el
proceso de adquisicion del conocimiento se logre de manera particionada (Morales, 2009),
proceso que no ayuda al entendimiento y confeccion de modelos, es por eso que nuestro objetivo
es buscar mecanismos que provoquen vincular los contenidos con el fin de lograr la construccion
de conocimiento matematico asociados a un modelo.

' Matematica funcional quiere decir un conocimiento incorporado organicamente en el humano que lo
transforma y que le transforma su realidad. Todo ello en oposicidn al conocimiento utilitario
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En este caso si observamos, a grosso modo, el DME, podemos mencionar que la manera como se
abordan las ecuaciones diferenciales ordinarias, en un curso de matematica, suele ser
desarticulada. En general el modelo es presentado y sus soluciones son simple resultado de una
algoritmia; la grafica asociada a una solucién es simplemente una representacion de la funcion y
el comportamiento de ellas (todas las soluciones) no se analiza, es por ello que se elaboro una
situacion basada en un planteamiento con fundamento socioepistemoldgico que reconoce a la
modelacidn-graficacion como practica que genera conocimiento donde la argumentacion gréafica
tiene un estatus que la reconoce como una practica que ayuda a resignificar conocimiento
matematico (Cordero, 2008). Nos interesa investigar de qué manera un estudiante puede
relacionar estos tres aspectos (mencionados anteriormente) involucrados en las EDO, es asi que
usando variacién de parametros y comportamiento tendencial formulamos una situacion
especifica e intencional con el objeto de conectar las graficas con el movimiento del péndulo,
saltdndonos de esta forma el procedimiento algoritmico al punto de no explicitar las funciones
soluciones del modelo sino que sélo sus graficas. Creemos que las gréaficas de las soluciones de
las ecuaciones diferenciales ordinarias ayudan a comprender el modelo matematico asociado al
movimiento del péndulo.

La situacion planteada consistio en tres actividades, el modelo utilizado fue el del péndulo
(representado por un columpio). La actividad 1 estd basada en variacion de parametros. Al
estudiante se le presentaron varias graficas y se pide identificar el comportamiento de las gréaficas
de acuerdo a los pardmetros. En esa identificacion no se explicita el modelo matemaético en
cuestion sino que se usa una notacion alternativa formal R(K, A, B). La actividad 2 tiene como
objetivo identificar el movimiento del péndulo con las gréficas para determinar el pardmetro
asociado a la posicion del péndulo o a la velocidad inicial. La actividad 3 pretende identificar un
parametro del modelo con el roce via el comportamiento tendencial de las soluciones. El roce en
este caso es interpretado tanto para detener el movimiento del péndulo como para entrar en
resonancia.

Es asi que el rol de las graficas es muy importante en nuestra situacion, creemos que a través de
graficas que representan el modelo del péndulo, provoca la articulacion entre dicho modelo con
sus respectivas soluciones; dando sentido a las soluciones en conexion con la dindmica del
péndulo. A continuacion se muestra una respuesta formulada por un grupo de estudiantes de

fisica (ver Figura 2).
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Figura 2. Respuesta de un grupo de estudiantes de fisica
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De esta forma la situacion rompe el discurso matematico escolar y valida a la grafica como
argumento para construir conocimiento, en este caso, nos referimos al entendimiento de las partes
(parametros) del modelo y la comprensidn total de éste.

Si nos focalizamos en el DME, la grafica es concebida como una simple ilustracion —a nivel de
visualizacion— que ayuda a una explicacion pero en si no es un objeto matematico (contenido,
conceptos, etc.) que nos sirve para argumentar matematicamente; en otras palabras, para los
profesores de matematicas la argumentacion grafica y las graficas no son validas en un proceso,
por ejemplo de evaluacion de contenidos. Sin embargo, en términos epistemoldgicos, las graficas
han sido sistematicamente utilizadas para comprender las distintas ideas de las ciencias (ecologia,
crecimiento de poblaciones, economia, sistemas dindmicos, en particular en la matematica
misma).

La relacion que pueda existir entre la grafica y el entendimiento de un modelo se potencia al
trabajar la variacion de parametros (Cordero, Mena, Montalto, 2010). A través de la variacion de
parametros y el comportamiento tendencial de las funciones (Cordero, 2001) la grafica logra un
estatus importante y una via para argumentar y entender un modelo.

Actualmente diversas investigaciones han abordado el tema de la graficacion y consideran que el
grafico forma parte integral de un modelo que se estd construyendo. Para dar una breve
ilustracion mencionamos los siguientes antecedentes:

o Oresme ya en el siglo X1V usa la graficacion para modelar la variacion, generando graficas
de variaciones uniformemente uniformes (rectangulos), uniformemente deformes (triangulos
y trapecios) y deformemente deformes (serie de poligonos diferentes que van mostrando las
variaciones de la gréafica.

o Newton en el siglo XVII hace uso de su método de las fluxiones (derivadas) para encontrar
las tangentes a diferentes tipos de graficos. Oresme y Newton fueron precursores en el uso
del analisis grafico de funciones.

Por otro lado, desde el punto de vista de la Socioepistemologia, existen investigaciones que
abordan el tema de las gréficas, algunas investigaciones al respecto son:
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Cen (2010) quien reporta el uso de las graficas en la parabola, en bachillerato. Esta investigacion
sin duda que marca un punto importante para pensar lo que ocurre en el nivel superior, lo
realizado por Lara (2007) es ver las graficas usadas en Calculo Diferencial e Integral
resignificadas en la Mecéanica de Fluidos, en el &ambito de Ingenieria y reporta algunos usos de las
gréficas.

Por otro lado, Suarez (2008) reporta que la graficacion-modelacién resignifica la variacion, y
ademas que ese binomio es una categoria que esta conformado por tres elementos: a) los datos
epistemoldgicos de la modelacion del movimiento, b) los elementos propios de la modelacion-
graficacion (realizaciones mudltiples, identificacion de parametros, realizacion de ajustes,
desarrollo del razonamiento) y c¢) las argumentaciones conformadas por significados,
procedimientos y procesos.

Campos (2003) nos muestra un marco de referencia que da evidencias que se puede construir
conocimiento matematico a través de las graficas. Disefia una situacion para resignificar la
transformacion de la parabola cuya argumentacién es el comportamiento tendencial de las
funciones. Ponen en juego varios momentos: el geométrico, el funcional con relacién a la
variacion y comportamientos al infinito.

Por otro lado, Cordero y Solis (2001) tratan el tema de funciones y sus graficas donde sostiene
que las graficas de las funciones formulan argumentos del calculo, la idea es poder dar una nueva
mirada a las funciones proporcionando una conceptualizacion de funcion que relaciona la
representacion de una curva completa y la funcion prototipo a través de variar los pardmetros de
la funcion para buscar comportamientos, con ello provee argumentos especificos al analizar las
funciones en diferentes situaciones, el comportamiento tendencial de las gréaficas y de las
expresiones analiticas de las funciones son el punto central de estos argumentos. En otras
palabras la “curva completa” y la expresion se relacionan a través de construir significados a los
coeficientes

Desde este punto de vista queremos aportar con elementos que creemos importantes para la
construccion de conocimiento matematico, y en particular poder analizar y estudiar como es que
a través de nuestro planteamiento, descrito brevemente en esta situacion, pueda entregar
herramientas y nuevas miradas que ayuden a la reflexion de como ensefiar y aprender ciertos
topicos de la matematica. Un aspecto interesante de mencionar que tiene relacion con lo
mencionado es que los estudiantes de fisica en relacion a los estudiantes de matemaética que
desarrollaron esta situacion tuvieron diferentes modos de proceder al momento de abordar lo
planteado y eso nos lleva a pensar en la formacion disciplinaria, en el rol de las gréaficas, etc..

4. A modo de Conclusion

El anélisis del primer ejemplo dio informacidn respecto al modo de pensar geométricamente los
vectores, asi como también la escasa relacion de la manera en que se los presenta con las
estructuras matematicas que sustentan al concepto de dimension finita de un espacio vectorial
real. Observamos también que los estudiantes solo utilizan un modo de pensamiento y no
recurren a los otros ain cuando la situacion matematica lo requiera. Asimismo, los participantes
en la investigacion evidencian dificultades en el modo de pensamiento analitico-estructural pues
no consideran, por ejemplo, las propiedades del subespacio vectorial y su ortogonal (pregunta 2).
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En relacion al segundo ejemplo, pudimos constatar la desarticulacion que existe en la
presentacion del discurso matematico escolar entre los tres elementos mencionados en las
ecuaciones diferenciales ordinarias y como las graficas cobraron fuerza en los estudiantes ya que
ellas pasaron de ser un simple dibujo ilustrativo a un argumento en esta situacién especifica. Por
otro lado, el hecho de plantear esta situacion a estudiantes de matematica y de fisica resulta muy
interesante para analizar el uso de conocimiento que muestran, y cdmo es que estos estudiantes
de diferentes disciplinas manifiestan distintos comportamientos frente a la misma situacion.
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