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Resumen

En este trabajo de investigacion se presenta una problematica con respecto al tema de graficacion de
funciones, y con base a dicha problematica se pretende elaborar una secuencia didactica que ayude a
atender algunas dificultades que tienen los estudiantes al graficar funciones polinomiales de primer y
segundo grado.
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1. Introduccidén

A continuacion se hace referencia a investigaciones sobre el tema de graficacidn de funciones, las
cuales se han clasificado en investigaciones de corte cognitivo y didactico; asi también se plantea
el problema de investigacion y el objetivo.

1.1 Investigacion de orientacion cognitiva

Patifio (2007) realizé un estudio acerca de comportamientos analogos entre funciones algebraicas
y trigonométricas f(x) = x, f(x) = x2, f(x) = x3, f(x) =sinx y f(x) = cosx, asi también
de sus transformaciones, considerando la expresion Y = Cf(ax + c¢) + D, el estudio se realiz
con alumnos de nivel medio superior. Partio de la pregunta de investigacion ¢la representacion
grafica de transformaciones de funciones algebraicas y trigonométricas permite al estudiante
relacionar éstas con comportamientos andlogos?, con el proposito de presentar en los contextos
algebraico, gréafico, visual y numérico el tema de transformaciones, por tal motivo analiz6 si la
presentacion de ambos tipos de funciones en diversos contextos permite al estudiante identificar
comportamientos analogos y relacionar éstas transformaciones gréficas. Para lo anterior partio de
la hipotesis de que aungue las funciones trigonométricas y algebraicas son de distinta naturaleza,
existen comportamientos que se conservan en ambos tipos de funciones.

Para el logro de su objetivo Patifio (2007) disefidé un cuestionario, el cual se construy6 con base
en una revision bibliografica de articulos, tesis, planes y programas de estudio del nivel medio
superior, analizando solamente los de la UAGRO, CBTIS, COBACH y CETIS, asi también los
libros de texto de las estas instituciones educativas, dicho cuestionario se presenta en tres partes.
En la primera consideran funciones algebraicas (lineales, cuadraticas, clbicas) y trigonométricas
(seno y coseno) representadas algebraicamente, con el propdsito de que los estudiantes a partir de
la expresion algebraica obtuvieran numéricamente un conjunto de pares ordenados a traves del
método de tabulacion y posteriormente localizaran esos puntos en el plano cartesiano, en la
segunda se presentan funciones de forma gréafica, con el fin de que los estudiantes visualicen y
describan el comportamiento, cuando éstas son transformadas por parametros, considerando
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como funciones prototipo a f(x) =x, f(x)=x2 f(x)=x3 f(x)=sinx y f(x)=
cos x; y en la tercer y ultima parte, se presentan algunas funciones algebraicas y trigonométricas
con sus respectivas graficas, donde se pretende que los estudiantes logren identificar visual y
graficamente que existe una relacion cuando éstas son afectadas por un mismo parametro,
sabiendo que los dos tipos de funciones son de distinta naturaleza.

1.2 Investigaciones de orientacion didactica

En este apartado hemos clasificado las investigaciones en dos niveles, el basico (primaria y
secundaria) y nivel medio superior.

Nivel Basico (Primaria y Secundaria)

Flores (2005) analiza los libros de texto del nivel basico (primaria y secundaria) para identificar
el uso que se le da a las graficas. En este trabajo se identifican tres momentos de su uso.

En el momento del sintoma del uso de la grafica de la funcion, curricularmente no es declarado
el concepto de gréfica, sin embargo en el contenido de los libros aparecen que usan gréaficas
alusivas a lo que posteriormente se le llamara grafica de una funcion. Este momento se presenta
en todos los grados escolares de la educacion primaria, mediante actividades de ubicacion,
comparacion, trazos de trayectorias en ilustraciones, planos y cuadriculas.

En el momento del uso de la grafica de la funcion, curricularmente se menciona la palabra
gréfica, sin hacer alusion al concepto de funcidn, sin embargo en los libros de textos aparecen
actividades donde se incorpora en los textos la palabra gréfica, cuyos usos manifiestan formas
como tablas, pictogramas, gréaficas de barras, graficas poligonales y de sectores con escalas en los
ejes de referencia, asi como también puntos en los planos con ejes cartesianos con
funcionamientos para establecer sus coordenadas. Ademas, graficas de curvas contiguas con
funcionamientos para analizar la distribucién de puntos. En este momento es donde la palabra
gréfica sin ser un concepto de funcidn curricularmente, es mencionada para hacer referencia a
aquellas formas y funcionamientos expuestos anteriormente, desde el tercer grado de la primaria.
Este momento se presenta también en los tres grados escolares de la educacion secundaria, donde
también curricularmente es declarado el concepto de funcién y su gréfica.

En el momento del uso de la curva, curricularmente esta presente el concepto de funcion,
manifestandose el comportamiento de las curvas de las funciones en tres direcciones: los
comportamientos de cantidades discretas, los comportamientos geomeétricos y los
comportamientos de cantidades continuas.

Nivel Medio Superior

En este nivel también se hicieron dos clasificaciones, una acerca de los usos de las graficas en las
practicas institucionales y la otra sobre propuestas para mejorar la ensefianza de la graficacion en
el &mbito escolar.

Usos de las graficas en las practicas institucionales
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Cen (2006), analiz6 los programas de estudios y libros de textos del Instituto Politécnico
Nacional (IPN) con el fin de conocer el estatus epistemoldgico de las graficas y su momento
donde aparecen curricularmente, encontrando en dicha revision cinco usos de las graficas.

El uso distribucién de puntos Se presenta mediante formas como tablas con valores previamente
establecidos, graficas y ecuaciones con funcionamientos como la ubicacion de puntos, el
desplazamiento en el plano cartesiano, la variacion de los puntos para el trazado de curvas
continuas o no. Se identifica en el primer semestre, con actividades en la que el estudiante tiene
que ubicar puntos para trazar la curva de la funcién, ésta se hace por medio de una tabla con
valores previamente establecidos, asi mismo este uso se presenta en el segundo semestre; en el
tercer semestre este uso se presenta con actividades en las cuales se tiene que calcular la distancia
entre dos puntos asi como la pendiente, el trazo de la curva de la funcion correspondiente cuya
forma es por medio de una tabla con valores previamente establecidos, para ello se proporciona al
estudiante una serie de ejemplos que le sirvan de modelo y posteriormente una serie de ejercicios,
también este uso fue identificado en el cuarto semestre con actividades, donde se les pedia la
ubicacion de puntos por medio de la tabulacion y localizacion de puntos criticos de una funcion
para poder asi apreciar el comportamiento local de la funcion.

El uso comportamiento geomeétrico se presenta a través de funcionamientos como la obtencién
de nuevas graficas de funciones a partir de una ya conocida con formas tales como la traslacion
horizontal o vertical, el estiramiento o la reflexion de la grafica. Este uso se identifica en el
segundo semestre, mediante actividades planteadas a los estudiantes, en las cuales se les pide la
construcciéon grafica de funciones mediante transformaciones como son el estiramiento o
reflexion, la traslacion horizontal y/o vertical que sufre la gréafica de la funcién cuando se
cambian sus pardmetros, también este uso se identifica en el tercer semestre, en el cual se
plantean actividades de la forma dada una figura geométrica o su condicion que debe cumplir
ciertos puntos de la misma, se les pide que determinen su ecuacion correspondiente.

El uso analisis de la curva Se presenta con funcionamientos como el andlisis del
comportamiento el cual puede ser creciente o decreciente en los intervalos de la funcién para
poder ubicar los puntos maximos y minimos, los puntos de inflexion (si es que los hay) y la
concavidad de la curva en ciertos intervalos. Las formas en que se presenta lo anterior es
mediante una tabla de variacion y los criterios de la primera y segunda derivada, este uso se
identifica en el cuarto semestre.

El uso célculo de areas y volumen Se presenta en actividades tales como, calculo del area bajo la
curva por medio de la integracion, y es identificado en el quinto semestre.

El uso analisis de informacién Se presenta en actividades como, analizar informacion en tablas,
gréficas de barras, poligonales, histogramas y la curva normal, este uso se identifica en el sexto
semestre.

La ensefianza de la graficacion en el ambito escolar

En la practica educativa existen diversos problemas referentes a la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas, como es el caso del concepto de funcion, pues dicho concepto es uno de los méas
dificiles de aprender y de ensefiar (Dubinsky y Harel, 1992 (citado en Farfan et al. (2001)).
Muchos investigadores se han encargado de hacer propuestas respecto de este concepto en el
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ambito escolar, entre ellos cabe mencionar a Farfan et al. (2001), en su cuaderno didactico Un
Acercamiento Grafico a la Resolucidn de Desigualdades, quienes hacen estudios para mejorar la
ensefianza de la matematica en el nivel medio superior, trabajando principalmente con dos temas
el de resolucidn de desigualdades y el uso de la calculadora dado que son temas que presentan
dificultades al momento de ensefiar, por lo que proponen estrategias para abordar esos temas,
partiendo del contexto grafico al contexto algebraico con el fin de apoyarse en argumentaciones o
construcciones de graficas, sin dejar de lado el contexto numérico (usando calculadora), dejando
claro que la estrategia propuesta para la resolucion de desigualdades es mediante el uso de un
universo de formas gréficas.

A diferencia de Farfan et al. (2001)) quienes hacen estudios acerca del comportamiento de
funciones, en Cantoral y Montiel (2001) se realizan estudios acerca del método de operaciones
(suma, multiplicacion y division), de forma grafica presentando una serie de disefios educativos y
secuencias didacticas con las que se pretende, que tanto profesores como alumnos, profundicen
su propio proceso de comprension y entendimiento de los conceptos y procesos matematicos
relativos a funciones, dado que ellos creen que esta propuesta contribuird a desarrollar entre los
profesores sus propias practicas de ensefianza utilizando las ideas de visualizacion.

A manera de conclusion de nuestros antecedentes, respecto del aspecto cognitivo observamos que
el uso de representaciones graficas ayudd a los estudiantes a identificar la relacion entre las
funciones algebraicas y trigonomeétricas cuando son transformadas, al considerar
desplazamientos, asi mismo, muestra también que el hecho de partir del contexto gréfico al
contexto algebraico propicia en los estudiantes una mayor comprension y claridad del tema. Otro
resultado fue, que los estudiantes para graficar una funcién lineal la mayoria se apoyo en la
tabulacion, cuando se sabe que es suficiente con ubicar s6lo dos puntos, por ultimo, un resultado
que llama mucho la atencién es que algunos estudiantes mencionaron que durante su formacién
escolar no habian trabajado con graficacion de funciones.

Respecto del aspecto didactico se encontrd que la graficacion esta presente desde la educacion
basica (primaria y secundaria), donde en la primaria se manifiesta con la reproduccién y
comparacion de trayectorias, reproduccion de figuras, la ubicacion y desplazamiento, analisis de
informacién y la distribucion de puntos, mientras que en la secundaria se manifiesta con la
ubicacion y desplazamiento, analisis de informacion, distribucion de puntos y la asociacion
curva-expresion algebraica.

Por otra parte la graficacion en el nivel medio superior empieza por la ubicacion de puntos en el
plano cartesiano y que ademas se presenta por primera vez mediante la ubicacion de puntos en el
plano para realizar un bosquejo de la grafica de una funcion, para dar lugar al comportamiento
geométrico con el fin de identificar la relacion existente entre una ecuacion y su forma grafica,
posteriormente se presenta el analisis de la curva con el proposito de identificar las variaciones
(crecimiento, decrecimiento, concavidades, maximos, minimos y puntos de inflexion) que
presenta la curva en intervalos definidos de ella y por ultimo el calculo de area y volumen. Estos
cinco usos siguen una secuenciacion del célculo, sin embargo en el uUltimo semestre de
bachillerato se identificd el uso del analisis de informacién el cual esta separado de los demas
usos.

[ s e .
Memoria de la XIV Escuela de Invierno en Matematica Educativa, 2011 256



5. Pensamiento y lenguaje variacional

También encontramos que por distintos medios se busca mejorar el proceso de ensefianza de la
matematica en el nivel medio superior, particularmente el tema de funciones, trabajando
principalmente con los contextos grafico, algebraico y numérico.

En este trabajo de investigacion, estamos interesados en atender el proceso de graficacion de
funciones polinomiales particularmente las de primer y segundo grado en el nivel medio superior.
Esto debido a la experiencia como estudiante en la Licenciatura de Matematicas, el tema de
graficacion de funciones, fue uno de los temas que me parecié complicado de aprender, al igual
gue mis compafieros, también durante mi practica docente imparti clases en una Preparatoria,
observé que la mayoria de mis alumnos presentaron dificultades al trabajar con el tema
mencionado, con base en lo anterior se decidié trabajar con el tema de graficacion de funciones
polinomiales.

Las dificultades mas comunes que presentan los estudiantes al momento de graficar son los
siguientes:

= Dificultades relacionadas con el concepto de dominio de una funcién.

= Dificultades relacionadas con el concepto de contradominio de una funcion.
= Dificultades para distinguir entre variable independiente y dependiente.

= Dificultades relacionadas con los puntos de corte con los ejes.

= Dificultades con las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

= Dificultades relacionadas con los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Las investigaciones muestran el valor de mejorar la ensefianza de la graficacion de funciones, con
el fin de hacer notar la importancia que poseen los diferentes métodos de graficacion.

De la literatura anterior y en particular de Patifio (2007) quien reporta, que algunos estudiantes
que participaron en su investigacion, mencionaron que durante su formacion escolar no habian
trabajado con graficacion de funciones, lo cual fue mas claro cuando se analizaron los resultados
de las producciones graficas de los estudiantes, por otro lado, reporta que algunos estudiantes al
unir los puntos identificados en el plano cartesiano, lo realizaron de manera aleatoria, lo cual no
permitio realizar graficas coherente, en consecuencia no identifican comportamientos en las
gréficas.

Con base en lo anterior el problema de investigacion se centra en atender dificultades que
presentan algunos estudiantes del nivel medio superior al graficar funciones polinomiales de
primer y segundo grado. Por tal razon nuestro objetivo es realizar una propuesta didactica para
la graficacion de funciones polindmicas de los grados ya mencionados enfocada a estudiantes
del nivel medio superior, asi como su validacion.

La importancia de este trabajo de investigacion radica en que pueda ser considerado
posteriormente en algunos textos para darle tratamiento a la graficacion de funciones
polinomiales de primer y segundo grado.

2. Marco teorico

El marco tedrico que sustentard esta investigacion es la Teoria de Situaciones Didactica, ya que el
propdsito es elaborar una propuesta didactica, y dicha teoria nos proporcionara los elementos
necesarios para su elaboracion, y por otro lado, en la ensefianza del nivel medio superior, se
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considera esta teoria tanto en la elaboracion de planes y programas de estudio asi como en la
elaboracion de los libros de texto.

La Teoria de Situaciones Didacticas fue desarrollada por Guy Brousseau y tuvo su origen en
Francia desde los afios 70°s. Esta teoria fue concebida para el campo particular de la didactica de
la matematica, pero hoy en dia se busca una extension a otros dominios del conocimiento y en
diferentes niveles de escolaridad Alanis et al., 2003.

Con esta teoria se estudian y se modelan fendmenos didacticos que ocurren cuando el profesor se
propone ensefiar cierto conocimiento a sus estudiantes, asi también esta teoria permite disefiar y
explorar un conjunto de secuencias de clases elaboras por el profesor mediante las cuales se
realiza un cierto proyecto de aprendizaje.

La Teoria de Situaciones Didacticas propone el estudio de las condiciones en las cuales se
constituyen los conocimientos matematicos; y se considera que el control de esas condiciones
permitird reproducir y buscar la forma apropiada para los procesos de adquisicion escolar del
conocimiento.

La presencia de un contexto escolar no es esencial en la definicién de una situacion didactica; lo
que si es esencial es su caracter intencional, el haber sido construido con el propdsito explicito
que alguien aprenda algo.

Las situaciones a-didacticas se clasifican en cuatro situaciones las cuales son:

= Situacion de accion es la interaccion entre los alumnos y el medio fisico. Los alumnos
deben tomar las decisiones que hagan falta para organizar su actividad de resolucion del
problema planteado.

= Situacion de formulacion en esta el alumno intercambia informacion con uno 0 mas
estudiantes. Para esto deben de modificar el lenguaje que utilizan habitualmente,
precisandose y adecuandolo a las informaciones que deben comunicar.

= Situacion de validacion el alumno debe de justificar la pertinencia y validez de la
estrategia puesta en marcha para convencer a uno 0 mas alumnos. Ya que no basta la
comprobacion empirica de que lo que dicen es cierto.

= Situacion de institucionalizacion son los procesos que estan bajo la responsabilidad del
profesor, lo cual tiene como objeto cambiar el estatuto de los conocimientos.

3. Metodologia

La metodologia que se utilizara en esta investigacion en la Ingenieria Didéactica, la cual surgio en
la didactica de las matematicas francesas, a principios de los afios ochenta, como una
metodologia para las realizaciones tecnoldgicas de los hallazgos de la teoria de Situaciones
Didactica y de la Transposicion Didactica, (De Faria, 2006).

Segun Douady (1996) (citado en De Faria (2006)), una Ingenieria Didactica es un conjunto de
secuencias de clase disefiadas, organizadas y articuladas coherentemente por un profesor-
ingeniero para lograr el aprendizaje de un cierto conocimiento matematico con un grupo de
alumnos especificos.
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La Ingeniaria Didactica como metodologia de investigacion se caracteriza por un lado como un
esquema experimental basado en las realizaciones didacticas en la clase, es decir sobre la
concepcion, realizacion, observacion y andlisis de secuencias de ensefianza y por el otro lado
como el registro de los estudios de caso y cuya validacion es interna, es decir basada en la
confrontacién entre el analisis a priori y a posteriori.

Son cuatro las fases fundamentales que se distinguen en la elaboracién de una Ingenieria
Didactica.

En el andlisis preliminar se debe de tomar en cuenta el conocimiento matematico que se
desarrolla en la escuela asi también como su origen, esto denomina la componente
epistemoldgica, las concepciones que tienen los alumnos propio de dicho conocimiento, es la
Ilamada componente cognitiva; y por ultimo la ensefianza tradicional y sus efectos, es decir,
cémo se trata el contenido matematico en la escuela, esto es la componente didactica.

En el disefio de la situacion y su analisis a priori, que es el disefio de la situacion didactica y su
analisis a priori, se eligen las variables didacticas que se ponen en juego en el disefio de la
situacion, dichas variables deben ser elegidas de tal manera que permitan controlar los
comportamientos de los estudiantes hacia el conocimiento a tratar. En esta fase se establecen las
hipdtesis de trabajo, es decir qué se espera de la interaccion de los alumnos con la situacion
disefiada, ya que en esta fase se elabora el disefio de la secuencia didactica.

En la experimentacion se lleva a cabo la aplicacion de la situacion a los estudiantes, tratando de
respetar las selecciones y deliberaciones hechas en los analisis a priori. En esta etapa se da el
contacto de investigador/profesor/observador con los estudiantes que son el objeto de estudio de
la investigacion. También se identifican las fases de una situacion a-didactica: la de accion,
formulacion, validacion e institucionalizacion.

En el analisis a posteriori y validacion se basa en las observaciones realizadas en la situacion y
las producciones obtenidas por los estudiantes durante la realizacion de dicha situacion. Estas
observaciones se completan con otros obtenidos mediante la utilizacion de metodologias
externas, como lo son las entrevistas individuales o en equipos, cuestionario, etc., realizadas
durante las sesiones.

En esta fase se confrontan las hipdtesis formuladas en el analisis a priori, con los resultados
obtenidos en el andlisis a posteriori y es asi como se verifica si las hipotesis realizadas
anteriormente se cumplieron o no.

4. A manera de conclusion de este trabajo

Con base a los resultados de las investigaciones se elaborara una propuesta con la cual se espera
que ayude a los estudiantes a mejorar las dificultades que tienen al momento de graficar
funciones polinomiales de primer y segundo grado.

Para el disefio de la propuesta consideraremos en las actividades conceptos relacionados al tema
de graficacion de este tipo de funciones, como: plano coordenado, eje de las abscisas y
ordenadas, cuadrante, par ordenado, ordenada al origen, dominio, conjunto imagen, etc. Asi como
también se considerara el trabajo con etas funciones en los contextos numérico, algebraico y
gréfico.
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