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Resumen: Los Programas de Estudio de estudio vigentes para la Ensefianza de la Matematica en
Costa Rica, proponen el planteamiento de problemas como uno de los cinco procesos matematicos
complementarios a la resolucion de problemas. Asi, en este estudio se presenta en qué consiste este
proceso y en qué momento de la clase podria emplearse. También se expone una herramienta que
permite valorar las producciones de los estudiantes ante este tipo de tareas. Los resultados muestran
el gran valor educativo que presenta la invencion de problemas como actividad matematica dentro
del salén de clase y como la herramienta de valoracién presentada aqui es Gtil para caracterizar los
problemas inventados por los estudiantes y evaluar el grado de profundizacién y apropiacién que
tienen los estudiantes de los conocimientos ensefiados en clases.

Palabras claves: Resolucion de problemas, invencion de problemas, Educacién Matematica

Introduccion

Recientemente se observa un progreso en el desarrollo de enfoques de instruccién que incorporan la
invencion de problemas como una actividad de clase (Brown y Walter, 1990; Silverman, Winograd y
Strohauer, 1992; Skinner, 1991). En este sentido, los programas vigentes para la ensefianza de la
matematica propuestos por el Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica (MEP), proponen este tipo
de actividades como uno de los cinco elementos fundamentales en el proceso de resolucion de problemas.

De hecho, varias habilidades especificas o indicaciones puntuales especificadas en dichos programas,
hacen referencia a que los estudiantes planteen problemas a partir alguna situacion presentada de forma
textual o grafica (ilustracion), o a partir de operaciones aritméticas.

El interés por incorporar este tipo de actividades en clases de matematica no es nuevo, ya que los
estandares sobre el curriculo y evaluacion para las matematicas escolares (NCTM, 1989) y los estandares
profesionales para la ensefianza de la matematica (NCTM, 1991), sugieren un incremento de esta en las
clases de matematica.

De igual forma, algunos distinguidos matematicos e investigadores en educacién matematica
(Freudenthal, 1973; Polya, 1954; Brown y Walter, 1990; Ellerton 1986; NCTM, 2000; Polya 1979),
reconocen la invencién de problemas como actividad importante dentro de la experiencia matematica de
los estudiantes y mencionan el gran valor educativo, a lo largo del tiempo, que tiene el que los estudiantes
de todos los niveles inventen problemas en clase.

Sin embargo, se ha prestado poca atencidén a como valorar las producciones de los estudiantes ante este
tipo de tareas (Silver & Cai, 2005). Al respecto, se pueden citar los estudios de Leung & Silver (1997),
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Ellerton (1988), Cézares (2000) y Espinoza (2011), que muestran algunas herramientas y estrategias
generales que se pueden emplear para estudiar la complejidad y caracteristicas de las producciones de
los estudiantes ante este tipo de tareas.

De esta forma, se presenta una herramienta que permite valorar las producciones de los estudiantes ante
tareas de invencion aritméticos verbales y que ha sido empleada en Espinoza (2011) para caracterizar
estudiantes con talento matematico.

A continuacion se exponen algunas ideas relacionadas con el proceso de invencion de problemas, las
variables de estudio de los problemas aritméticos y algunos estudios previos referentes al problema de
investigacion aqui presentado. Esto servird de base tedrica para sustentar la herramienta de evaluacion
empleada y de la cual se presenta un ejemplo practico de su uso.

1. Invencion de problemas matematicos

Desde hace varias décadas se da un mayor énfasis a la resolucion de problemas como una actividad
central de la matematica escolar (NCTM, 1980, 1989) y es tal que en todas las clases de matematica
de cualquier pais se puede observar a los estudiantes resolver problemas matematicos (Silver, 1994).
A partir de ahi surgen diversas lineas de investigacion en resolucion de problemas, entre las cuales, la
invencion de problemas matematicos es una de ellas (Castro, 2008). Pero ;jen qué consiste este
proceso? ¢ Cuales son las interpretaciones que se le han dado?

El término invencién de problemas, también conocida en la literatura en inglés como “problem
posing” (Brown y Walter, 1993; Kilpatrick, 1987; Silver, 1994; English, 1997), es usada para referirse
tanto a la formulacién de nuevos problemas, como a la reformulaciones de situaciones dadas (Silver,
1994; English, 1997; Silver y Cai, 1996).

En este sentido los estudiantes pueden inventar problemas durante la solucion de un problema
complejo (Silver, Mamona-Down, Leung y Kenny, 1996) o al realizar algunos cambios al mismo. Por
ejemplo, podrian reformular el problema y personalizarlo (Silver, 1994), cambiando el tipo de nimero
o simplificando la situacion a un caso particular, con el objetivo de facilitar la solucién del mismo. Al
respecto, en el trabajo de Polya (1979), aparece esta componente al cuestionar ;,como podemos
plantear el problema de manera diferente?, ;cémo variar el problema descartando parte de la
condicion?

Este proceso también puede ocurrir antes de resolver un problema, cuando lo que se persigue no es la
solucidn, sino la creacion de uno a partir de una situacion o experiencia (Silver, 1994). Un ejemplo de
este tipo particular de invencién de problemas fue realizado por Céazares (2000), quien presentd a 14
estudiantes de primaria varias tarjetas con diferentes ilustraciones de situaciones relacionadas con el
contexto del estudiante, de las cuales debian escoger algunas y plantear varios problemas
matematicos.

Por ultimo, se podria emplear después de la solucion de un problema, en el cual se modifica el
objetivo, meta o condicién con el fin de generar nuevas situaciones (Silver, 1994). Al respecto se
puede mencionar el estudio de Brown y Walter (1993) y su estrategia “; What if not?”, la cual consiste
en cambiar las condiciones y restricciones de una determinada situacion para plantear nuevos e
interesantes problemas.

Por otra parte, Stoyanova (1998), identifica tres categorias de experiencia de planteamiento de
problemas que permiten estudiar el conocimiento y habilidades matematicas de los estudiantes para
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generar y resolver problemas matematicos: situacion libre, situacion semi-estructurada y situacion de
planteamiento de problemas estructurada. En la primera los estudiantes plantean problemas sin
ninguna restriccion, en la segunda y tercer actividad los estudiantes trabajan con base en alguna
situacidn, experiencia o informacion cuantitativa. Lo que cambia en estos dos ultimos tipos es el nivel
de estructuracion de la tarea propuesta.

Por ultimo, es importante mencionar que al hecho de inventar problemas se le ha dado distintas
denominaciones por diferentes autores. Asi se le ha designado como generacion de problemas o
reformulacion de problemas dados (Silver, 1994), formulacion de problemas (Kilpatrick, 1987) y
planteamiento de problemas (Brown y Walter, 1990). A nuestro parecer, estas denominaciones hacen
referencia al mismo hecho, inventar problemas, por lo que utilizaremos con mas frecuencia la
expresion invencion de problemas.

También, se puede decir que la invencion de problemas es un proceso matematico que tiene lugar,
bien, durante la resolucién de un problema matematico, luego de resolver un problema o cuando el
sujeto se enfrenta ante una situacién conocida previamente, para la cual no hay una formulacion
matematica.

. Una estrategia para valorar las producciones de los estudiantes ante tareas de invencion de
problemas aritméticos

Dado que en este trabajo se centra en presentar una herramienta para valorar las producciones de los
estudiantes ante tareas de invencidn de problemas matematicos aritméticos, es que consideramos
pertinente estudiar la nocién de problema matematico y aritmético que consideraremos en nuestro
estudio; asi como algunas variables de estudio de los problemas aritméticos. Esto con el fin de definir
las categorias y el esquema empleado para valorar las producciones de los estudiantes.

Con respecto a la nocion de problema aritmético, se adopt6 la nocion propuesta por Castro (1991),
quien sefiala cinco componentes que debe incluir una situacién para ser considerada un problema
matematico: una proposicion (enunciado oral o escrito); unos datos conocidos; una intencion
(movilizar una 0 mas personas para que lo resuelvan); una meta (llegar a un resultado) y un proceso
(modo de actuacién para alcanzar el resultado).

Con respecto a la nocion de problema aritmético, se asume la definicion propuesta por Puig y Cerdan
(1988), quienes consideran que es aquel enunciado verbal o escrito en el cual la informacion
proporcionada es de caracter cuantitativo, pues los datos suelen ser cantidades definidas generalmente
de forma numérica. La condicidn implicada en el enunciado expresa relaciones cuantitativas entre los
datos y la pregunta se refiere al calculo de una o varias cantidades o relaciones entre cantidades.

Una vez presentada la nocion de problema matematico y aritmético adoptada, se presenta a
continuaciones algunas variables que son de interés particular en el estudio de los problemas
aritméticos verbales.

2.1 Variables de estudio en los problemas aritméticos verbales

Algunas investigaciones ponen de manifiesto variables de estudio que son de interés en los problemas
aritméticos. Al respecto, Puig y Cerdan (1988) destacan las variables sintacticas que estan
relacionadas con el orden y relaciones de las palabras y simbolos que contiene el enunciado del
problema, como son la longitud del enunciado, complejidad gramatical, presentacion de los datos,
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ubicacion de la pregunta, relacion del orden en el que aparecen los datos en el problema y la secuencia
operatoria para resolverlo, etc.

Castro (1995), menciona otra variable que denomina proposiciones interrogativas. Una proposicion
es interrogativa cuando pregunta o interroga sobre el valor numérico de una cantidad y puede hacerse
sobre una asignacion o relacion. En el primer caso se desconoce la cantidad asignada y la pregunta
demanda que se halle ese valor, por ejemplo ¢cuanto tiempo tardé Daniel en darle una vuelta a la
pista? En el segundo caso, la interrogacion se hace sobre la cuantificacion de la comparacion entre
dos cantidades relacionadas, por ejemplo ¢cuéntas veces tiene Maria las canicas que tiene Daniel?

Silver y Cai (2005) agregan un tercer tipo de proposicion interrogativa denominada denominada
condicional, en la cual la pregunta establece una condicion entre dos elementos, por ejemplo ¢Si Maria
recorrio 300 metro méas que Pedro, cuantos metros recorrié Maria? Estos autores asocian esta variable
con la complejidad linguistica de un problema.

Otra variable de interés es la componente semantica (Nesher 1982, citado en Puig y Cerdan, 1988).
Esta se puede clasificar segun su estructura operatoria en aditiva o multiplicativa.

Por ultimo, Castro et al., (1992), sefialan la informacion proporcionada y la secuencia operatoria que
relaciona la informacion con la pregunta como otra variable a considerar. En el primer criterio
destacan la variable relacionada con los datos numéricos en la informacion, la cual puede distinguirse
segun el conjunto y tamafio de los nimeros, la inclusion de datos superfluos, entre otros.

En cuanto a la secuencia operatoria que relaciona la informacién con la pregunta, los autores
mencionan variables como las operaciones necesarias para la obtencién del resultado y el algoritmo
empleado en cada operacion. Castro et al., (1997) hace referencia a esta variable y menciona que si
los céalculos necesarios para resolver un problema aritmético implican sélo adiciones vy
multiplicaciones entonces es un problema de dos procesos.

2.2 Categorias de andlisis para valorar las producciones

De acuerdo con el estudio presentado en la seccion anterior, existen algunos elementos que se pueden
tomar en cuenta al momento de valorar las producciones de los estudiantes cuando inventan problemas
aritméticos. A continuacién se presenta una descripcion de las categorias que proponemos con sus
respectivas variables de estudio.

2.2.1 Estructura sintactica

La primera categoria considerada es la estructura sintactica del problema, la cual se analiz6 con base
en tres variables: longitud del enunciado, tipo de proposicion interrogativa y tipo de nimero empleado.

= Longitud del enunciado: En esta variable se utilizé6 como indicador el nUmero de proposiciones
presentes. Las proposiciones hacen referencia a aquellas expresiones explicitas en el texto del
enunciado que asignan un valor numérico o una cantidad a una variable, o bien, establece una
relacion cuantitativa entre dos variables. Cada una de estas expresiones aportan un dato al
problema; sin embargo, algunas podrian no ser utilizadas en la solucion del mismo por aportar
un dato superfluo. Algunos ejemplos de proposiciones son, “el tren viaja a una velocidad de 348
km/h”, “Pedro corrié 300 metros mas que Roberto” “Maria tiene el doble de caramelos que
Juan”.



IX FESTIVAL INTERNACIONAL DE MATEMATICA
12 al 14 de junio de 2014. Quepos, Puntarenas, Costa Rica

= Tipo de proposicion interrogativa: Esta variable corresponde a la manera en que el estudiante
hace la pregunta del problema que inventd y se estudié de acuerdo con la presencia de
proposiciones de asignacion, condicionales o relacionales. Una proposicion interrogativa de
asignacion podria ser “cuantas personas viajaban en el tren”, una relacional es una declaracion
como ¢cuantas veces tiene Maria las canicas que tiene Daniel? mientras que una condicional es
una declaracion como “Si Maria recorriéo 300 metros mas que Pedro, cuantos metros recorrid
Maria”.

Es importante destacar de acuerdo con Silver y Cai (2005), los problemas con proposiciones
relacionales y condicionales tienden a ser més dificiles de resolver por los estudiantes que
aquellos que contienen sélo proposiciones de asignacion.

= Tipo de nimero empleado: En esta variable de estudia el tipo de nimero presente en el
enunciado, el cual puede ser nimeros naturales y/o nimeros racionales expresados en notacién
decimal y/o fraccionaria. De igual forma se estudia el uso de méas de un tipo de nimero en los
problemas propuestos por los estudiantes.

2.2.2 Estructura matematica

La segunda categoria considerada corresponde a la estructura matematica del problema, la cual sera
estudiada con base en cuatro variables: tipo de estructura operatoria y nimero de etapas, cantidad de
procesos de calculo distintos implicados en la solucién del problema, cantidad de pasos distintos para
resolver el problema.

= Tipo de estructura operatoria: Esta variable se puede clasificar de acuerdo a la estructura aditiva
y/o multiplicativa y al nimero de etapas del problema. Asi los problemas puede clasificaron en:
aditivos de una etapa, multiplicativo de una etapa, aditivos de mas de una etapa, multiplicativo
de mas de una etapa o problemas mixtos.

= Tipo de operacion y cantidad de procesos de calculo distintos implicados en la solucion del
problema: Cémo parte del analisis matematico, se toma en cuenta las operaciones necesarias
para resolver el problema, asi como determinar la cantidad de procesos distintos de calculo
requeridos para resolver el problema. En este sentido, si los calculos necesarios para resolverlo
implican s6lo operaciones aditivas y multiplicativas, entonces consideramos que se trata de un
problema de dos procesos (Castro et al., 1997).

= Cantidad de pasos distintos para resolver el problema: Esta variable corresponde a la cantidad
de pasos distintos para resolver el problema y consideramos que dos pasos son iguales si éstos
conllevan el mismo procedimiento de célculo.

Esta variable fue considerada porque cada paso distinto necesario para resolver el problema
implica una relacion semantica y un problema que contiene tres relaciones semanticas (iguales
o distintas) puede ser mas rico que otro con dos relaciones semanticas (iguales o distintas).
Ademas, la cantidad de pasos puede condicionar la extension en la resolucion del problema.

2.2.3 Estructura seméntica

Por ultimo, los problemas pueden ser valorados de acuerdo a su estructura semantica. En este caso,
un problema de estructura aditiva puede clasificarse como de combinacion, cambio, comparacion y/o
igualacion (Puig & Cerdan, 1988). De igual forma los problemas de estructura multiplicativa se
pueden clasificar en isomorfismo de medida, comparacion multiplicativa y producto de medidas.
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En esta categoria también se estudia la cantidad de relaciones seméanticas distintas presentes en el
enunciado, de manera que si un problema involucra las siguientes relaciones semanticas:
combinacion, isomorfismo de medida y combinacién; entonces se considera un problema con dos
relaciones semanticas distintas.

Una vez presentado la concepcion de problemas aritmético concebido en este estudio, asi como un
estudio de los problemas aritméticos y las categorias de analisis, se procede a describir el esquema
empleado para valorar las producciones de los estudiantes ante tareas de invencion de problemas
aritméticos verbales.

2.3 Esquema para valorar las producciones de los estudiantes

En primera instancia se deben catalogar las producciones de los estudiantes en
matematicas/aritméticas o no. Luego, los problemas matematicos/aritméticos se clasifican en no
resolubles o resolubles. Los primeros pueden no ser resolubles ya sea por ser incompletos (Puig &
Cerdéan, 1988) o porque presentan alguna incompatibilidad matematica de tipo numérica o conceptual
(Espinoza, 2011). A los problemas matematicos resolubles y no resolubles clasificados como
incompletos o que presentan incompatibilidad matematica de tipo numérica se les puede aplicar el
analisis de la estructura sintactica, semantica y matematica explicado anteriormente. Mientras que los
problemas matematicos que presentan incompatibilidad matematica de tipo conceptual pueden ser
analizados s6lo desde su estructura sintactica, pues no era posible analizar la estructura semantica y
matematica. Cabe mencionar que es importante analizar las produccciones de los estudiantes que son
no resolubles, ya que algunas de ellas pueden presentar caracteristicas importantes de analizar.

Figura 1. Esquema para valorar las producciones de los estudiantes
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3. Un ejemplo practico del uso de la estrategia

A continuacion se presenta un ejemplo practico que ilustra el uso de las categorias de analisis y el
esquema que se propone en este trabajo para analizar las producciones de los estudiantes ante tareas
de invencion de problemas aritméticos.

Supongamos que se les plantea a los estudiantes la siguiente situacion:
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De acuerdo con la informacién de la siguiente figura, inventa un problema matematico que
te parezca dificil de resolver y que en su resolucién se utilice una o varias de las operaciones
de suma, resta, multiplicacion o division. Si lo consideras necesario puedes agregar mas
datos o informacion.

Figura 1 Imagen presentada en la primera
tarea de invencion de problemas

A partir de esta ilustracion un estudiante inventa el siguiente problema:

“Si _tres chicos giran en torno a una plaza y una vuelta son 80 metros, si el primer nifio
consigue dar 17 vueltas y la siguiente nifia 29 y en total han hecho entre todos 5000 metros
¢ Cuantas vueltas ha dado el 3° nifio?

En primera instancia se clasifica el problema como matematico y aritmético, ya que cumple con las
caracteristicas propuestas por Castro (1991) y Puig & y Cerdan (1988). Luego se analiza si es resoluble
0 no. En este caso, el problema tiene solucidn, por lo que se le aplicara un analisis segln su estructura
sintactica, seméantica y matematica.

En la siguiente tabla se muestra la valoracion del problema de acuerdo con cada variable de estudio.

Tabla 1. Valoracion del problema de acuerdo con las variables de estudio

Cantidad de proposiciones 5 (Subrayadas en el enunciado)
Tipo de nimero Naturales

Tipo de proposicion interrogativa Asignacion

Cantidad de pasos distintos 4

Cantidad de procesos 4+, -,%,:)

Estructura operatoria Mixta

Cantidad de relaciones semanticas 2 (Isomorfismo de medidas y cambio)
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Conclusiones

En primera instancia se considera que la invencion de problemas es una actividad matematica reconocida
por varios autores, quienes destacan su importancia como actividad relevante de clase y parte
significativa de la experiencia matematica de cualquier estudiante. A pesar de ello, existen pocos estudios
que aborden el como valorar las producciones de los estudiantes ante este tipo de tareas, la cual es una
tarea tan importante como elaborar situaciones de planteamiento de problemas.

Quizés esto se deba a la gran laboriosidad que representa construir una herramienta para valorar la
produccion de los estudiantes, pues requiere de un estudio profundo y detallado de las variables que
influyen en la construccion de un determinado problema, el cual depende del contenido matematico
implicado en el mismo. Este trabajo es ain méas complejo si se solicita plantear problemas a través de
una situacion libre de invencion de problemas.

Por otra parte, se concluye que la herramienta presentada en este documento es un instrumento que
permite caracterizar los problemas aritméticos planteados por los estudiantes, asi como la complejidad
de los mismos. Esto podria servir de base para evaluar y valorar el nivel de aprendizaje alcanzado por
los estudiantes luego del proceso de instruccion o también como una herramienta de diagndstico que se
puede emplear antes de iniciar un tema.

De igual forma, podria emplearse en la identificacion de nifios con talento matematico, pues la
herramienta logra establecer diferentes niveles de complejidad en la resolucién del problema planteado;
sin embargo, es necesario un estudio mas profundo sobre la misma que permita garantizar su uso en la
caracterizacion del talento matematico.
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