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Resumen

En este reporte se presentan los avances de investigacion orientados al disefio, experimentacion y
evaluacion de situaciones de aprendizaje, cuyo objetivo es lograr que los estudiantes adquieran el
concepto de parabola y transiten entre su representacién verbal, tabular, gréfica, analitica y funcional. Este
documento contiene el estatus epistemoldgico de la parabola, la propuesta, el objetivo de la investigacion,
la revision literaria, el marco tedrico que sustenta nuestro trabajo, la metodologia y resultados parciales.
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1. INTRODUCCION

Las investigaciones realizadas en los ultimos afios acerca del aprendizaje de un concepto son
relativamente frecuentes en la educacion matematica. Los resultados de estas investigaciones,
aunada a nuestra experiencia como profesores, nos permiten afirmar que los estudiantes
confrontan muchas dificultades al adquirir un concepto, ampliar su extensién construyendo
nuevos elementos y transitar entre sus diferentes representaciones.

Creemos que estas deficiencias estan directamente relacionadas con la planeacion y la practica
del proceso de ensefianza, que no tiene en cuenta los procesos de formacion y desarrollo de un
concepto, y por tal motivo, consideramos que el aporte principal de nuestra propuesta, en el
ambito escolar, es contribuir en el fortalecimiento de estos procesos didacticos. Partimos del
hecho de que un concepto, en el contexto escolar, provoca fendmenos didacticos que obstaculizan
su aprendizaje y consideramos que esto se debe a que los estudiantes e incluso algunos
profesores, presentan inconsistencias al construirlo y representarlo.

En nuestro intento de superar estas inconsistencias, es que se disefian situaciones de aprendizaje
gue van desde la construccion del concepto, su definicion, la ampliacién de su extension y su
transformacion.

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En la ensefianza de la matematica, la formacion de conceptos y su representacion representan
gran parte de los contenidos curriculares. Las investigaciones realizadas en esta direccion por
Dolores (1996), Font (2001), Cabezon (2003), entre otros, son el resultado de varias propuestas
para fortalecer los procesos didacticos en la ensefianza de la matematica. En ellas se manifiesta la
preocupacion por generar herramientas que soslayen las dificultades que presentan los estudiantes
para formar un concepto, definirlo o transitar entre su representaciones.

La matematica que se imparte en el bachillerato o matematica elemental, sirve como transicion
para la matematica superior (Dolores, 1996). Nuestra experiencia como profesora en los niveles
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medio y superior nos permite reconocer la necesidad de robustecer los métodos de ensefianza de
la matematica elemental para minimizar la problematica que se presenta en la matematica
superior.

La Geometria Analitica (GA), es una de las ramas de la matematica elemental y uno de los
objetivos fundamentales del curso, es la transicion entre las diferentes representaciones de las
conicas (SEP, 2009-11). Particularmente nos interesan los problemas relacionados con la
formacion y desarrollo del concepto de pardbola y su representacion funcional, ya que
generalmente se analizan como si fueran dos objetos matematicos diferentes, cuando
simplemente son dos representaciones de un mismo objeto o bien, es la conversion de la pardbola
(objeto) en su representacion funcional (Duval, 1993). Consecuentemente, el problema de
investigacion que nos planteamos es el siguiente: ¢Qué papel juegan las transiciones entre las
diferentes representaciones de un objeto en la formacion y desarrollo del concepto de parabola?

Ahora bien, la naturaleza del problema de investigacion y el desarrollo alcanzado por la didactica
nos sugiere la creacion de una secuencia didactica, que sirva como herramienta para que los
estudiantes logren vencer las dificultades en los procesos de formacion y desarrollo del concepto
de la parabola.

Las caracteristicas de este concepto, hacen que elijamos la via genética® porque describe de una
manera muy sencilla el proceso de formacion de una parabola, como el movimiento en un plano
de un punto P, que mantiene iguales sus distancias a un punto F y a una recta r fijos.

La simplicidad de este proceso y su caracter esencialmente geométrico permiten:

e Laimplementacién computacional para facilitar el proceso de visualizacion

e La participacion directa de cada estudiante en el proceso de formacion de la parabola.

e La rapida construccién de representaciones geométricas de muchos objetos, tantos como
lo deseen, de la extension del concepto de parabola.

Para llevar a cabo este proceso nos planteamos el siguiente objetivo:

Comprobar si la puesta en escena del disefio de las actividades propuestas en este documento,
permite que los estudiantes logren formar el concepto de parabola y transitar entre sus diferentes
representaciones.

Para dar solucion al problema de investigacion y dar cumplimiento al objetivo planteado, se
realizaran actividades donde los estudiantes construyan y grafiquen la pardbola para que
identifiquen las caracteristicas invariantes propias de la curva y sean capaces de representarlas en
sus diferentes formas.

Aunado a lo anterior, utilizaremos tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC’s),
especificamente Cabri-Géometre 11 (1995), ya que el uso de este programa hace dindmico lo que
sin ellos es estatico. Ademas se considera que los mediadores son idoneos para la visualizacion,
el desarrollo y evolucién de los estudiantes que participan en las actividades propuestas para
adquirir los conceptos de la GA.

! por via genética entendemos el proceso de formacién, y definicién, de un concepto mediante un procedimiento de formacién
(...) propio y exclusivo del objeto dado. ( Gorki y otros, s.f. p.72)
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Por otro lado, una vez que se analicen los resultados de la propuesta didactica estaremos en
posicion de determinar si nuestra hipdtesis se cumple:

La transicion entre las representaciones y la visualizacion, son parte integrante de los
procesos de formacion y desarrollo del concepto de parabola.

3. ESTADO DEL ARTE

Para poder establecer las causas que dieron sentido y significado a la parabola, como se aborda el
tema a través del tiempo y cudles son las tendencias de su tratamiento en el momento de realizar
nuestra propuesta, se han realizado las siguientes tareas de investigacion: revision de libros
historicos y de texto, tesis de maestria y doctorales, articulos cientificos, paginas electronicas,
construcciones que dieron origen a la parabola, programas oficiales que atienden particularmente
la ensefianza de la GA y tendencias en la ensefianza de la parabola, las cuales se describen a
continuacion.

3.1 LAEVOLUCION DE LA PARABOLA

Los primeros vestigios que tenemos sobre la existencia de la parabola datan del siglo VI a. C.
Fueron los pitagdricos quienes por primera vez la mencionaron. Sin embargo, no se referian al
concepto que ahora utilizamos; ellos describian la parabolé como "yuxtaponer a un segmento
dado, segun un angulo dado, un paralelogramo que sea igual (en area) a un tridangulo dado". Lo
que para nosotros, actualmente, equivale a resolver ay = S (De Guzman, 1986).

Es a Menaechmus (380-320 a. C.) a quien se le atribuye el descubrimiento de las conicas tal
como las construimos en la actualidad, la seccién resultante de cortar un cono recto con un
plano paralelo a su generatriz que es una variante de la via genética (Tapia, 2002).

Sin embargo, no es hasta el siglo Il a. C. que el matemaético griego Apolonio de Perga genera el
cono circular oblicuo de dos hojas. Es el primero en estudiar las curvas conicas y encontrar la
propiedad plana que las definia (otra variante de la via genética). Introduce, con instrumentos
puramente sintéticos, nociones tales como normal a una curva, evoluta, centro de curvatura, etc. y
logra obtener estos elementos para las conicas de la manera mas rigurosa (Tapia, 2002).

El estudio de la Geometria Analitica utilizando herramientas del &lgebra y encontrando
representaciones analiticas de sus objetos, fue presentado por Rene Descartes en su libro llamado
Géometrie que se publico en el afio de 1637 (Smith y Lathman, 1954). En esta obra se determinan
representaciones analiticas de diferentes curvas con representaciones geomeétricas conocidas. La
mayoria de los matematicos de los siglos XV1 al XVIII, contribuyeron al desarrollo de esta nueva
teoria, que en la actualidad, se fundamenta en la utilizacion de diferentes sistemas de coordenadas
(Anfossi, 1958).

Es importante destacar que los planes y programas de estudio del nivel medio superior (SEP,
2009-11), centran su atencién, precisamente, en el desarrollo de la parabola desde el punto de
vista de la GA, haciendo a un lado los conocimientos obtenidos por la via genética. En nuestra
propuesta retomamos la Geometria Sintética (GS), como lo hicieron los gedbmetras griegos, para
que los estudiantes de bachillerato participen en el proceso de formacion del concepto de
parabola utilizando la via genética, ya que consideramos que esta es la via mas adecuada para
este propdsito en este nivel de educacion, y que facilita el posterior estudio cartesiano como lo
presenta Descartes (Smith y Lathman, 1954).

MEMORIA DE LA XV ESCUELA DE INVIERNO EN MATEMATICA EDUCATIVA, 2012 399



9. Tecnologias para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas

3.2 REVISION LITERARIA

Para la revision literaria hemos seleccionado algunos libros de texto que comdnmente se utilizan
en los cursos de GA (Goodman, 1980; Zill, 1987; Lehmann; 1990; Fuller y Tarwater 1995;
Ldopez, Regueiro, Santa, y Jinich, 1997; De Oteyza, Lam, Hernandez, Carrillo, y Ramirez, 2001;
Fuenlabrada, 2007; Mata, 2010; Cuellar, 2010). La revision que hacemos de ellos esta enfocada,
especificamente, en la forma en que los autores abordan el tema relacionado con la parabola con
vertice en el origen y eje de simetria y, para poder determinar las implicaciones didacticas
relacionadas con la formacidn del concepto de parabola y sus diferentes representaciones.

En esta revision, hemos encontrado que en la mayoria de los textos se define la parabola como la
curva que se forma cortando un cono con un plano inclinado, que no contiene al vértice y es
paralelo a una y solo una generatriz? y como el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
un punto (foco) y una recta (directriz) fijos. Del mismo modo, se muestran los cortes del cono, se
definen los elementos de la parébola, se obtienen la ecuacion a partir de sus elementos, y los
elementos a partir de su ecuacién, se mencionan las propiedades que se utilizan para definirlas
como lugar geométrico. Ademas, hacen referencia a las aplicaciones que se destacan en los
trabajos de Apolonio, Arquimedes, Kepler, Galileo, Descartes o Newton y relacionan la parabola
con la ecuacion de segundo grado en las variables x e y. Sin embargo, las actividades no estan
disefiadas para que sea el alumno quien las descubra, que es el propdsito de nuestro proyecto
doctoral.

3.3 INVESTIGACIONES PREVIAS

La propuesta de Luna (1997) consiste en disefiar modelos matematicos o fisico-matematicos que
permitan analizar situaciones reales, obtener y registrar los efectos que se generan. La idea
fundamental de estas practicas es vincular la parte tedrica con la préctica, de manera tal, que esta
relacién se dé de manera natural. La experiencia del maestro indica que el solo hecho de cambiar
de lugar fisico, hace que el alumno cambie su actitud y por tal motivo su vision.

Fernandez (2003) presenta basicamente los contenidos tradicionales de las conicas, difiere con
los materiales que revisamos en la forma de construirlas, presenta inicialmente la definicion,
ecuacion y la grafica de la parabola, pero luego inicia el proceso de construccion de la conica con
ayuda del Cabri-Géometre.

Otro articulo importante es el que presenta Font (2001), ya que se refiere a la importancia de las
traducciones entre diferentes representaciones, basicamente hace reflexiones sobre cuatro
representaciones: verbal, grafica, tabular y analitica. En el caso de la parabola, se busca la mejor
forma de obtener una expresion simbdlica a partir de su grafica.

Abreu (2001), Diaz (2001) y Cabezon (2003) entre otros muchos, disefian diferentes actividades
para que los estudiantes trabajen con Geometria Dindmica (GD) en la solucion de problemas de
diferentes tipos relativos a la pardbola. Las actividades estan disefiadas siguiendo la forma
tradicional que presentan los libros de texto, se realizan construcciones, se dan definiciones, se
determina la ecuacion y las propiedades de la curva, se definen, ademas, objetos relacionados con
la parabola, Todo ello en el marco de la GD, lo cual representa una herramienta idonea para
disminuir el tiempo de estudio de este concepto.

2 Aplicase a la linea o a la figura que al moverse engendra respectivamente una figura o un sélido geométrico... (Pinto, 1995, p.
301).
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En el reporte que presentan Ibarra y Fernandez (2007), se describen el disefio, la experimentacion
y la evaluacion de una situacion didactica para la ensefianza de la funcion cuadratica en el
bachillerato. Afirman que la participacion en la actividad permitié a los alumnos la identificacion
de la parédbola en los diferentes registros de representacion y que los resultados obtenidos,
brindan la posibilidad de continuar con este tipo de actividades donde se debe profundizar sobre
lo que se ha hecho y lo que se puede hacer, retomando diferentes contenidos matematicos en el
bachillerato.

En el trabajo que nos precede (Gaspar De Alba, 2007), presentamos una serie de actividades cuyo
proposito fue analizar los efectos que produce en el alumno, el aprendizaje de las conicas a través
del uso de la tecnologia en el contexto geométrico, con una implementacion fundamentada en
diversas representaciones. En el proceso de investigacion se introdujeron en la practica educativa
una serie de actividades para lograr que el alumno interactuara con su entorno y construyera el
conocimiento en base a su propia experiencia. Los alumnos definieron las conicas, reprodujeron
cortes en conos e identificaron las curvas.

En el trabajo de Rojas, Londofio, Cafiate, Abuabara y Pacheco (2009), se muestran los resultados
de una investigacion sobre la importancia del uso de la tecnologia en los diferentes sistemas de
representacion de la parabola. Disefian, aplican y analizan actividades que promueven la
articulacion del sistema algebraico al grafico y viceversa.

Alvarez (2010), presenta los resultados de una investigacion cuyo propésito es el de explorar la
construccién de la parabola a partir de ciertos elementos y revisar las propiedades de sus
tangentes.

De la Rosa (s. f.), realiza una propuesta didactica para abordar la parabola utilizando mediadores
informaticos. Durante el desarrollo de las actividades, los alumnos llegan a comprender el
concepto de la pardbola y un manejo adecuado del programa de GD.

En general, en todos los materiales que se han revisado, se define la parabola, se determina su
ecuacion a partir de la definicion, se determina el lugar geométrico que corresponde a la
ecuacion. Observamos el transito entre las representaciones grafica y analitica, en algunos casos
la tabular y la verbal, pero en ningin caso la funcional, sin embargo, en ninguno de los
documentos consultados se describe un proceso de formacién de este concepto, y mucho menos
estan dirigidos a que los estudiantes participen en este proceso.

4. EL MARCO TEORICO

4.1 REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA

Las investigaciones que se han realizado en los Ultimos afios en el campo de la matemaética
educativa, en relacion a los registros de representacion semiética, confirman que el aprendizaje
de las matematicas se enriquece cuando se incorporan actividades didacticas en la ensefianza, que
favorecen la utilizacién y articulacion de diferentes representaciones (Duval, 1993, 1999, 2006).

Segun Duval (1993), para que un sistema semidtico sea un registro de representacion, debe
permitir las tres actividades cognitivas ligadas a la semiosis (significante): formacion, tratamiento
y conversion. Duval (1999) afirma que el conocimiento conceptual es como el invariante de
maultiples representaciones semioticas y para que este se dé, es necesario que el alumno sea capaz
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de interactuar entre diferentes registros de representacion y delimite esas representaciones
semioticas como producciones constituidas por el empleo de signos (lenguaje, escritura, algebra,
gréficas, tablas, entre otros).

Los objetos de la extension de muchos conceptos matematicos se aprenden mediante la
construccion de un registro de representacion o de colecciones de registros de representaciones
equivalentes; los registros de representaciones geomeétricas, como es el caso de la parabola, estan
entre los que mas contribuyen a su visualizacion. En nuestro trabajo hemos elegido la via
genética, mediante la utilizacion de diferentes registros de representacion y la transformacién de
una representacion a otra, para que los estudiantes participen en los procesos de formacion y
desarrollo del concepto de parabola.

Los registros de representacion que utilizaremos son: verbal, gréafico, algebraico, tabular y
funcional. Consideramos que la seleccidén adecuada del registro de representacion, sera suficiente
para permitir la comprension del contenido conceptual representado. Por todo lo antes sefialado,
el disefio de herramientas didacticas para que los estudiantes participen en el proceso de
formacion del concepto de pardbola, se comienza utilizando representaciones geomeétricas, se
hace posteriormente el paso a representaciones en un plano cartesiano y finalmente a
representaciones funcionales.

4.2 PROPUESTA DIDACTICA

Nuestra propuesta se basa en la necesidad de disefiar actividades, hojas de trabajo, orientaciones

y actividades grupales, para que los estudiantes participen en los procesos de formacién y
desarrollo del concepto de parébola (aprendizaje activo) y actividades grupales para propiciar que
los estudiantes medien en el aprendizaje de otros estudiantes (aprendizaje mediado). El eje sobre
el cual giran las actividades planteadas, es la busqueda de comportamientos matematicos y
cognitivos en el quehacer de los estudiantes que propicien la formacion de un concepto, haciendo
que el tratamiento y pasaje entre registros de representacion sean productivos para la ensefianza y
aprendizaje del concepto de la Parabola.

4.3 PROCESO DE FORMACION DE UN CONCEPTO

La formacion de un concepto es un proceso complejo que puede seguir diferentes vias:
inductiva, deductiva, mediante la modelacion, a partir de un conjunto de conceptos, genética,
entre otros. La complejidad del proceso se debe a que esta formado por subprocesos mas simples,
como por ejemplo, subprocesos de comparacion, andlisis, abstraccion, sintesis, generalizacion y
restriccion (Mederos y Martinez, 2005). EI conjunto de subprocesos que intervienen en el proceso
de formacion puede variar segun la via que se utilice. Si se utiliza la via inductiva, el subproceso
de generalizacion juega un papel fundamental y el de restriccion no aparece. En el caso de la via
deductiva el papel fundamental lo asume el subproceso de restriccion. En nuestro trabajo se
utiliza la via genética para realizar el proceso de formacion del concepto de parabola.

Muchos de los conceptos de la GA se forman mediante un proceso genético que describe el
procedimiento de formacién o de origen, de los elementos de su extension, el cual es propio y
exclusivo de dichos objetos. La diferencia especifica en este tipo de definicion esta constituida
por este procedimiento, es decir, por el procedimiento que describe el proceso de formacion u
origen de los objetos de la extension.
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4.4 PROCESO DE DESARROLLO DE UN CONCEPTO

El desarrollo de un concepto matematico es un proceso complejo que se logra realizando, varios

subprocesos, entre otros: el de ampliacion de la extension de los elementos conocidos de la
extension del concepto, el de determinacion de nuevas propiedades de los elementos de la
extension, el de determinacion de diferentes registros de representacion de elementos de la
extension y de paso de una representacion a otra, un proceso de relacién e integracion con otros
conceptos. Por esta razon, un concepto lo consideraremos, en determinados momentos, como una
terna (E, C, R), donde por E se indica su extension, por C el contenido y por R se indicaran los
distintos tipos de representacion de los objetos de la extensién (Mederos y Martinez, 2005).

4.5 MEDIADORES INFORMATICOS

Para que los estudiantes participen en los procesos de formacion y desarrollo de un concepto, en
particular del concepto de parabola, es necesario que construyan objetos de su extension, lo cual
se logra mediante la construccion de diferentes registros de representacion y mediante el paso de
un registro a otro. Investigaciones didacticas han demostrado los efectos que puede tener el uso
adecuado de la tecnologia en este proceso. Parte fundamental de nuestro trabajo de investigacion
es la implementacion de mediadores informaticos como una alternativa didactica para la
visualizacion de la parébola.

Es necesario reconocer la utilidad del Cabri-Géometre 11, ya que permite a los alumnos entrar en
contacto con la GD y la visualizacién de sus propiedades (Cabri-géometre, 1995). La presente
investigacion se desarrolla en el propio contexto de las coOnicas a través de diversas
representaciones. Es precisamente en el contexto gréfico que la implementacion del programa
puede resultar de gran utilidad ya que permite que el alumno, en menos tiempo, reproduzca
cortes, represente figuras y analice el comportamiento de la pardbola.

Podemos concluir afirmando, en base a nuestra propia experiencia, que la mayoria de los
estudiantes de nivel medio superior presentan dificultades de entendimiento de los conceptos
fundamentales de la GS y la GA, no solamente en lo que se refiere a la modalidad euclidiana,
sino también con el area analitica. El desarrollo conceptual de los distintos objetos matematicos
que componen a la GA, determina en gran medida una evolucion cognitiva en las estructuras
matematicas del alumno.

5. LAS HOJAS DE TRABAJO Y LAS ORIENTACIONES

Las actividades para construir nuestra propuesta didactica, estdn orientadas para que los
estudiantes participen activamente en los procesos de formacién y desarrollo del concepto de
pardbola y que medien en el aprendizaje de otros estudiantes.

6. METODO

Hemos dividido la metodologia en tres etapas, que corresponden a las componentes
fundamentales de cualquier sistema didactico: alumnos, profesores y contenidos. Nos referiremos
a estas etapas como: organizacion del conocimiento escolar, disefio de actividades didacticas y
actividades para el aprendizaje activo y mediado de los estudiantes.
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7. RESULTADOS PARCIALES

Primera etapa: Antes de llevar a cabo el estudio de evaluacion, se realiz6 una validacién de las
actividades propuestas para analizar su adecuacion con estudiantes del nivel medio superior. Para
esta etapa de la investigacion se aplicaron las hojas de trabajo a una muestra de 12 estudiantes.
La validacion se completard con una muestra definitiva constituida por estudiantes de
bachillerato durante el semestre agosto-diciembre del 2012. Los participantes seran estudiantes
del tercer semestre de preparatoria y se llevara a cabo, con las actividades definitivas resultantes
del estudio de la validez de contenido. Al finalizar el proceso estaremos en posibilidad de evaluar
nuestra propuesta por métodos estadisticos y determinar si la utilizacion de la los diferentes tipos
de representacion y la visualizacion contribuyen a que los estudiantes formen el concepto de
parabola y transiten entre sus diferentes representaciones.

8. REFLEXIONES

Se ha construido una organizacion del conocimiento escolar coherente con lo expuesto en este
articulo, que consideramos es original. Esta organizacion facilita el disefio de actividades
didacticas, dirigidas a que los estudiantes participen en su propio aprendizaje y medien en el de
sus comparieros.
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