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Resumen

Algebra lineal es un curso reconocido por sus dificultades tanto cognitivas como conceptuales.
Para contribuir a minimizarlas se elaboro y evaluo un diserio instruccional innovador basado en
los modelos emergentes y la modelizacion matemadatica para los conceptos de conjunto generador y
espacio generado a traves de la investigacion de diserio con estudiantes universitarios. Los
resultados sugieren que este tipo de disefnio instruccional favorece la construccion de estos
conceptos matemdticos, por tanto, podria ser utilizado como una alternativa, a la ensenianza
tradicional, para estos y otros conceptos de dalgebra lineal.
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INTRODUCCION

Algebra lineal es dificil para los estudiantes tanto cognitiva como conceptualmente (Dorier y
Sierpinska, 2001) y es por esta razon que se han buscado diversas alternativas para su ensefianza
como incorporar el proceso de modelizacidon matematica en este curso porque resulta ser una
metodologia eficaz y una correa de transmision que proporciona la adquisicion de conocimientos a
la vez que establece el vinculo entre la matematica y la realidad (Gémez y Fortuny, 2002).

Por su parte, Wawro, Rasmussen, Zandieh, Sweeney y Larson (2012) senalan que la teoria de
disefio instruccional de la educacion matematica realista (EMR) podria promover la comprension de
las ideas claves de algebra lineal al concebir la matematica como una actividad humana y ser el
estudiante quien construye su conocimiento desde una situacion experiencial hacia un conocimiento
mas formal por medio de la heuristica de los modelos emergentes de Gravemeijer (1999).

A partir de lo expuesto, surge el interés de disefiar y aplicar un disefio instruccional innovador para
algebra lineal que considere la heuristica de los modelos emergentes y la modelizacién matematica.
Para ello, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ;Qué aporta un disefio
instruccional basado en la heuristica de los modelos emergentes y la modelizacion matematica a la
construccion de conjunto generador y espacio generado? Para responder a esta pregunta se plantea
como objetivo disefiar, implementar y evaluar un disefio instruccional fundamentado en la
heuristica de los modelos emergentes y la modelizacion matematica.

Marco tedrico

El marco tedrico de esta investigacion complementa la heuristica de los modelos emergentes con la
modelizacion matematica porque sustentan el disefio instruccional utilizado en este estudio.

La heuristica para el disefio instruccional de los modelos emergentes se presenta como una
alternativa para los métodos de ensefianza que se centran en la ensefianza de las representaciones ya
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hechas y tiene como objetivo el disefio de actividades de instruccidon que apoyen a los estudiantes a
desarrollar las herramientas matematicas que pueden necesitar mas adelante (Gravemeijer, 2002).

Gravemeijer (2002) sefala que la transicion del modelo de actividad matematica informal al modelo
para el razonamiento matematico formal ocurre con un cambio y evolucion en el pensamiento de
los estudiantes en donde cambian la situaciéon que es experiencial para ellos por un enfoque de
relaciones matematicas Para el progreso desde la actividad matematica informal a un razonamiento
matematico formal Gravemeijer (1999) establece los modelos emergentes que corresponden a
cuatro niveles de actividad: situacional (el conocimiento del problema y las estrategias son
utilizados en el contexto de la situacion misma), referencial (implica modelos, descripciones,
conceptos y procedimientos que se refieren al problema de la actividad situacional), general (se
desarrolla a través de la exploracion, reflexion y generalizacion de lo aparecido en el nivel anterior
pero con un foco matematico sobre las estrategias sin hacer referencia al problema) y formal (se
trabaja con los procedimientos y notaciones convencionales).

La actividad situacional de los modelos emergentes considera una situacion realista que no solo
involucra situaciones del mundo real sino que en general, se refiere a situaciones problematicas que
los estudiantes pueden imaginar (Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014). En particular, en
este estudio se considera una situacion del mundo real y la modelizacion matematica como una
herramienta de ayuda al estudio de las matematicas porque a nivel universitario, de acuerdo a
Alsina (2007), los estudiantes aprenden mejor en contexto, ya sea porque proporciona motivacion e
interés o porque involucra a los estudiantes en la resolucion de problemas del mundo real.

Metodologia

El estudio tiene como principal objetivo evaluar un disefio instruccional basado en la heuristica de
los modelos emergentes y la modelizacion matemadtica para la construccion de los conceptos de
conjunto generador y espacio generado. La metodologia para este estudio es la investigacion de
disefio (Cobb y Gravemeijer, 2008). En la primera fase se elaboré una trayectoria hipotética de
aprendizaje (Simon, 1995). A continuacién, en una universidad espafola se realizaron dos ciclos de
experimentacion de disefio con estudiantes de primer afio en donde participaron 31 del curso 2013-
2014 y 45 del periodo 2014-2015. Los datos recopilados en ambos ciclos de disefio fueron:
protocolos escritos de las actividades de aprendizaje desarrolladas por los estudiantes en grupo,
video y grabaciones en audio y entrevista individuales al finalizar la experimentacion.

El andlisis de datos se inici6 con la organizacidn, anotacion y descripcion de estos. Inicialmente, las
tareas desarrolladas por los estudiantes y las grabaciones fueron analizadas por el equipo de
investigacion desde la perspectiva de la pregunta de investigacion. Posteriormente, los datos
recopilados se analizaron identificando ejemplos en que se manifestaba algun cambio del
razonamiento informal a uno més formal con respecto a los conceptos estudiados. A partir de este
analisis, se cred una historia que reconstruye el proceso de aprendizaje que siguieron los
estudiantes.

En la Tabla 1 se presenta una sintesis de como se manifiesta la heuristica de los modelos
emergentes en las tareas que forman parte del disefio instruccional.
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Tabla 9. Descripcion de las tareas del disefio instruccional y su relacion con los niveles de actividad de

Gravemeijer

Descripcion de tarea

Qué niveles de actividad

manifiestan en la tarea

SC

Tarea 1: Generando contraserias con vectores. Se les
entrega informacion de la importancia de las
contrasefas seguras, las caracteristicas que deben tener
y ejemplos de como crear contrasefias con Excel. A
partir de esto, inventan un generador de contrasefias
seguras utilizando vectores.

Nivel situacional. Los estudiantes
utilizan sus estrategias en conjunto
con sus conocimientos de matematica
y de contrasefias para elaborar un
generador de contrasefias seguras.

Tarea 2: Relacionando el generador de contraserias
con conjunto generador y espacio generado. De
acuerdo con la solucion de su generador de contrasenas
se les pide dos conjuntos: uno que posea todas las
contraseiias numéricas de su generador de contrasefias
y otro que tenga vectores numéricos que al hacer la
combinacion lineal de ellos se obtenga el vector
genérico que genera sus contrasefias numéricas. Luego
que el profesor introduce los conceptos, realizan una
analogia entre estos y su generador de contrasefias.

Nivel referencial. Los estudiantes
haciendo referencia a la solucion
propuesta de su generador de
contrasefas presentan dos conjuntos
con determinadas caracteristicas y
luego, que el profesor define
formalmente los conceptos, enlazan
esta nueva realidad matematica con el
problema real, al hacer una analogia
entre ellos.

Tarea 3 y 4: Explorando propiedades y Aplicando lo
aprendido. Utilizan los conceptos de conjunto
generador y espacio generado para explorar y
profundizar en relacion a ellos usando la notacion
matematica convencional.

Los
aplican
espacio
notacion

Nivel general
estudiantes

y  formal.
exploran y
conjunto  generador y
generado  usando la
matematica convencional.

RESULTADOS

Los resultados del segundo ciclo de experimentacion se presentan a través de la historia del proceso
de aprendizaje que siguieron los estudiantes en relacion a las tareas del disefio instruccional.

Tarea 1: Crear un generador de contraseiias seguras en que se utilice vectores

La primera tarea fue una actividad situacional porque los estudiantes se centraron en el problema de
crear un generador de contrasefias utilizando sus concepciones previas de vectores y de contrasenas.
Los modelos matematicos que propusieron los grupos de estudiantes fueron principalmente dos:
vector genérico o combinaciones lineales (Ver ejemplos en la Tabla 2).

Tabla 2. Ejemplos de modelos matematicos para generar contrasefias presentados por los grupos

Ejemplo vector genérico
P= (x,2x,y,3y,z,4z)

Ejemplo combinacion lineal
vector1:a(3,-3,4)+b(-11,2)+c(0,4,2)

vector2:a(1,2,-3)+b(-4,9,2)+¢(2,0,-7)

Por consiguiente, los estudiantes tuvieron una primera aproximacion con los conceptos de conjunto
generador y espacio generado cuando anotaron dos conjuntos: uno que contenia todos los vectores
que generaban las contrasefias numéricas y otro que poseia los vectores numéricos que permitian
obtener los vectores numéricos para generar contrasefas al hacer la combinacion lineal entre ellos.

Tarea 2: Realizar una analogia entre el generador de contrasefias y los nuevos conceptos
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En esta tarea el razonamiento de los estudiantes se correspondidé con un nivel referencial, pues
utilizaron su experiencia con la resolucion del problema de contrasefias para relacionarla con
conjunto generador y espacio generado a través de una tabla de analogia en que vincularon los dos
conjuntos asociados a su generador de contrasefias con conjunto generador y espacio generado.
Cabe senalar que en todas las tablas de analogia se observé falta de rigurosidad con la notaciéon
matematica, tal como se observa en la Figura 1 con la notacién matematica del conjunto generador.
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Figura 1. Ejemplo de respuesta de la tabla de analogia entre el generador de contrasefias y los conceptos de
conjunto generador y espacio generado

Tarea 3: Explorando propiedades

La tarea 3 fue una actividad general porque los estudiantes aplicaron los conceptos de conjunto
generador y espacio generado sin referirse a la situacion de generar contrasefias y exploraron
propiedades de estos al plantearle preguntas como: ;Cuantos vectores debe tener como minimo un
conjunto para generar a R*? ;Existird un nimero maximo? La mayoria de los estudiantes conjeturd
correctamente al sefialar que el minimo son dos vectores y que no hay un maximo.

Tarea 4: Aplicando lo aprendido

La tarea 4 fue una actividad formal, pues los estudiantes aplicaron los conceptos de conjunto
generador y espacio generado en un contexto puramente matematico. Por ejemplo se les pregunto si
dos vectores determinados pertenecen a un cierto espacio generado y la mayoria de los estudiantes
respondieron y justificaron adecuadamente. Lo anterior, da indicios que los estudiantes progresaron
hacia un razonamiento mas formal de espacio generado porque fueron capaces de trabajar con este
concepto en un problema matematico convencional.

CONCLUSIONES

La principal contribucion de este estudio es una propuesta de ensefianza para conjunto generador y
espacio generado, ya que existen escasas investigaciones de estos conceptos en el campo de la
educacion matematica y ademads, es una metodologia alternativa a la tradicional para algebra lineal
que podria ser implementada para otros conceptos de este curso de acuerdo a los resultados de esta
investigacion.

En este estudio se planted la pregunta sobre qué aporta un disefio instruccional basado en la
modelizaciéon matematica y la heuristica de los modelos emergentes a la construccion de conjunto
generador y espacio generado. A partir del andlisis de datos se observa que las siguientes
caracteristicas del disefio instruccional aportan en la comprension de estos:

* Los estudiantes a través de la creacion de un generador de contrasefias activaron sus
concepciones previas de vectores y combinacion lineal lo que les ayudé a conectar éstas con
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la siguiente tarea que procuraba una primera aproximacion de conjunto generador y espacio
generado.

* La tabla de analogia entre el contexto de generar contrasefias numéricas y los conceptos en
estudio ayuddé a los estudiantes a visualizar estos tanto en un contexto real como
matematico, al mismo tiempo que les ofrecid la posibilidad de diferenciarlos al utilizarlos en
una situacion real.

* Las tareas 3 y 4 permitieron que los estudiantes progresaran hacia un nivel mas formal de
los conceptos en estudio, por ejemplo, al conjeturar acerca de las caracteristicas que deben
tener los conjuntos para generar un cierto espacio generado y a continuacion, aplicar los
conceptos en un contexto convencional matematico.

Finalmente, sefalamos que la heuristica de los modelos emergentes no s6lo orientd el disefio
instruccional, sino que ademas, favorecid el desarrollo cognitivo de los estudiantes, al usar
implicitamente los conceptos de conjunto generador y espacio generado en el contexto de generar
contrasefas para posteriormente, utilizarlo en problemas matematicos convencionales, es decir, les
permitid realizar una transicion desde un modelo de a un modelo para como plantea Gravemeijer
(1999). Lo expuesto da indicios que este disefio instruccional resulté adecuado.
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