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Bésico
Resumen
En este reporte presentamos los resultados de una investigacion, en la que se busco
identificar las dificultades y errores que enfrentan los estudiantes del Nivel Medio Superior,
al resolver tareas de secuencias algebraicas. Se disefid un conjunto de actividades en donde
lo visual jugaba un papel importante para resolver las secuencias algebraicas que se
presentaban a los estudiantes. Para el disefio tomamos en cuenta los aportes realizados por
Radford al caracterizar y analizar el desarrollo del pensamiento algebraico temprano en los
estudiantes y las formas de visualizacién que Duval ha identificado, cuando los estudiantes
analizan figuras. Encontramos que los estudiantes son capaces de explicar los crecimientos
de las secuencias, pero tienen dificultades para expresar estos crecimientos algebraicamente,
cometiendo errores de sintaxis y semantica algebraica.
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1. INTRODUCCION

La generalizacion de patrones es usada frecuentemente como una ruta de aprendizaje hacia al
algebra y la idea principal que subyace a esta aproximacion es que cierta experiencia con la
exploracién numérica y visual de los patrones podria llevar al desarrollo del pensamiento
algebraico (Radford, 2008). En el curriculum actual mexicano de secundaria y preparatoria, esta
ha sido la manera de introducir la notacion algebraica, asi como la generalizacion de secuencias
numéricas y geomeétricas (Secretaria de Educacién Publica, 2010).

En este tipo de tareas, los estudiantes deben predecir un elemento posterior a uno dado en un
conjunto ordenado de figuras. La idea es que se identifique una regla que rige la secuencia. En un
principio, el estudiante detecta los elementos graficos o numéricos que conforman el patrén para
terminar descubriendo cual es la regla que rige el crecimiento de ésta, para expresarla de forma
verbal o mediante una formula.

En Mason (1996, citado por Kieran, 2006, p. 20), se realiza una revision de las préacticas
establecidas en la escuela que involucran generalizacion de patrones en el algebra. En ésta
revision se revela que el estudio de los patrones inicia con figuras o secuencias geomeétricas, pero
durante la solucion de las tareas, el énfasis se pone en la construccion de tablas de valores, de las
cuales se abstrae una formula. Esta aproximacion, deja de lado toda la riqueza del proceso de
generalizacion, y limita la forma como los estudiantes pueden llegar a identificar la relacion del
patron y su representacion algebraica. Mason sugiere que deben promoverse e investigarse
aproximaciones que lleven a los estudiantes a la construccion de formulas algebraicas, que
incluyan la visualizacion y la manipulacion de la figura sobre la cual el proceso de generalizacién
se basa.

En linea con las ideas de Mason, en este trabajo afirmamos que en el tratamiento dado a este tipo
de tareas, se hace énfasis en que para establecer la regla que subyace a la secuencia bajo analisis,
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dos elementos deben detectarse dentro de la secuencia para ser incorporados en las expresiones
algebraicas asociadas a ésta: por un lado, la posicioén que ocupa cada una de las figuras dentro de
la secuencia, y por otro, la razon de crecimiento de la secuencia.

El proceso de deteccion del patron que subyace a la secuencia a partir del analisis de sucesiones
de figuras no es espontaneo. Para el estudiante no experimentado existe una desconexion entre lo
que se ve y lo que se esté generalizando, lo cual consideramos se debe a que durante el abordaje
de este tipo de tareas, no se interpreta de manera organizada los elementos graficos que se
presentan a los estudiantes.

Pero el tratamiento visual de estas representaciones graficas o figuras no es una actividad que se
atienda adecuadamente en las escuelas por lo que suele ser superficial, se da por hecho que el
estudiante rapidamente observa cuales son los cambios en cuanto a la forma de organizacion y
namero de dos figuras consecutivas y se ignoran las dificultades que los estudiantes enfrentan al
resolver este tipo de tareas.

2. ANTECEDENTES

La ensefianza y aprendizaje del &lgebra ha sido un tema relevante en la investigacion dentro de la
Educacién Matematica, se ha tratado de dar respuesta a la pregunta ;Como se construye el
significado de los conceptos algebraicos? Y ¢Cuél es la naturaleza del pensamiento algebraico?
Los investigadores han propuesto acercamientos a través del andlisis de la construccion de los
conceptos y los procedimientos relacionados con ellos, asi como la manera en que los estudiantes
construyen simbolizaciones de los objetos algebraicos (Kieran, 2006).

La generalizacién, como central en el desarrollo del pensamiento algebraico llegd a llamar la
atencion de los investigadores, en el periodo que comprende los afios 80’s. En ese periodo el uso
de la notacion algebraica fue visto como una herramienta para expresar pruebas, patrones
figurales y para justificar las formas simbolicas equivalentes de las relaciones entre patrones.

En nuestra revision de la literatura, identificamos que en general las tendencias de investigacion
tratan de analizar: cuestiones de tipo didactico que involucran a los profesores (Bell, 2011),
experiencias empiricas de los estudiantes que cuentan con material manipulable (Smith, Hellen &
Catania, 2007) asi como el andlisis de los procesos de solucion que enfrentan los estudiantes
cuando se enfrentan a este tipo de tareas (Lin & Yang, 2004; Stylianou, 2011; Rinvold, 2011 y
Noss, Hely & Hoyles, 1997). Nosotros deseamos aportar en esta tematica, identificando las
dificultades a las que el estudiante se enfrenta al resolver este tipo de tareas y los errores que
comenten.

3. MARcCO CONCEPTUAL

Nuestro objetivo, como se ha mencionado anteriormente, es identificar las dificultades y errores
que enfrentan los estudiantes cuando resuelven tareas de secuencias geométricas. Para alcanzar
nuestra meta planteada, disefilamos un conjunto de actividades que nos permitiera identificar estas
dificultades y errores.

Para el disefio de nuestras actividades identificamos las fases por las cuales los estudiantes deben
transitar para lograr la generalizacion, ademas de contar con elementos tedricos que nos
permitieran describir la manera como analizan y organizan las imagenes que les presentamos y al
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mismo tiempo tomamos una postura respecto a la visualizacion y el papel que jugd dentro de
nuestras actividades disefiadas.

La Teoria de la Objetivacion

Dentro de la teoria de la objetivacion, el aprendizaje se concibe como una adquisicion
comunitaria de formas de reflexion del mundo, guiadas por modos epistémicos culturales
historicamente formados, es una praxis cogitans, esto es una préctica social. De manera méas
precisa el pensamiento es considerado una reflexion mediatizada del mundo de acuerdo con la
forma o modo de la actividad de los individuos. Particularmente el aprendizaje de las
matematicas es tematizado como la adquisicion comunitaria de una forma de reflexion del
mundo, guiada por modos epistémicos-culturales histéricamente formados (Radford, 2006a).

De acuerdo con la ideas desarrolladas por Radford (2000, p. 2), “el pensamiento algebraico es
una forma particular de reflexionar mateméaticamente y es considerada una préctica cognitiva
mediada por signos”. La naturaleza del pensamiento algebraico emergente en los estudiantes, es
una forma especifica en la cual ellos actian conceptualmente con el propoésito de llevar a cabo
acciones requeridas para la generalizacion de tareas (Radford, 2000).

Son tres las caracteristicas que hacen distintivo al pensamiento algebraico, siendo estas no
exhaustivas, la primera se refiere a un sentido de indeterminacion, la segunda es la analiticidad y
la tercera es el modo simbdlico en la cual se designa a los objetos en el &lgebra (Radford, 2006b).

La generalizacion algebraica de patrones

Para realizar la generalizacion de un patron, en la etapa inicial del anélisis de éste, los estudiantes
deben centrarse en una propiedad invariante o relacion dentro del patrén, tomar algo en comdn o
una regularidad y llegar a ser conscientes de sus propias acciones en relacion con el fendmeno
sometido a generalizacion (Rivera & Rossi, 2008).

En Radford (2006b) se identifican diferentes niveles de generalizacion en la resolucion de este
tipo de tareas, los cuales consisten en grados de manifestacion de lo general y son caracterizados
por los simbolos a los que los estudiantes recurren para conseguir sus generalizaciones.

Son tres los niveles de generalizacion que el autor identifica. La generalizacion factual, en la cual
el discurso no vas mas alla de ejemplos particulares, solo se tiene un grado elemental de
generalidad. La generalizacion contextual, es aquella que ocurre cuando aparecen gestos que
ayudan a los estudiantes a comprender las relaciones que ocurren dentro del patrén, en
combinacion con el discurso y la vision. Y por ultimo la generalizacidn simbolica, se refiere a
expresar la generalizacién a través de simbolos alfanuméricos, el cual es un proceso complejo en
el que se decide acerca del significado de las letras.

La visualizacion

Nuestro interés esta centrado en las dificultades que los estudiantes enfrentan cuando analizan las
secuencias algebraicas de tipo visual, en las que éste componente juega un papel importante en la
resolucion de este tipo de tareas.

La visualizacion que deja al descubierto las propiedades y relaciones matematicas es aquella que
precisamos en la deteccion de patrones de secuencias, aquella a la que Duval (1999) llama
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visualizacion matematica. Este autor propone una serie de operaciones visuales que los
estudiantes realizan cuando analizan un conjunto de figuras, que pueden ser distinguidas cuando
se modifican las figuras: la mereoldgica, la dptica y la relacionada con el lugar.

Los elementos teoricos anteriormente mencionados nos proporcionaron fundamentos para la
investigacion que llevamos a cabo, en la cual distinguimos las dificultades y errores que los
estudiantes enfrentan al resolver el tipo de tareas que propusimos.

4, METODO
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El objetivo general de la investigacion fue encontrar los obstaculos que tienen los estudiantes
cuando deben identificar y organizar la informacidn visual de secuencias algebraicas.

El lector podra encontrar una de las actividades en la Figura 1. Esta consistié de una secuencia de
papalotes cuya “cola” crecia conforme aumentaba su posicion en la secuencia. Se pidio al
estudiante continuar la sucesion que se mostraba al inicio, calcular la cantidad de cuadros para los
elementos siguientes, y explicar con un mensaje escrito el patron que sigue la secuencia, para
posteriormente solicitar la expresion algebraica que modela el crecimiento del patron.

5. RESULTADOS

A continuacion presentaremos el analisis de dos casos de treinta y seis que estudiamos. Nos
enfocamos en el proceso de generalizacion que los estudiantes van realizando y la manera como
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analizan la figura que se les propone, ademas de describir las dificultades y errores a los que se

enfrentan en este proceso.

En un primer momento para responder los incisos a. y b.

4
de la actividad, los estudiantes no tuvieron problemas con - \
el conteo de los elementos necesarios para construir las '\
figuras siguientes. ldentificaron la parte variable de la S
secuencia (el cambio en la cola) y la parte que no variaba &y Duinneiel
(la cantidad de cuadros en la cabeza del papalote se { AP
mantenia constante), como podemos ver en la Figura 2. O v o
Los estudiantes fueron capaces de distinguir la propiedad A (o) A
que es invariante a la secuencia (Rivera & Rossi, 2008) a N
través de la figura, tomar esto como comun, en el caso

presentado el aumento en la cantidad de cuadros en la
“cola”, y hacerlo extensivo a otros elementos de la
secuencia, como se muestra en la Figura 3.

Figura 2. Parte del andlisis realizado
por los estudiantes. Actividad 1.3.

Estas primeras acciones de los estudiantes quedan enmarcadas dentro del primer nivel de
generalizacion algebraico, el factual, debido a que en este momento son capaces de dar ejemplos
particulares de elementos que siguen en la secuencia presentada y continuar con el desarrollo de
la secuencia.

a. Continia la sucesion de papalotes dibujando el cuarto papalote. ;Cuantos cuadrados tendra
cn ¢l armazon (la cabeza)? Y jen la cola?

Cobein=4 (clo= 4

b. ¢ Cuantos cuadrados tendra el papalote nimero 13 de la sucesion?
¢Cuantos cuadrados habré en el armazén (la cabeza) del papalote? Y ;en la cola?

Jendia en\a cobeza q yenla coln 13

Figura 3. Respuestas a los incisos a. y b.

En un segundo momento, en el nivel de generalizacion factual (Radford, 2006b), se les pidio a los
estudiantes expresar en palabras la regla que sigue el crecimiento del patrén. Lo anterior
evidencio, la dificultad de algunos alumnos para expresar sus ideas por medio de palabras, como
podemos ver en la Figura 4. Consideramos que esto se debe a una desconexion entre lo que se
mira en la figura y lo que se esta generalizando, y por otro lado las relaciones que ocurren dentro
del patron no pueden ser expresadas, por parte de los estudiantes, por medio del discurso y la
escritura.

¢.  Escribe un mensaje para otro chico, explicando claramente qué debe hacer para encontrar

cuantos cuadrados habran en cualquier papalote de la secuencia.

VA

tormula

0 uha fealn
J

Figura 4. Una respuesta de un estudiante al inciso c.

Sin embargo, en la Figura 5 y 6, tenemos dos respuestas, en las cuales podemos notar, como los
estudiantes relacionan el crecimiento de la “cola” con la posicion del elemento de la secuencia; y
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como el segundo estudiante nota que el aumento es uno a la vez y que coincide con el lugar,
ademads que existe una estrecha relacion entre la posicion y la cantidad de cuadros en la “cola”.
Hemos de hacer notar que la gran mayoria de los estudiantes no pudieron realizar la conexion
entre el lugar y el crecimiento de la cola, quedando sus explicaciones en el primer nivel de
generalizacion, la generalizacion factual.

c. Escribe un mensaje para otro chico, explicando claramente qué debe hacer para encontrar
cuantos cuadrados habran en cualquier papalote de la secuencia.
e f’ A Y YR8 T OV Slewn PNE o Ar-Oa M
'n A D et«'\. Lo O\ ' (& S2LeES\ DOV
QPR WA A L9 AD o) € &a ¢ 84PN ii ') 0 W
A Blewcudo (ON( @8 (‘knm \ (m::\ &
L J

Figura 5. Respuesta a la Actividad.

c. Escribe un mensaje para otro chico, explicando claramente qué debe hacer para encontrar
cuantos cuadrados habran en cualquier papalote de la secuencia.

Lo\p  CGuealplte. on Cuoeden o 1Cs Lo\ ¢a Pex

YeZ. 4 pPov \yaac dlpen chy eneln e\
% oy O EAX Newes @, P ¢ | Wi BCD € i 100®
. - i - Y g =

vy VO C G

Figura 6. Respuesta a la Actividad.

Posteriormente, en un tercer momento, a los estudiantes se les pidid escribir la expresion
algebraica que modela el patron de crecimiento de la secuencia. En este momento, estamos en el
tercer nivel de generalizacion algebraica, la generalizacion simbdlica, que es la mas profunda y
avanzada de las generalizaciones propuestas por Radford. En las cuales la analiticidad y la
indeterminacion se hacen presentes.

Para la resolucion de este inciso, los estudiantes enfrentaron ciertas dificultades, puesto que
expresar la variacion entre los elementos de la sucesion no fue asunto sencillo. Un estudiante
relacioné adecuadamente la variable con la posicion del elemento dentro de la secuencia (Figura
7), y otro estudiante construy6 una férmula recursiva (Figura 8).

d. Escribe una férmula para encontrar la cantidad de cuadrados en cualquier papalote de la
Figura 3.

‘(' J,‘ + M‘.“;‘ VW L 4 LAN A

Figura 7

d. Escribe una formula para encontrar la cantidad de cuadrados en cualquier papalote de la
Figura 3.
=4t anley X

Figura 8
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El estudiante que escribid la respuesta mostrada que se muestra en la Figura 8, explica su formula
de la siguiente manera:

Estudiante: n es igual al nimero del elemento que estamos buscando (se refiere al nimero de
su posicion), entonces n es igual a 4, que es el que nunca va a cambiar, mas el nimero antes
de la sucesion, mas uno.

Hay que hacer notar que la sintaxis y la notacion utilizada por los estudiantes no es la adecuada,
en términos de la terminologia matematica, pero para ellos es claro el significado que dan a sus
simbolos y palabras. Lograron describir la variacion notada en la secuencia, con palabras como
“aumenta uno de acuerdo con...”; sin embargo, esto fue muy complicado de expresar en
simbolos, se requirio de tiempo para que esto sucediera.

Por otro lado, el uso de las imagenes y su analisis mereoldgico ayudo a la obtencion de diversas
expresiones de la variacion dentro de la secuencia, esto lo podemos notar en la naturaleza de las
expresiones escritas por los estudiantes. En la respuesta de la Figura 7, el estudiante relaciona
claramente la posicién de la figura con su cantidad de elementos; en cambio, en la respuesta de la
Figura 8, el estudiante ve la figura como un todo al que se le agrega y quita partes. Las distintas
maneras de analizar las figuras, lleva a los estudiantes a desarrollar formulas distintas.

6. CONCLUSIONES

La visualizacion jug6 un rol importante en la resolucion de las actividades. Analizar solamente
las cantidades que pueden ser abstraidas de las figuras, no permitié a los estudiantes desarrollar
explicaciones respecto a la regla que modela el crecimiento del patron. Dejar a un lado las
imagenes y enfocarse solamente en un analisis numérico ocasiond que los estudiantes no fueran
capaces de conectar los elementos necesarios para obtener la regla que modela el crecimiento de
la secuencia. Esta es la primera dificultad a la que se enfrentaron los estudiantes, el aprender a
utilizar las imagenes como elementos que pueden argumentar y justificar sus acciones.

Efectivamente, los estudiantes transitan por los niveles de generalizacion que Radford (2006b)
identifica, y es en este proceso que identificamos ciertas dificultades que los estudiantes
enfrentan.

En el nivel de generalizacion factual, los estudiantes no tiene problemas al trabajar con los
numeros que pueden obtener del analisis de la secuencia, incluso pueden encontrar elementos
lejanos al conjunto que se les dio. En el nivel de generalizacion contextual, los estudiantes:
enfrentan dificultades para hacer explicitos sus analisis a través del lenguaje escrito, tienen
dificultades para relacionar lo que ven en la figura y lo que se esta generalizando, ademas de
enfrentar dificultades para conectar la numerabilidad de los elementos de la secuencia con su
posicion. En el tercer nivel, los estudiantes, enfrentan dificultades para expresar por medio de
simbolos algebraicos la variacion entre los elementos de la secuencia. Cometen errores de
sintaxis y no utilizan adecuadamente el sistema alfanumérico del algebra.
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