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Resumen

En este trabajo se reportan algunos resultados provistos por la investigaciénen Matematica
Educativa en torno al proceso de ensefianza-aprendizaje del Calculo. Desde esta perspectiva,
se analizan algunos de los principales cambios curriculares del Célculo y algunas de las
dificultades que se han detectado en suproceso de ensefianza aprendizaje. EI marco
conceptual en el cual se sustenta consiste basicamente en la propuesta gque presenta
Brousseau para identificar obstaculos en elsistema didactico, es decir los conceptos teoricos
gue se desarrollan en torno a obstaculoontogénico, obstaculo didactico y obstaculo
epistemoldgico. Acorde al objetivo de este trabajo, la metodologia utilizada fue de tipo
cualitativo, especificamente se realiz6 una investigacion del tipo basico o genérico mediante
un analisis de contenido.
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1. INTRODUCCION

En la década de los noventas se observa una clara evolucion de las investigaciones realizadas en
Matematica Educativa, el avance consistio en considerar la problematica del aprendizaje de las
Matematicas en términos de procesos cognitivos, y ademads, considerar el pensamiento
matematico de los curriculos del nivel medio superior y superior, cuando en primera instancia
esta disciplina estaba enfocada en el estudio de los conceptos basicos de la Matematica de la
ensefianza primaria (Azcarate y Camacho, 2003), es decir, se pone atencion a cuestiones
relacionadas con el “pensamiento matematico avanzado”. Entre los resultados mas significativos
de este tipo de investigaciones, se encuentra el consenso a nivel internacional del problema de la
ensefianza y aprendizaje del Cdlculo. Debido a la complejidad de este problema, algunos
investigadores lo han dividido en sub-problemas (Jiménez, Preprint), siendo uno de éstos el de la
comprension de los conceptos basicos del Calculo, en torno al cual podemos situar el estudio de
las dificultades que se presentan en el proceso de ensefianza aprendizaje del Calculo.

Existen diversos trabajos relacionados con la problematica de la ensefianza y aprendizaje del
Caélculo, pero para la realizacion de este estudio, se consideraron primordialmente aquellos
trabajos que realizan anélisis de reformas de la ensefianza de este tema y aquellos que exponen
las dificultades encontradas en los estudiantes. Un analisis preliminar permitio identificar que son
escasas las investigaciones en las que, las dificultades que se reportan se adaptan a algdn tipo de
clasificacion. Considerando que el objetivo comun de este tipo de investigaciones es ampliar la
comprension de un objeto de estudio, en este caso, el estudio de las dificultades, se considero que
una investigacion que identifique dificultades y ademas muestre una clasificacién de éstas,
proporciona una mejor informacion respecto al origen de tal dificultad.

Partiendo de estas observaciones, se formulé el problema de investigacion: “Realizar una
caracterizacion de las dificultades en el proceso de ensefianza aprendizaje del Calculo, en
particular en términos de los obstaculos cognitivos, didacticos y epistemologicos que se
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manifiestan en el proceso de ensefianza-aprendizaje”. De este problema se desprenden las
siguientes preguntas de investigacion: ¢Cuales son las propuestas didacticas generales respecto a
la ensefianza del Calculo?; ¢Cuales son las principales dificultades que se han detectado en el
aprendizaje del Calculo? y (Cudles son algunas de las aportaciones realizadas, desde las
investigaciones en Matematica Educativa, en torno a la didactica del Calculo?

2. MARCO CONCEPTUAL
Obstaculos

La nocidn de obstaculo epistemoldgico fue introducida por el filésofo francés Gaston Bachelard,
quien define esta nocion, en el contexto del desarrollo cientifico en general, como: “aquel
conocimiento que ha sido en general satisfactorio durante un tiempo para la resolucién de ciertos
problemas, y que por esta razén se fija en la mente de los estudiantes, pero que posteriormente
este conocimiento resulta inadecuado y dificil de adaptarse cuando el alumno se enfrenta con
nuevos problemas” (Palarea y Socas, 1994, p. 93).

Guy Brousseau, profesor e investigador de origen francés que crea la Teoria de Situaciones
Didécticas, adopta la definicién dada por Bachelard con respecto a obstaculos epistemoldgicos y
propone una clasificacidn propia que le sirve para explicar los fendmenos que se presentan en el
sistema didactico en torno a las matematicas:

e De origen ontogénico o psicogenico, debidos a las caracteristicas del desarrollo del
nifio.
e De origen didactico, que resultan de una opcion o de un proyecto del sistema

educativo, esto es, de las elecciones didacticas que se hacen para establecer la
situacion de ensefianza.

e De origen epistemologico, intrinsecamente relacionados con el propio concepto. Se
les puede encontrar en la historia de los mismos conceptos (Palarea y Socas, 1994, p.
92).

Teoria de Situaciones Didacticas

La Teoria de Situaciones Didacticas es una teoria de la transmision de los conocimientos
matematicos creada a partir de un largo trabajo sistematico de observacion dentro del ambito
escolar (Brousseau, 1989). Esta teoria parte del hecho de que:

Esta presentacion [la presentacién axiomatica caracteristica de las matematicas] elimina
completamente la historia de los saberes, para poner en su lugar una génesis ficticia. Para
hacer mas facil su ensefianza, aisla ciertas nociones y propiedades del tejido de actividades en
el cual tuvieron su origen, su sentido, su motivacion y su empleo. Las transpone al contexto
escolar. Los epistemologos llaman transposicion didactica a esta operacion. (Brousseau,
1986, p. 5).

Dentro de esta perspectiva tedrica con influencia piagetiana se asume que el alumno aprende,
“adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un
poco como lo ha hecho la sociedad humana, de manera que el profesor debe imaginar y proponer
a los alumnos situaciones que ellos puedan vivir y en las cuales los conocimientos apareceran
como la solucién 6ptima a los problemas propuestos” (Brousseau, 1986, p. 14).
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El objeto de estudio de la Didactica de las Matematicas es la situacion didactica, definida como:

Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un alumno o un
grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos) y
un sistema educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos
alumnos se apropien de un saber constituido o en vias de constitucion. (Brousseau, 1982,
citado en Galvez, 2002, p. 2).

Las situaciones didacticas se rigen a su vez por el contrato didactico, que es la regla de juego y la
estrategia de la situacion didactica. Es el medio que tiene el maestro de ponerla en escena.
(Brousseau, 1986, p. 15).

En este trabajo se optd por adoptar la clasificacion presentada por Brousseau porque es la méas
utilizada y reconocida dentro de la investigacion en matematica educativa, ademas de considerar
que se adecUa a los objetivos propuestos de sistematizacion de la informacion encontrada a pesar
de la diversidad de perspectivas desde las cuales se abordan actualmente las respuestas de los
estudiantes.

Dificultades, obstaculos y errores

Para distinguir entre los términos dificultad, obstaculo y error, se exponen algunos de los aportes
de Socas (1997), él refiere que el aprendizaje de las matematicas genera muchas dificultades en
los alumnos, algunas tendran su origen en el macrosistema educativo (es decir algunas
dificultades tiene origen externo al alumno, materia y profesor ), pero en general, su procedencia
se concreta en el microsistema educativo: alumno, materia, profesor e institucion escolar, por
tanto, las dificultades pueden abordarse desde varias perspectivas segin pongamos énfasis en uno
u otro elemento: desarrollo cognitivo de los alumnos, curriculo de matematicas y métodos de
ensefianza.

Ademas, Socas (1997, p. 1) sefiala la relacion que existe entre los términos dificultad, obstaculo y
error: “Estas dificultades se conectan y se refuerzan en redes complejas y se concretan en la
practica en forma de obstaculos y se manifiestan en los alumnos en forma de errores”.

En relacién a los términos error y obstaculo, Brousseau (1983, citado en Palarea y Socas, 1994, p.
92) indica: ““...un obstaculo se manifiesta por errores, pero errores que no son debidos al azar, no
son fugaces, intermitentes, sino reproductibles, persistentes”.

Una de los aportes fundamentales de la propuesta de Brousseau es el modelo sistémico del
Triangulo Didéactico, éste ha sido util para situar y analizar la naturaleza de las multiples

relaciones que se esconden entre sus tres vértices: “alumno”, “maestro” y “saber”. En particular
en este trabajo fue Util para clasificar las dificultades de acuerdo al obstaculo que las origina.

3. METODO

De acuerdo a los objetivos del trabajo se utilizd una metodologia cualitativa, de tipo basico o
genérico. En ésta:

El investigador trata simplemente de descubrir y comprender un fendmeno, un proceso, o las
perspectivas o visiones de los individuos involucrados en la investigacion. El estudio no se
enfoca en la cultura ni construye una teoria fundamentada, no son estudios intensivos de
casos, unidades o sistemas delimitados. Los datos se recogen a través de entrevistas,
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observaciones, o andlisis de documentos y los resultados son una mezcla de descripcion y
analisis. (Merrian, 1998; citado por Canedo, 2009, p. 108).

El disefio metodologico de la investigacion se estructurd en cuatro fases:

1) Busqueda, seleccion y recopilacion del material. Esta primera fase se divide a su vez en
tres etapas:

2)

3)

©)

Busqueda de fuentes. Para la basqueda de la informacion se consideraron tres fuentes:
libros, material proporcionado por especialistas en Matematica Educativa
(principalmente articulos de investigacion) y bases de datos de internet. La busqueda se
realiz6 tomando como descriptores las palabras: reformas curriculares, ensefianza del
Célculo, errores, dificultades y obstaculos.

Estrategia de lectura. La estrategia de lectura para el material en general se realiz6 de la
siguiente manera: se identifico el material relevante mediante una primera lectura del
titulo, resumen o introduccion y los subtitulos.

Almacenamiento de datos. EI material seleccionado en la etapa anterior, se almacend
en una base de datos en Excel. La informacion que se recuperd incluia los siguientes
cuatro datos:

= Fecha de lectura.

= Titulo del libro o articulo.

= Autory,

= NUmero de pégina (s) y titulo de la (s) seccion (es) en la que aparecian los
descriptores encontrados.

Revisién y analisis del material. Esta fase se divide en las siguientes etapas:

o

Estrategia de analisis de contenido. Se inicio con la lectura identificando las unidades
de anélisis, es decir, los parrafos que contenian informacion sobre las reformas
curriculares del Calculo y dificultades en el proceso de ensefianza-aprendizaje del
Célculo, centrando la atencion en la posible naturaleza de su origen.

Almacenamiento del material. Una vez identificadas las unidades de andlisis, se
modificé el Gltimo dato de la base de datos realizada en la fase anterior. Ahora, en la
celda donde se habia escrito el nimero de pagina y titulo de la seccidn(es) que contenia
el descriptor encontrado, se escribia una sintesis de la idea principal que contenia el
parrafo.

Clasificacion del material. La clasificacién hecha del material analizado se corresponde
con la organizacion de los resultados y puede apreciarse en dicha seccion.

4) Redaccion y sintesis.

4. RESULTADOS
Los resultados de la investigacion, se pueden dividir en dos categorias:

En relacion a las reformas curriculares del Célculo. Se muestran algunos avances logrados en
México. Ademas, para situarse en el contexto internacional de las reformas curriculares del
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Célculo se muestran los elementos principales que caracterizan las reformas curriculares de
Francia y Estados Unidos.

En relacion a la clasificacion de dificultades. Esta clasificacion muestra dificultades: cognitivas,
didacticas y epistemologicas y a su vez, cada tipo de dificultad se expone en dos partes:

v" Investigaciones que reportan las dificultades encontradas y hacen algunas sugerencias con
el objetivo de mejorar el aprendizaje;

v" Investigaciones que ademas de las dificultades, realizan de manera explicita un aporte
metodoldgico (describen conceptos desarrollados por los enfoques tedricos para detectar las
dificultades y/o incluyen los cuestionarios aplicados) para detectar las dificultades de los
estudiantes y/o contienen sugerencias didacticas.

Por limitaciones de espacio, las categorias no son exhaustivas en torno a los resultados pero se
tratard de sintetizar los hallazgos mas relevantes.

Con respecto a las reformas curriculares del Calculo, en México no se encontraron reformas
especificas de la materia sino reformas de sistemas educativos que influyen en su didactica. Sin
embargo, encontramos dos investigaciones enfocadas hacia el andlisis de reformas en Calculo:

e Alanis (1996) en el marco de su trabajo doctoral realiza un analisis de las reformas
curriculares en torno al Célculo, y describe 6 proyectos de reformas educativas dentro del
contexto de Estados Unidos.

e LOpez (1998) hace un estudio de corte historico sobre la ensefianza del Célculo en el
contexto mexicano en el periodo de 1785-1867.

Ademas ha habido diversos trabajos de investigadores que han atendido el problema respecto a la
ensefianza y aprendizaje del Calculo, ejemplo de ello podemos citar las propuestas realizadas por
el Dr. Crisélogo Dolores en la Universidad Autonoma de Guerrero, el grupo de investigacion de
Matematica Educativa del area de educacion superior del Centro de Investigacién y Estudios
Avanzados (CINVESTAYV), el Dr. Juan Antonio Alanis de Instituto Tecnologico de Monterrey y
la Dra. Elfride Wenzelburger Guttenberger de la Universidad Nacional Autonoma de México
(UNAM), entre otros.

Dolores (2007) presenta un analisis acerca de la ensefianza de la derivada desde la perspectiva de
los textos mas usados de Calculo Diferencial y de los programas de estudio del estado de
Guerrero. Uno de los textos analizados es el de Cantoral (1991) y al respecto sefiala:

Cantoral (1991) propone redisefar el discurso matematico escolar desde el fondo, cambiando
el papel principal que los cursos de calculo confieren al concepto de limite y poniendo en su
lugar a la variacion fisica, de tal manera que no se sugiere tratar tan exhaustivamente las
funciones, sino mas bien las cantidades y las magnitudes,... (p. 195).

Respecto al trabajo de Dolores (2012), este autor presenta un tratamiento primeramente intuitivo,
basado en fendmenos fisicos y sin llegar a la formalizacion. Asimismo, contrario a lo que se
encuentra en libros usuales de Calculo Diferencial, en este libro la introduccién de reglas y
formulas para el calculo de diferenciales se expone hasta la seccion 14, tres secciones antes de la
ultima seccion.

Memoria de la XVI Escuela de Invierno en Matematica Educativa ! 311



/‘ XVI EIME 2013 5. Pensamiento y lenguaje variacional
p

Respecto a los libros de Calculo Diferencial, una guia para maestros y alumnos y Caélculo
Integral de Wenzelburger, se aprecia un enfoque intuitivo, la formalizacion es lenta y se apoya en
fendmenos de la vida cotidiana para sus explicaciones. En la introduccion del segundo libro
mencionado la autora opina que en la ensefianza del Calculo, debiera ensefiarse primero el
Célculo Integral y posteriormente el Calculo Diferencial, comenta que:

Otros argumentos gue se usan para justificar que el Célculo Integral debe impartirse antes
que el diferencial son geométricos e historicos: algunos métodos elementales de integracion
datan de 2000 afios antes de la “invencion” del Calculo Integral como muestran Eudoxo y
Arquimedes (Wenzelburger, 1994, p. 3).

Siguiendo en el contexto mexicano, ya Filloy (1981) hacia algunas observaciones respecto al
desarrollo curricular en México en donde manifestaba la influencia o imitacion de lo realizado en
otros paises. Por ello se consider6é importante indagar también acerca de las reformas realizadas
fuera de México.

En el &mbito internacional, de manera muy sintética los resultados indican que las reformas mas
actuales del Calculo se han formulado considerando los resultados de investigaciones de corte
cognitivo, y con base en ello, sugieren que la ensefianza de conceptos del Célculo se realice
utilizando problemas de optimizacion y procesos de variacion apoyandose en exploraciones
numéricas y graficas por medio del uso de calculadoras y computadoras. En general, se sugiere
adoptar el paradigma constructivista como la explicacion tedrica mas satisfactoria del
aprendizaje.

Por otro lado, como parte central de la investigacion se analizaron dificultades de ensefianza y
aprendizaje del Calculo reportadas por diversos investigadores y se realizé una clasificacion de
las mismas con base en el marco tedrico, en torno a los obstaculos. En este apartado, esta de méas
decir que no son todas las investigaciones existentes en torno a esta problematica, pero el
objetivo del trabajo era brindar una caracterizacion con ejemplos y propuestas de dificultades. En
resumen, la clasificacién obtenida fue la siguiente:

v' Dificultades debidas a obstaculos cognitivos. Se ubicaron aqui las dificultades reportadas
en investigaciones como las de Tall (1992 y 1993), en las cuales aporta ideas importantes
en relacién a las dificultades cognitivas de los estudiantes en Célculo y Andlisis; mientras
que en el trabajo realizado por Trujillo, Guerrero y Castro (2007) reportan algunos
obstaculos cognitivos con relacion al concepto de funcion. Las dificultades estaban
asociadas a numeros reales y sus diferentes categorias, al concepto de limite de sucesion y
de funcion, al concepto de continuidad, la notacion de Leibniz y el concepto de funcion.

v' Dificultades debidas a obstaculos didacticos. La nocidn de obstaculo didactico se ha
introducido en la investigacion educativa para reportar aquellas dificultades que presenta
el estudiante pero, que estan vinculadas por las elecciones del docente al establecer la
situacion de ensefianza. Con base en esta idea se identificaron, primero, algunas
dificultades relacionadas con el concepto de infinito actual (Waldegg, 1996), y después,
algunas dificultades relacionadas con el uso de computadoras y calculadoras, detectadas
desde el enfoque tedrico Génesis Instrumental (Waits, 1997; Artigue, 2002 y 2011).

v’ Dificultades debidas a obsticulos epistemolégicos. Las dificultades de tipo
epistemoldgico se encuentran en el origen de los propios conceptos, y de acuerdo a
Artigue (1998) “se manifiestan en el aprendizaje actual, a pesar de diferencias cognitivas
y culturas evidentes”. Se analizaron investigaciones como la de Artigue (1995), quien
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propone una reagrupacion de obstaculos epistemologicos, ademas Cornu (1990) reporta
los cuatro principales obstaculos epistemoldgicos asociados al concepto de limite;
finalmente, Sierpinska desde la Teoria de los Obstaculos Epistemologicos, describe los
obstaculos epistemoldgicos asociados al concepto de sucesion. Asociadas a la
complejidad de los objetos basicos del Calculo, la nocion de limite y las rupturas
necesarias de pensamiento puramente algebraico.

5. CONCLUSIONES

En relacion al desarrollo curricular del Calculo, en México se reportan diversas investigaciones y
sugerencias didacticas. En el &mbito internacional, los resultados indican que varias reformas del
Célculo se han formulado considerando los resultados de investigaciones de corte cognitivo, y
con base en ello, sugieren que la ensefianza de conceptos del Célculo se realice utilizando
problemas de optimizacion y procesos de variacion apoyandose en exploraciones numeéricas y
graficas por medio del uso de calculadoras y computadoras. En general, se sugiere adoptar el
paradigma constructivista como la explicacion tedrica mas satisfactoria del aprendizaje.

En relacion a las principales dificultades identificadas los resultados indican que,
independientemente del origen de la dificultad, sea ésta originada por un obstaculo ontogénico,
didactico o epistemoldgico, en general se observa que los conceptos que presentan mayor
dificultad para los estudiantes en el proceso de ensefianza-aprendizaje del Célculo son: limite de
sucesion, limite de funcion, continuidad y funcion.

Por altimo, la pertinencia de este trabajo radica en ampliar nuestra comprension en el tema de las
dificultades que experimentan los estudiantes en el area del Célculo. En particular, reconocer las
caracteristicas o el origen de cada tipo de dificultad puede resultar Gtil para el profesor para crear
conciencia de las dificultades que puede encontrar en el ejercicio de su préctica y conocer las
aportaciones que, desde la investigacion, se han hecho para enfrentarlas. Por otro lado,
comprender las orientaciones actuales en la ensefianza del Célculo permite entender el contexto
en el cual surgen las dificultades que manifiestan los estudiantes.
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