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Resumen

En este avance de investigacion, presentamos los resultados derivados de la primera etapa
interesados en reconocer la presencia del fendmeno de persistencia de dificultades
vinculadas con la construccion de conocimiento matematico en ciertas areas, para entonces
generar explicaciones sistémicas que orienten la siguiente etapa. El andlisis se realizd sobre
las producciones de 2031, 1677 y 1568 estudiantes inscritos a los semestres segundo, cuarto
y sexto, respectivamente, de un bachillerato técnico. Segun el semestre se diagnosticé una de
las siguientes las areas de Algebra, Geometria analitica y Probabilidad y estadistica. Los
resultados evidencian la presencia del fenémeno de persistencia de dificultades dado que se
manifestaron errores como las reportadas en la investigacion 30 afios atrés.
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1. INTRODUCCION

Como matematicos educativos interesados por la construccion de conocimiento matematico
escolar, analizamos ciertas dificultades documentadas desde tiempo atrds como las asociadas a
errores algebraicos (Booth, 1984; Kieran y Filloy,1989; Rico, 1995; Trigueros, Reyes, Ursini y
Quintero, 1996; Panizza, Sadosky y Sessa, 1997; Sierpinska, 2000), y a la comprension de
lugares geométricos estudiados en geometria analitica (Cruz y Marifio, 1999; Cortes y Guerrero,
2007; Santa y Jaramillo, 2011; Molfino y Lezama, 2011). Estas explicaciones en sus inicios
centraron la atencién en la clasificacion de los errores que comenten los estudiantes y de poco se
empez0 a enfatizar los procesos cognitivos, haciendo alusion a procesos mentales. Sin embargo
no se han dado explicaciones en funcién de la naturaleza misma del érea identificada, es decir, de
la epistemologia de las nociones matematicas que permiten asociarle un significado o
significados al objeto matematico.

A la vuelta de tres décadas, se observa una persistencia de las dificultades en la construccion de
conocimiento matematico, las cuales se pueden evidenciar en las investigaciones dentro de la
Matematica Educativa que las sefialan, y a su vez en los exdmenes diagnéstico y evaluaciones
que se hacen en todos los niveles educativos, lo que lleva a generar un porcentaje de desercién y
rezago estudiantil. Por ejemplo, desde los 80"s Kieran y Filloy (1989) exponen la linealidad de
pensamiento en los estudiantes al expresar la equivalencia entre las expresiones (a + b)? y
a? + b?; situacion que se ha repetidodesde entonces.

En las pruebas ENLACE o PISA se reporta que la poblacién de estudiantes mexicanos poseen un
dominio matematico insuficiente al encontrarse en las Gltimos lugares con respecto al area de
matematicas, logrando responder Unicamente reactivos que implican contextos familiares,
preguntas directas en situaciones explicitas; pero importa determinar en qué areas prevalecen
mayor error y cuales fueron las causas con respecto a las respuestas incorrectas elegidas (INEE,
2004, 2007, 2010, SEP 2013). Pochulu (2005) plantea que las causas de las persistencias de los
errores cometidos por los estudiantes se asocian por un lado a los obstaculos epistemologicos
enfrentados por la matematica misma en su desarrollo, a las practicas de ensefianza centradas en
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algoritmos descontextualizados y a las actitudes asi la falta de dominio sobre antecedentes por
parte de los estudiantes.

En este trabajo presentamos los avances de wuna investigacion interesada en la
reconceptualizacion de saberes matematicos por parte de profesores de un sistema educativo
especifico que se espera ver traducido en la reformulacion de sus practicas de ensefianza.
Entendemos por reconceptualizacion de saberes matematicos el cambio de paradigma sobre
dichos saberes en tanto objetos matematicos a ensefiar como simples algoritmos,
descontextualizados y desprovistos de significado conceptual hacia uno basado en una didactica
de los saberes matematicos desde una perspectiva multiple y sistémica del conocimiento, en la
que se problematizan dichos saberes.

En la primera etapa de la investigacion, lo cual presentamos, interesa reconocer la persistencia de
las dificultades reportadas en las areas de Algebra, Geometria analitica y Probabilidad y
estadistica en un sistema de bachillerato técnico; ya bien asociado a la mateméatica misma o
procesos cognitivos del estudiante.

2. MARCO TEORICO

Este trabajo se apoya en la teoria socioepistemolodgica en tanto que interesa explicar de forma
sistémica el fendmeno de difusion y construccion conocimiento matematico escolar. Para ello se
asume de importancia las cuatro dimensiones que incorpora esta teoria: el estudio de la
epistemologia del conocimiento, su dimensidn sociocultural, los procesos cognitivos asociados y
los mecanismos de institucionalizacion via la ensefianza (Cantoral y Farfan, 2003). La primera
cuestiona la naturaleza del contenido matematico. La segunda reconoce que la construccion se da
al seno de précticas socialmente compartida con cierto caracter normativo. La tercera considera
al fendmeno de aprendizaje como un proceso de resignificacion del conocimiento matematico por
medio del uso y de la funcionalidad de la matematica. Y la cuarta determinada por la
intencionalidad de difundir el conocimiento de manera integral.

Particularmente, la primera etapa de la investigacion centra su atencion en la dimensién
epistemoldgica y cognitiva, de modo que presentamos sintéticamente algunos resultados
relacionados con los errores que cometen los estudiantes tanto en Algebra como en Geometria
analitica.

Parte de los errores que cometen los estudiantes en Algebra se remonta a obstaculos
epistemoldgicos (Malisani, 1999). Aun cuando el desarrollo del simbolismo algebraico facilité un
cambio de una perspectiva procedimental a una estructural en algebra. Un analisis histérico
destaca el uso de las literales, con una pérdida gradual de significado al pasar de descripciones en
lenguaje ordinario hacia representaciones simbolicas y procedimientos.

Desde una perspectiva cognitiva, Sfard (1991) en Kieran y Filloy (1989) sugiere que las
nociones matematicas abstractas pueden concebirse estructuralmente (como objetos) y
operacionalmente (como procesos) asegurando que esta Ultima es el primer paso para su
adquisicion. Sin embargo, el proceso de simplificacion de expresiones simples puede realizarse
por analogia a un proceso numérico. Pero, para expresiones mas complejas se requiere desarrollar
un sentido de las operaciones sobre expresiones algebraicas como objetos que tienen existencia
propia, es decir un sentido estructural donde se aplican propiedades sobre expresiones mas que
sobre nimeros. Por su parte Hoch y Dreyfus, citados en Vega-Castro, Castro y Molina (2011);
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han realizado un esfuerzo por precisarla nocion de sentido estructural sefialando algunas de las
habilidades que engloba en el contexto del algebra escolar como son ver una expresion o una
sentencia algebraica como una entidad, reconocer una expresion o sentencia algebraica como una
estructura conocida, dividir una entidad en subestructuras, apreciar las conexiones mutuas entre
estructuras y reconocer qué transformaciones es posible realizar y cuales de éstas son de utilidad.

Por otro lado, los estudiantes no solo deben aprender a trabajar con simbolos literales, sino de que
se espera puedan manejar su cardcter multifacético, es decir reconocer que un simbolo literal
puede asumir mas de un papel: como incégnita, como nimero generalizado o como variable. Se
espera que los estudiantes universitarios tengan un manejo sélido y flexible de la variable; siendo
esta Ultima interpretacion.

Las principales dificultades que presentan los estudiantes del bachillerato en el area de Geometria
analitica se encuentran: reconocer las conicas como lugares geomeétricos, identificar y describir
sus elementos caracteristicos, establecer la relacion entre los pardametros de la ecuacion y la
representacion grafica (como la variacion de los parametros determina la transformacion de la
gréafica de la curva), y apreciar sus potencialidades para modelar fenémenos de la realidad.

Por su parte Cruz y Marifio (1999) refieren que los estudiantes que ingresan a la educacion
superior presentan dificultades en la comprension de los contenidos relativos a las secciones
conicas y argumentan que:

los conocimientos de los estudiantes se limitan al aprendizaje de memoria de las
ecuaciones que caracterizan a cada una de las conicas, a la identificacion de sus
elementos y a su busqueda algoritmica empleando férmulas, sin demostrar haber
interiorizado la relacion existente entre los diferentes parametros que intervienen en
las ecuaciones de las cdnicas y su representacion gréfica ni el porqué de su definicion
como lugar geométrico, lo cual limita la comprension del alcance de las posibilidades
de que disponen (p. 15).

Es entonces que planteamos que existe una desarticulacion entre conceptos y procedimientos en
el trabajo con secciones coénicas, puesto que muchos estudiantes de bachillerato tienen
dificultades para comprender los conceptos de las secciones conicas como lugares geométricos,
mientras que se les facilita la busqueda algoritmica de sus ecuaciones.

En Cortes y Guerrero (2007) se exponen algunas dificultades asociadas a la visualizacion,
determinante en los cursos de Geometria, dichos autores refieren que la actividad cognitiva
asociada al entendimiento de las variables visuales en un tipo de representacién causa un
conflicto que no es trivial, siendo de mayor dificultad el paso de una representacion grafica a una
algebraica; inclusive muchos estudiantes tienen dificultad en establecer conexiones entre datos
gréficos y numeéricos.

3. METODO

En la primera etapa de la investigacion se desarrollé un diagnostico de conocimiento matematico
a estudiantes de un sistema educativo técnico medio superior. Para ello se disefiaron tres
instrumentos especifico que incorporada 15 reactivos cada uno enfocados a los principales
errores reportados en las areas de Algebra, Geometria analitica y Probabilidad y Estadistica; y
cuyos contenidos sean parte del programa de curso estudiado.
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La poblacion participante fueron estudiantes de tres semestres diferentes de un sistema educativo
técnico en el estado de Yucatan pertenecientes a seis planteles distintos (ver Tabla 1). El
instrumento fue aplicado por sus profesores de matematicas durante una sesion de clase, al inicio
del siguiente semestre; es decir una vez concluido el curso anterior, lo que garantizé se estudiaron
todos los temas propuestos en el programa.

Tabla 1. Poblacion participante
Grado Cantidad 9% hombres % mujeres

1° 2031 55.24 44.76
3° 1677 52.36 47.64
5° 1568 49.43 50.57

Edad promedio: 17 afios

Aun cuando la intension del diagndstico no fue determinar el nivel de aprovechamiento
académico, resulta interesante la similitud de los resultados con las pruebas ENLACE. Por
ejemplo en la Tabla 2 se presentan los porcentajes de estudiante de cada semestre para cada nivel
de aprovechamiento, segun si el porcentaje de respuestas correctas se encuentra entre 0-25% seré
insuficiente, entre 26-50% sera elemental, entre 51-75% serd aceptable y entre 76-100%
sobresaliente.

Tabla 2. Porcentaje de estudiantes por nivel de aprovechamiento
académico por semestre

Semestre | Insuficiente Elemental | Aceptable | Sobresaliente
SEM 1 37.1% 59.4% 3.5% 0.0%
SEM 3 59.3% 39.4% 1.3% 0.1%
SEM 5 30.9% 56.6% 11.7% 0.8%
Total 42.3% 52.2% 5.2% 0.3%

Se analizaron cada uno de los reactivos donde se obtiene un nivel de aprovechamiento
insuficiente, es decir, donde menos del 25% de los participantes responden correctamente a un
reactivo. Por cuestiones de extension nos limitaremos en este documento a presentar informacion
relacionada con las dos primeras areas diagnosticadas.

Dificultades en Algebra

La mayoria de los estudiantes presenta dificultades para aplicar leyes de los exponentes

principalmente cuando éstos son negativos, tienden a ignorar el signo del exponente y/o

extrapolar leyes y propiedades a otros contextos, como en el siguiente ejemplo se eleva al
x‘5y4)2 _ x25y16

z3 )

cuadrado una potencia. Ejemplo del error: ( S
z

Como se ha reportado en diferentes trabajos, se hizo presenta la dificultad de desarrollar y

simplificar expresiones que involucran productos notables y distribuyen un exponente sobre un

polinomio de forma lineal. Tal es el caso del siguiente error (a + b)? = a? + b2.

Otra dificultad fue reconocer expresiones algebraicas como entidades en particular como aquellas
correspondientes a diferencias de cuadrados, tal parece que es necesaria la presencia del
exponente cuadratico para considerar que se trata de la naturaleza indicada; por ejemplo las
siguientes expresiones no fueron aceptadas como diferencias de cuadrados 36 — 81x? vy
49x2y* — 2522, Inclusive aln en expresiones con exponente cuadratico como es el caso de la
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diferencia de dos binomios al cuadrado no se reconoce como tal, por ejemplo
(x+1*-(-12%

También presentaron dificultades al momento de evaluar en un polinomio pues operan nimeros
con signo de forma inadecuada, en particular ante operaciones de potenciacion. Por ejemplo al
solicitar evaluar x = —1 en la expresion algebraica x* —3x+1, para unos el resultado es —3 y
para otros es —1.

Aln persiste el tratamiento a los radicales como una division entre el indice, por ejemplo al
solicitar simplificar v32a3b?2 obtiene 16ab+/a.

Se manifesto la dificultad para reconocer las caracteristicas de un polinomio que determinan su
factorizacion, tal es el caso de: x2(2x + 1)3 — 4(2x + 1)%? es 2(2x + 1)%x(x + 2)(x — 2).

Falta dominio sobre las propiedades de la igualdad para distinguir la ecuacion de primer grado
equivalente a una dada. Expresan que la ecuacién 4 — S?x = 7 es equivalente con 5x = —17.

Dificultades en Geometria analitica

En los siguientes péarrafos presentamos las dificultades en el &rea de Geometria analitica
identificadas en este trabajo.

La mayoria de los estudiantes tienen problemas para relacionar los sistemas de coordenadas
rectangulares y polares pues no logran determinar los elementos que determinan las coordenadas
de un punto para cada sistema. Por ejemplo proponen que el punto P(—2,2) en el sistema
coordenado rectangular se corresponde con el punto (2, 45°) en el sistema coordenado polar.

Tienen problemas para determinar un elemento de la pardbola dados ciertos elementos de la
misma pues no distinguen la orientacién de la parabola. Proponen que las coordenadas del foco
de la parabola con vértice en el origen, eje focal sobre el eje X y directriz x = —4, son (0, —4).

Determinar entre un conjunto de ecuaciones aquella que corresponde a la ecuacion de una recta
perpendicular a una dada. Tal parece que extrapolan la idea de “Si las pendientes de dos rectas
perpendiculares tienen signo contrario entonces los coeficientes de la ecuacion general también
tienen signos contrarios”. Por ejemplo proponen que la ecuacion de una recta perpendicular a la
recta2x —3y+6=0es: —2x+3y—6=0.

Presentan dificultades para calcular la excentricidad de una elipse dada su ecuacion. Por ejemplo,

2 2

5 .. . .,
expresan que — es la excentricidad de la elipse cuya ecuacion es ’;—5 + % =1.

No reconocen los elementos necesarios para determinar la ecuacion de una elipse. Por ejemplo
expresan que la ecuacion de la elipse con focos en los puntos (0,3) y (0,—3) y la longitud de su

. x2 yZ
eje menor 8, es — + == 1.
9 16

Manifiestan dificultad para reconocer que un problema demanda determinar el extremo de un
segmento y no el punto medio entre dos puntos dados. Por ejemplo: Sea P(—1,—1) uno de los
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extremos del segmento PQ y el R(2, 1) el punto medio del segmento. Las coordenadas del punto
Q son (1,0).

Tienen problemas para determinar la tangente de un angulo de inclinacion. Cometen el error de
. , . . -, 1
expresar que la pendiente de una recta cuyo angulo de inclinacion es de 45°, es >

Dificultades asociadas al area de Algebra impactan en Geometria analitica, tal es el caso de la
falta de dominio sobre las propiedades de la igualdad cuando se solicita transformar la ecuacion
de una recta dada en forma explicita a su forma general. Un ejemplo es el error que se manifiesta

., 5
cuando expresan que la ecuacion de larecta y = —5x+5ensu forma general es 5x — 2y + 5 = 0.

4. REFLEXIONES

Los errores cometidos por los estudiantes se interpretan como conocimientos que no resultan
validos en cierto contexto, es decir, los estudiantes tienen cierto conocimiento que pudo ser
funcional en algunos momentos y situaciones, ello se hace su reafirmacion; pero al cambiar a otro
contexto, muchas veces requiere ajustarse o demanda rupturas de los conocimientos previos. Tal
es el caso del aprendizaje de la potenciacion, la cual en la secundaria su tratamiento didactico se
presenta como una multiplicacion reiterada al trabajar con exponentes naturales pero en el
bachillerato esta idea no tiene significado al considerar exponentes negativos, el cero o
exponentes fraccionarios.

Con respecto a las dificultades en las areas que se analizaron en parrafos anteriores, se puede
inferir que la persistencia de las dificultades esta en interpretar a un nimero como un resultado y
no poder apreciarlo como una equivalencia a un procedimiento, por ejemplo el nimero 25 como
(5)?, esto de igual manera se refleja con los nimeros negativos; la linealidad de los
procedimiento algebraicos, todos ellos en relacion frecuente con operaciones relacionadas con los
exponentes. Cuando los estudiantes del area de geometria analitica presentar problemas en
relacionar equivalencias entre diferentes sistemas de coordenadas, parece que la persistencia esta
en la orientacion de ciertos elementos, llamense ubicacion del punto o de un vector con respecto
al angulo, de una parabola, ecuaciones de lugares geométricos como rectas perpendiculares, todo
ello con relacion al signo o valores de ciertos elementos que se expresan en las ecuaciones de
dichos lugares geométricos, como pendientes, excentricidades, puntos medios, entre otros; asi
como persistencia de errores algebraicos que apoyan a un resultado erréneo en el area de
Geometria Analitica.

Una vez identificado el tipo de persistencia, se desea buscar explicaciones al reconocer la
existencia de dificultades de diferentes naturaleza como pueden ser propias de la matematica,
derivadas de la ensefianza o de las demandas cognitivas en el estudiante.

Si la presencia del fendmeno de persistencia del error se ha reportado en resultados presentados
30 afios atras aun estan presentes en las producciones de los estudiantes, como se aprecio por
medio del diagnostico, entonces ¢Qué conocimientos tienen los profesores sobre la presencia de
tales errores? Inclusive ¢(Como es interpretada la nocion de error por los profesores? ¢Qué
tratamiento le es dado en las aulas de matematicas? Por otro lado ¢(Como son interpretadas las
nociones matematicas asociadas a los errores que comenten los estudiantes? ¢Qué tratamiento
didactico se le otorga en las aulas? ¢Cuales son los procesos de construccién de conocimiento
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asociados a las nociones matematicas asociadas a la persistencia del error? Estas seran las
preguntas que guiaran la siguiente etapa de la investigacion.
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