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Resumen

Paulatinamente, la modelacion ha ganado terreno como estrategia de ensefianza en el aula de
clases a casi todos los niveles educativos. Asi mismo, se han analizado las ventajas de
considerar a la graficacion en el aprendizaje de temas matematicos. Sin embargo, al
considerarlas tnicamente como “una aplicacion de la matematica” y “la representacion del
concepto de funcién”, respectivamente, se opacan aspectos funcionales cruciales que
permitan un avance en el redisefio del discurso matematico actual. El presente laboratorio
parte de una reflexién y critica profunda de dichos conceptos, desde una postura
socioepistemoldgica, a partir de la implementaciéon y discusion de disefios de situacién
basados en el binomio Modelacion-Graficacion, con la intencién de que puedan ser
utilizadas en la préctica docente.

Palabras clave: Modelacion-graficacién, disefios de situacién, bachillerato, usos de las
graficas.

1. PROPOSITOY ALCANCE

La intencién principal del Laboratorio es ejemplificar y analizar algunas actividades donde se
puede dar evidencia de una resignificacion de las nociones de variacion y comportamiento
tendencial. Consideramos que por medio de estos ejemplos, es posible reinterpretar la
importancia que revisten las nociones de Modelacion y Graficacion en el &mbito escolar, con la
finalidad de ubicarlas en un estatus distinto al que actualmente tienen.

Al considerar como eje medular al binomio Modelacidn-Graficacidon, nos enfocaremos en el
analisis de los argumentos que los participantes realicen sobre los los usos de las graficas que se
generen en las actividades. Por lo que la grafica bajo esta mirada ya no es sélo la representacion
del concepto de funcion, sino que es un medio que soporta el desarrollo del razonamiento,
ademas, es argumentativa y es en si misma una modelacion (Cordero, 2008; Suarez & Cordero,
2010; Rosado, 2004; Cordero, Cen & Suarez, 2010; Zaldivar, Cen, Méndez, Bricefio & Cordero,
en prensa).

Un aspecto medular que consideramos, es que ninguna propuesta tedrica o didactica serad
relevante si no se incluye en el proceso de desarrollo a los actores principales del sistema
didactico. Es asi que decidimos dirigir el presente proyecto a profesores en formacién y en
ejercicio, principalmente de los niveles medio superior y superior, preferentemente profesores de
calculo y/o fisica, que conozcan los contenidos principales de tales asignaturas y tengan
conocimientos elementales sobre calculadoras graficadoras y el software Geogebra.

2. MARCO TEORICO

Como ya se ha mencionado en parrafos anteriores, el marco empleado para el desarrollo de los
disefios que se mencionaran posteriormente es la Socioespistemologia. Este marco no mira a los
conceptos y sus diferentes estructuraciones en forma aislada, sino atiende a las practicas que
producen o favorecen la necesidad de tales conceptos. La Socioepistemologia modela una
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construccién social del conocimiento matematico en escenarios socioculturales, donde la Practica
Social se considera normativa de la actividad y generadora de conocimiento matematico (Ver
Cordero, 2008; Cordero, Cen & Suarez, 2010; Cantoral & Farfan, 2003; Cantoral et al, 2006).

Por ello la grafica de la funcién es asumida como aquella herramienta para construir
conocimiento. La gréafica en este marco es ubicada en otro estatus, pues esta es asumida como
una practica institucional, pues ha permanecido en el discurso matematico escolar y se ha ido
transformando para establecerse tal como lo conocemos en la actualidad (Cordero, Cen y Suérez,
2010).

Como ya se menciond, se pretende que durante las actividades hacer reflexion en torno al uso de
las gréficas que se vayan generando. De esta manera, el uso de la gréafica es comprendido por el
rol de desempenia la grafica en alguna situacion, lo cual permite identificar el funcionamiento y su
forma. En donde el funcionamiento es entendido como la funcién orgénica que tiene en esa
situacion, que ofrece una forma especifica para ser abordado (Cordero, Cen y Suarez, 2010;
Zaldivar, et al, en prensa). La relacion funcionamiento y forma guardan una relacion dialéctica,
es decir debaten entre si y se van reorganizando para dar lugar a otros funcionamientos y formas
gréaficas. Lo cual significa que la gréfica se resignifica. La resignificacion es interpretada como la
construccién del conocimiento mismo en la organizacion del grupo humano, normado por lo
institucional, que se manifiesta en el uso del conocimiento dentro de una situacion especifica
(Cordero, 2008).

Aspectos medulares durante el Laboratorio seran las nociones de Modelacion y Graficacion. Es
por esta razdn que conviene delimitar en este apartado, las caracterizaciones que desde la
Socioepistemologia se realizan de estas nociones.

A diferencia de varias investigaciones que consideran a la grafica como la representacion del
concepto de funcion, en Socioepistemologia, la graficacion se considera como el estudio del uso
de la gréfica en situaciones especificas que responden a la funcionalidad del conocimiento
matematico (Zaldivar, et al, en prensa). En este sentido, la gréafica se torna una herramienta y un
argumento que se desarrolla y norma la construcciéon de conocimiento (Cordero, et al., 2010);
admitiendo asi que la grafica es un modelo que se sostiene a si misma.

Por otro lado, consideraremos a la Modelacion Escolar desde la Socioepistemologia no como una
mera aplicacion de la matematica, que consiste basicamente en transformar la realidad en
ecuaciones matematicas; sino que la modelacion expresa un construccion de conocimiento
matematico por medio de la produccion de argumentos y herramientas de corte matematico
provocados por los usos que los participantes hagan de la grafica. En nuestro caso particular,
afirmamos que con este viraje en la modelacion, no como aplicacion sino como construccion, las
gréficas de las funciones se integrarian a la modelacion en un binomio indisoluble y dialéctico: la
modelacion-graficacion (Suarez & Cordero, 2010; Zaldivar, et al, en prensa).

En las situaciones de modelacion del movimiento y temperatura, que se propondran en las
secciones siguientes, se pretende desarrollar en los participantes ideas de variacion y de
comportamientos con tendencia. La finalidad es hacer emerger justificaciones funcionales por
medio de los usos. Es decir, no se privilegian los conceptos matematicos, sino sus usos y un
desarrollo de éstos. También se privilegian las argumentaciones situacionales en torno a la
modelacién y su desarrollo (Buendia y Cordero, 2005).
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3. METODO

Durante el laboratorio se confrontaran las diversas visiones que sobre la modelacion y la
graficacion se tienen entre los participantes y cémo éstas visiones permean en el sistema
didactico y en las clases de matematicas actuales. Posteriormente, se consideraran tres momentos
como parte de la dindmica operativa del laboratorio:

Momento 1: La experimentacion en equipos de trabajo. Se propondran actividades que hacen
alusion a fendmenos fisicos concretos con ayuda de sensores de movimiento, temperatura y una
situacion con ayuda del software Geogebra. En cada una de las actividades, se obtendran gréaficas
que indican el comportamiento de los fenémenos.

Momento 2: Producciones y discusion de los participantes. Se haran evidentes los usos de las
graficas, mediante sus funcionamientos y formas.

Momento 3: Reflexiones de los constructos con base en los ejemplos analizados. Se discutira la
modelacién y a la graficacion desde la perspectiva socioepistemoldgica y la fundamentacién de
las situaciones mostradas.

4. DISENOS DIDACTICOS

Los disefios que a continuacion se ejemplifican no privilegian en primera instancia a los
conceptos matematicos, sino sus usos y un desarrollo de estos Gltimos. También se privilegian las
argumentaciones en torno a la modelacion y su desarrollo (Buendia y Cordero, 2005).

En los disefios que se presentan, se ponen en juego categorias como el Comportamiento
Tendencial de las Funciones (Cordero, 1998) y el binomio Modelacion-Graficacion (Suarez,
2008). En general, con esas categorias se privilegian los desarrollos de usos de las graficas, que
proveen de elementos para manifestar una resignificacion (Cordero, Cen & Suérez, 2011). Cabe
mencionar que en este apartado no se pondran las actividades completas, sino solo algunas
preguntas que consideramos como medulares en el transcurso del disefio.

La situacion del Resorte

Esta situacion tiene como propoésito que los participantes desarrollen ideas relacionadas con el
pensamiento variacional y de estabilidad. Se pretende que los participantes expresen nociones de
variacion, por ejemplo, se mueve rapido, lento, ya no se mueve; entre otras; las cuales seran
expresiones naturales para ellos pero que mantienen una relacion conceptual con las nociones de
variacion. Asi mismo, que los participantes manejen ideas relacionadas con comportamientos con
tendencia; es decir, que dado un comportamiento, hacer que otros comportamientos se les
parezcan. En esta parte, la idea que se pretende que se genere es la de “comportarse” como otra
grafica. Se discutiran aspectos que tendran que ver con la forma de la grafica que se generaria a
partir del movimiento del resorte cuando se le pone una pesa y a su vez se modela con ayuda de
la calculadora y un sensor de movimiento (Zaldivar & Cordero, 2012) (Figura 1).

Figura 1. Instrumento de modelacion.
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Ademas, se realizaran cuestionamientos sobre aspectos que tienen que ver con las condiciones y
los factores que entran en juego en dicho fendmeno y como esto afecta a la forma de la grafica.
Posteriormente se dirigiran las discusiones hacia la anticipacion de la forma de la gréfica pero
cuando se considera un tiempo largo, ademéas de que en actividades posteriores se pretende
comparar comportamientos representados por graficas. Por ejemplo, cuéles son las diferencias
entre las graficas que se muestran en la Figura 2:
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Figura 2. Comparacion entre gréaficas.

La situacion del Equilibrio Térmico

La situacion del Equilibrio Térmico plantea a los participantes el caso cuando dos cuerpos de
diferentes temperaturas internas entran en contacto. Cuando dos sistemas, dos objetos, que se
encuentran a diferente temperatura se ponen en contacto térmico, al cabo de cierto tiempo ambos
quedan con igual temperatura. Este hecho se explicaba en el siglo XVIII con la teoria del
calorico, el cual se decia que era un fluido invisible e imponderable llamado calorico que fluia
desde el sistema que tenia mas caldrico hasta el que tenia menos caloérico hasta alcanzar la misma
temperatura. Le correspondid a Benjamin Thompson y a James Joule dar las primeras pruebas
que:

El calor es la energia transferida entre dos sistemas y estd relacionado con la diferencia de
temperatura entre ellos

Una consecuencia de este concepto es la evolucion de la temperatura de los sistemas hacia un
equilibrio térmico con los que les rodean.

La situacion que se propone consistird en tener dos recipientes con liquidos a diferentes
temperaturas, y que entran en contacto al poner uno dentro del otro. Suponiendo que la
temperatura inicial de ambos liquidos sea diferente, estas interacciones provocan que la
temperatura del liquido que estaba mas frio aumente paulatinamente y la del que de inicio estaba
mas caliente disminuya. El proceso tiende a una situacion final de equilibrio térmico entre ambos
liquidos. Esta es la idea que se tratara de generar con los participantes usando para ello los
comportamientos graficos que propongan asi como las reflexiones de los mismos. Nuevamente
los usos de las graficas a partir de comportamientos con tendencia seran los argumentos que
emergen para explicar la situacion.

Algunas de las actividades que se pediran a los asistentes al laboratorio seran:
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1. En un recipiente poner agua. Se elevara la temperatura del agua, exponiendo dicho recipiente
se expondré a una fuente de calor, ya sea una llama de un mechero o por cualquier medio. Se
considera un tiempo pertinente para que el agua adquiera una temperatura notablemente mayor a
la inicial. De igual manera, se considerara otro recipiente con agua al cual no se le aplicara calor
alguno, sino que se dejara la temperatura ambiente que tiene el agua en ese momento. Si fuera
posible, se podria considerar conseguir agua helada para observar una diferencia en los dos
recipientes.

Posteriormente, con ayuda de los sensores de temperatura se introducen dentro de los recipientes
con el agua a diferentes temperaturas. La calculadora comenzara a registrar datos hasta que se
consideren suficientes.

2. Consideremos el experimento anterior. ;Como es la gréafica de la temperatura para cada uno
de los casos?

3. ¢(Qué sucederia con las graficas anteriores si uno de los recipientes se introduce dentro del
otro? ;Qué pasaria con las gréficas de las temperaturas si consideramos un tiempo muy grande?

Angry Birds y las ecuaciones del tiro parabdlico

Para la aplicacion de la actividad, se sugiere trabajar en parejas, para poder comentar los
resultados y hacer mas 4gil la toma de datos desde el software. De igual modo, se optimizan
recursos, en el caso de que la institucion no cuente con suficiente equipo de computo. Es
necesario también que dispongan de una calculadora cientifica para las actividades.

La secuencia comprende una hoja de trabajo y cuatro archivos de GeoGebra disefiados ex
profeso. La hoja de trabajo comprende a su vez cuatro secciones, las cuales se corresponden con
los archivos de GeoGebra, y que se detallan a continuacion.

a) En la primera seccion, se retoma el ambiente del videojuego y se explica como esta siendo
simulado en el software GeoGebra. Ademas de ser exploratoria, esta primera seccion indaga en
los conocimientos previos del alumno, al preguntarle sobre los parametros que se estan
manipulando en el juego, y que a su vez determinan la trayectoria del proyectil.

b) La segunda seccion de la hoja de trabajo demanda ya valores que han de obtener por medio de
la manipulacién del software. En ella se retoman los parametros acordados en la seccidn anterior
y se piden valores especificos de dichos parametros para lograr golpear los objetivos del
proyectil. Una vez recolectados los datos, se abre una pregunta para la discusién en parejas: si
esos valores reportados son Unicos 0 no, y por que.

Se espera que los participantes puedan determinar distintos pares de valores para los parametros
de modo que con ellos logren impactar al objetivo. En cuanto a la ultima pregunta, la discusion
que se espera es en cuanto a la variacion de los parametros. Por ejemplo, si disminuye uno, tiene
gue aumentar el otro, o viceversa. Dada la popularidad del juego, aqui podrian reportarse
respuestas “casuisticas”, o bien, que serian posibles dentro del contexto del juego. Por ejemplo,
que al tirar un cerdo éste puede tirar a otro, o el pajaro rebota, u otras situaciones similares que se
dan dentro del videojuego, pero que no son simuladas en el software.

c) En la tercera seccion, se exploran aspectos variacionales en los participantes, a través de
cuestionamientos sobre el cambio de las variables. Para ello, se recurre a una circunstancia que es

Memoria de la XVI Escuela de Invierno en Matematica Educativa . 396



j XVI EIME 2013 7. Modelacion matemadtica y aplicaciones.
f Matemadticas en contexto

usual en el videojuego: la trayectoria del dltimo péajaro tirado se deja visible, de modo que el
jugador pueda mejorar el siguiente tiro. A partir de eso, lo primero que se pide es igualar la
trayectoria de un proyectil (que esta ilustrada en la pantalla), y con ese par de parametros, hallar
otro par que mejore el tiro y logre impactar en el punto marcado como objetivo. Se explora a
continuacion la variacion de un parametro dejando fijo el otro.

6. Abre el archivo “hoja 3.ggb”. Como veras, algin jugador poco experto ha lanzado el primer pajaro y no le ha
atinado al objetivo.

a) ¢Puedes igualar su trayectoria? Anota abajo los parametros que determinan ese vuelo

Angulo: Velocidad inicial:
b) Los programadores de angry birds han dejado a propdsito la trayectoria del pajaro anterior para que te guies, pero
¢La sabes usar? ;Como tienen que ser los parametros del siguiente tiro para golpear al objetivo?

Angulo: Velocidad inicial:

c) Si fuera el mismo angulo de tiro, ;como tendria que ser la velocidad inicial?
d) Si fuera la misma velocidad inicial, ;como tendria que ser el angulo de tiro?

Para los incisos b), ¢) y d) se esperan tanto respuestas cualitativas como cuantitativas. Puede
responderse diciendo que el &ngulo tendria que ser mayor o menor, o bien la velocidad. De igual
forma, pueden reportarse valores especificos de angulo y velocidad que logren el impacto en el
objetivo. Especificamente, en ¢) y d) seria deseable que las respuestas fueran de modo cualitativo.

d) Finalmente, la cuarta seccién de la hoja de trabajo remite a un disefio en GeoGebra que
permite visualizar dos situaciones; por una parte, el fendmeno real (de lado izquierdo), el cual se
encuentra incluso ambientado por el entorno del videojuego. Por otra parte, de lado derecho se
encuentra la ecuacion de posicién del objeto (o funcion de altura) que se obtiene de la formula
discutida previamente, y ambientada como si fuera un pizarrén de clase tradicional. Tal distincion
se hace intencionalmente para resaltar la diferencia entre la trayectoria del ave (el fendmeno que
ocurre en realidad) de la funcion que determina su altura.
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Figura 3. Entorno de la “Hoja4.ggb”
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En la ultima seccidn, se pretende trabajar analiticamente y poder observar y/o comprobar los
resultados en el software. Se plantean cuatro primeros problemas, los cuales se pide resolverlos
de modo aproximado usando el software, de modo que pueda visualizarse en el software lo que
demanda el problema. Los segundos cuatro problemas, se pide que se resuelvan de modo
analitico, usando las ecuaciones antes mencionadas, y que los resultados sean comprobados en el
software.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Las situaciones que aqui se consideraron han sido aplicadas en diversos escenarios, tanto
escolares como extraescolares, como por ejemplo, de Divulgacion Cientifica. Dicha evidencia
muestra, entre otras cosas, la tarea compleja que resulta la lectura, interpretacion y construccion
de las gréficas cartesianas.

Sin embargo, la mirada al uso de la grafica, nos permite ubicarnos al ras de ciertas practicas que
estan normando la actividad. Por ejemplo, entre los resultados que se han obtenido en la situacion
del Resorte, encontramos que ante la pregunta inicial de ““;cudl serd el dibujo del movimiento del
resorte cuando le ponemos una pesa?”, muchos de los participantes responden atendiendo a
aspectos que tienen que ver con trayectorias para indicar direccion y sentido del movimiento, por
medio de dibujos iconicos y aspectos gestuales (Zaldivar & Cordero, 2012). Algunas de las
producciones de participantes en escenarios de divulgacion y extractos del tipo de respuestas las
encontramos en las figuras siguientes:

&

—
—

=)

Figura 4. Flecha con Figura 5. Flechas con Figura 6. Dibujos iconicos Figura 7. Iconos
direccion. direccion y sentido.  para indicar intensidad.  describiendo temporalidad

Extracto

Divulgador: y a ese resorte le vamos a poner
una pesa (Se muestra la pesa y el resorte a los
participantes). [...] ;Y qué creen que va a
hacer?...

Participante A: estirarse...[...]

Participante B: brincar... [Realiza un
movimiento repetido con la mano de “subir y
bajar”]

Participante C: vibrar...

Extracto 1. Frases usadas ante la pregunta Figura 8. Recursos gestuales.
inicial
Al respecto de estos resultados, algunas investigaciones mencionan que este tipo de producciones
son comunes, sin embargo, no son considerados como elementos a discutir en las clases de
matematicas, puesto que son consideradas incorrectas y sin ningin uso para propositos cientificos
dentro de lo escolar (DiSessa, Hammer & Sherin, 1991). Sin embargo, nuestro analisis sobre el
uso de las graficas ubica este tipo de producciones como expresiones culturales del saber, es
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decir, como manifestaciones del cotidiano del ciudadano (Zaldivar & Cordero, 2012; Zaldivar, et
al, en prensa).

Con base en estos resultados, nuestra intencién no es afirmar que las clases de matemaéticas
deberian empezar ensefiando “trayectorias”, mas bien, llamamos la atencion al reconocimiento de
que existe un pensamiento y un uso quizas para orientar de la nocion de gréfica cartesiana que en
el discurso es opacado por otros procedimientos, como por ejemplo la ubicacién de puntos en el
plano cartesiano. Consideramos que ese uso de la gréfica factual, donde se puede entender al uso
de una grafica-en-accion, aun deberia exponerse a procesos de resignificacion graduales y
progresivos hacia un uso mas sofisticado de lo que seria una grafica cartesiana.

En particular, investigaciones desarrolladas en la Socioepistemologia subrayan la necesidad de
hacer un redisefio del discurso matematico escolar. Para ello, es necesario reconocer aquellas
practicas que generan conocimiento matematico e incorporarlas en el sistema didéctico.

Nuestras reflexiones en torno al laboratorio consideran precisamente al comportamiento de las
graficas como una categoria que no pertenece a la estructura matematica, sino que €s un recurso
para hablar de ciertas propiedades matematicas de las funciones, dentro del marco le damos un
estatus diferente pues concebimos a las graficas de las funciones como argumentativas del
Célculo. Con tal estatus, abordamos a las graficas como el objeto de estudio que incluye a las
practicas relacionadas con su construccion. Por ello, surge la necesidad de hacer estudios de los
usos y desarrollos de las practicas de graficacion y modelacion, que favorezcan una matematica
funcional.

Esperamos que el contenido del taller sirva para reflexionar sobre la importancia que reviste
incluir en el disefio de situaciones aspectos concretos de la practica docente, para que de esta
forma se reformulen las actividades y que posteriormente podran impactar en el salon de clases.
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