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Resumen

Aprendizajes de Matematica y habilidades de razonamiento aparecen frecuentemente ligadas,
hasta el punto en que suele admitirse que conseguir los primeros tiene como consecuencia la
adquisicion de las ultimas. Sin embargo, existen evidencias de que esto podria no ser asi y
resultaria necesario prestar atencion a explicitar las estructuras deductivas presentes en las

argumentaciones matemdticas, como manera de propiciar su apropiacion por parte de los
estudiantes (Durand-Guerrier, 2003, Inglis & Simpson, 2008; Morou & Kalospyros, 2011).

En este taller, dirigido a profesores que se desemperian en la educacion media o en la superior y a
estudiantes de profesorado, el objetivo es sensibilizar acerca de la necesidad de mostrar desde la
ensefianza el rol que las estructuras deductivas juegan en el aprendizaje de Matematica.

Palabras clave: Formacion de profesores, estructuras deductivas, enseiianza y aprendizaje de
Matemadtica, razonamiento, argumentacion.

INTRODUCCION

Es frecuente que Matematica y razonamiento se asocien, de manera que se asume que el
aprendizaje de la primera provoca la adquisicién de habilidades en el segundo, y esta razon se ha
esgrimido como una de las que justifican la inclusion de Matematica en el curriculo.

Sin embargo, las caracteristicas de este vinculo en general permanecen difusas: el desarrollo de
habilidades en qué clase de razonamiento (deductivo, inductivo, por analogia, entre otros) resultan
estimuladas por el aprendizaje de Matematica? ;Este desarrollo se produce como simple efecto
colateral del aprendizaje, o existen otros factores relevantes para conseguirlo, como la naturaleza de
los contenidos matematicos o la explicitacion desde la ensefianza de la presencia de formas de
razonamiento asociadas a los argumentos matematicos?

Algunos resultados muestran que sin ensefianza intencional, puede ocurrir que los estudiantes no
reconozcan las estructuras de razonamiento utilizadas, y en consecuencia, no consigan apropiarse
de ellas (Durand-Guerrier, 2003, Inglis y Simpson, 2008, Morou y Kalospyros, 2011, Chavez y
Caicedo, 2014).

Este taller busca atender a este problema, focalizdndose en estructuras de razonamiento deductivo y
en las formas argumentales, a partir de una vision tedrica desde los fundamentos 16gicos basados en
la nocion de condicional, y contribuyendo a la préctica cotidiana en clase con ejemplos de temas en
los que es posible utilizar la ensefianza de contenidos matematicos para, ademads, generar instancias
donde los estudiantes pueden razonar y reconocer las formas argumentales que estan usando.

A continuacion se presenta un breve marco teorico.
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MARCO TEORICO
Trayecto historico de la nocion de condicional

Aristoteles (384-322 a.C.) es considerado el precursor de la Logica, al introducir los silogismos y
discutir cudles de estas formas argumentales eran correctas (algunas de sus conclusiones resultaron
equivocadas, a la luz de desarrollos posteriores); mostrd, ademas, una preocupacion por el problema
de cuantificar proposiciones, que vino a tener solucion recién en el siglo XX.

Un avance posterior puede encontrarse en Filon de Megara (Durand-Guerrier, 2003) cuyo trabajo se
desarroll6 alrededor del afio 300 a.C., retomando y ampliando el de Aristoteles. A €l se debe la
definicion acerca de cuando una sentencia condicional es cierta.

En Calculo Proposicional, si A y B son dos formulas bien formadas (fbf), se define el valor de
verdad de la formula (A) — (B), llamada condicional, diciendo que es falsa si y sdlo si la fbf A es
cierta y la fbf B es falsa. A y B se llaman, respectivamente, antecedente y consecuente.

Desde Filon, no se registran avances importantes en Logica hasta Leibnitz, con su objetivo de crear
una “Simbolica” o “Caracteristica”, ciencia en la que se podrian expresar todos los razonamientos:
“Es de esta ciencia que dependeria entonces el desarrollo de las diferentes partes de la Matematica”
(Brunschvicg, 1945, p. 227).

Esta misma posicion fue defendida entre finales del siglo XIX y comienzos del XX por otros
matematicos, como Giuseppe Peano, Augustus de Morgan y George Boole.

Con sus trabajos se resolvieron cuestiones de Céalculo Proposicional (con el uso de la algebrizacion
de este célculo), se plantearon adecuadamente los problemas relacionados con la cuantificacion
(aun cuando su solucion recién se logro con Gottlob Frege) y se avanzo en la nocion de teorias
axiomaticas.

Finalmente, se establecid el valor de verdad de formulas cuantificadas; con la designacion de
implicacion material que dio Bertrand Russel a estas sentencias condicionales, tenemos que:

La fbf (¥x) ((A) — (B)) es cierta en un dominio si y sé6lo si (A) — (B) es cierta para cualquier
instanciacion de la variable x en ese dominio; es cierta si es cierta en cualquier dominio.

La fbf (3x) ((A)—=(B)) es cierta en un dominio si y sélo si (A) — (B) es cierta para alguna
instanciacion de la variable x en ese dominio; es cierta si es cierta en cualquier dominio.

Relacion entre condicional y estructuras deductivas

A lo largo del siglo XX fueron configurdndose dos maneras de enfocarse en el problema de la
deduccion.

En la teoria semantica, se comienza estableciendo el valor de verdad de una formula, desde alli se
definen las tautologias como férmulas que son ciertas en cualquier interpretacion, y se establecen
las reglas de inferencia a partir de tautologias que tengan la forma de un condicional.

Las reglas de inferencia, en esta perspectiva, resultan de las tautologias; si la formula:
(A1) A (A2) A... A (An) — (B)
es una tautologia, entonces la formula B es consecuencia logica de las premisas Aj, Ay, ..., Ap.

En la teoria sintactica, en cambio, lo que se asume como punto de partida en el llamado método de
deduccion natural, son las estructuras deductivas que se construyen con el uso de reglas de
transformacion. Estas reglas aparecen de a pares, de manera que una de ellas sirve para introducir

647



un conectivo y a otra para eliminarlo. Asi, por ejemplo, del conocimiento de las férmulas A y B se
deduce AAB, mientras que del conocimiento de AAB se deducen tanto A como B.

El método de deduccion natural es mas proximo a la forma de trabajo en Matematica, y se acerca a
la idea primitiva de Euclides, de que deben obtenerse demostraciones de enunciados a partir de
otros, tomados como ciertos, mediante reglas que justifican la construccion de secuencias de
enunciados que culminan en el que se quiere probar.

Modus ponens y modus tollens

Filon de Megara enunci6 estas dos reglas, respectivamente, de la siguiente manera:
“Si el primero, el segundo: el primero; por lo tanto, el segundo”

“Si el primero, el segundo: no el segundo; por lo tanto, no el primero”

Estas dos reglas de inferencia son de las mas usadas en Matematica. Para ejemplificar lo que se
planted en la seccion anterior, se presenta la relacion del modus ponens con tautologias y las
sentencias condicionales.

La forma verbal que describe el modus ponens puede traducirse en términos del Calculo
Proposicional de la siguiente manera (aunque mediante convenciones sobre precedencia de
conectivos, podrian eliminarse paréntesis): ((a — b) A a) — b. En esta formulacion, “—” es el signo
para el condicional y “A” el correspondiente a la conjuncion. El paréntesis antes del segundo signo
de condicional expresa la frase “si el primero, el segundo” (en el paréntesis interno) y “el primero”,
mientras que el segundo signo de condicional sirve para establecer que de esta conjuncion se
concluye “el segundo”.

Ahora bien, la sentencia ((a — b) A a) — b es una tautologia, es decir, una férmula que es cierta
para cualquier asignacion de valores de verdad a sus variables. Para ver esto, alcanza con notar que
la tinica forma de que fuera falsa seria que (a — b) A a fuera cierta y b falsa. Pero (a — b) A a, para
ser cierta, requiere a — b y a ciertos simultaneamente, con lo que b es obligatoriamente cierto y no
falso como hubiera debido ser.

Teniendo en cuenta lo mencionado en la seccion anterior, esta tautologia conduce a modus ponens
como regla de inferencia.

En la teoria sintactica, entretanto, modus ponens es una de las reglas de transformacién: del
conocimiento de (A) — (B) y A, se deduce B; la regla que complementa el par con ésta establece
que si a partir de A se ha deducido B, entonces se deduce (A) — (B).

Razonamiento por absurdo
La estructura de razonamiento por absurdo se fundamenta en la siguiente tautologia:
(a—b) < ((aAqb) — (dAqd))

Esta formula puede interpretarse diciendo que es equivalente que podamos deducir b de a
(representado en esta formula por “a—b”) a que podamos deducir de a y la negacion de b un
absurdo (en el condicional (a A qb) — (d A qd) la conjuncion de a y la negacion de b se representa
con “a A b”, mientras que “d A q d” representa un absurdo, al ser una féormula siempre falsa).

Vale la pena sefialar al menos dos asuntos en relacion con los razonamientos por absurdo.

El primero es una dificultad intrinseca al método: no se puede anticipar cudl es el absurdo al que se
va a llegar. A veces, se consigue como conclusion la negacion de una de las hipdtesis; en otras, se
llega a una contradiccion de algun resultado previamente probado.

Por eso, como forma de abordaje de problemas, el razonamiento por absurdo clasifica como una
estrategia heuristica, que puede conducir a la solucién pero no es seguro el éxito al usarla.
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El segundo, es una concepcion que frecuentemente se detecta en los estudiantes. Cuando se les
pregunta acerca de en qué consiste el método, suelen limitarse a decir que en suponer que no se
cumple la tesis. La compleja estructura de esta forma de razonamiento queda inadvertida para
muchos de ellos.

Reciproco y contrarreciproco, falacia abductiva

A cada enunciado condicional, “a — b”, se asocian un enunciado reciproco “b — a”, y un
contrarreciproco, “qb —qa”.

Una notable diferencia entre ambos, es que el segundo es equivalente al dado, mientras que el
primero no tiene relacion alguna con él. Sin embargo, esta diferencia no es percibida por muchos
estudiantes.

Una de las explicaciones de este hecho es la presentada por Cecilia Crespo en su tesis doctoral.
Muchas de las ocurrencias cotidianas de sentencias condicionales en realidad se refieren a
equivalencias (es decir, bicondicionales). Esto puede contribuir a que se pierda de vista el diferente
rol que juegan antecedente y consecuente.

Por otro lado, una sentencia bicondicional es cierta siempre y cuando los dos enunciados que la
componen tomen el mismo valor de verdad, lo que empuja mas en el sentido de confundir estos
roles.

Si esto ocurre, entonces es sencillo comprender por qué se incurre en el error llamado falacia
abductiva; parafraseando la forma en que Filon enunci6 el modus ponens, podriamos establecer esta
falacia diciendo que: “si el primero, el segundo; el segundo; luego el primero”. Es decir, de las
sentencias “a— b’y “b” se obtiene “a”.

Para esclarecer este punto, vale la pena hacer notar que de (A) < (B) se obtienen tanto (A)—(B)
como (B)—(A). Por eso, si se esta entendiendo un condicional como si fuera un bicondicional, la
estructura deductiva de la falacia abductiva corresponde a la aplicacion del modus ponens al par
formado por (B)—(A) y B.

Trabajo en taller

En el taller se presentaran tareas a los participantes, seleccionadas entre las siguientes, teniendo en
cuenta sus inquietudes e intereses:

a) Reconocer qué estructuras deductivas aparecen con frecuencia en la argumentacion matematica
en la clase.

b) Identificar situaciones habituales de clase en la que es posible poner énfasis, ademas de en el
contenido matematico, en las estructuras deductivas que forman parte suya.

c) Identificar en el discurso cotidiano, por un lado, y en el matematico del aula, por otro, sentencias
condicionales que se toman como bicondicionales y bicondicionales que se asumen como
condicionales.

d) Disenar una intervencion didéactica con la finalidad de utilizar la ensefianza de algun contenido
matematico para destacar la estructura de razonamiento por absurdo.
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