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Introduccion

Presento a ustedes un pequefio tratado que imbgpitear la ubicacion de
los niumeros primos en el conjunto de nimeros rakisapropone que
existe una distribucion de ellos basada en el ordenlos numeros
compuestos, tratando de que estas explicaciones aeagables y
entendibles para la mayoria de las personas cofotmacion matematica
basica, por lo que pido disculpas a los expertoalginas de ellas le
parecen innecesarias 0 repetitivas o si de acugrdo docta formacion
matematica peco de poco formal.

Espero que este andlisis asi como las conclusipuesian contribuir en

algo al estudio y comprensiéon del tema para algjovenes o a motivarlos

en su estudio, cabe explicar que el autor decidadizar el tema desde lo
mas basico y haciendo conclusiones propias, logingamla mayoria de

estas pertenecen al conocimiento matematico glgemt se siente una
especial satisfaccion cuando se llega a conclusipngpias aunque estas
ya hubiesen sido establecidas desde tiempos lejanos



VIl FESTIVAL INTERNACIONAL DE MATEMATICA
7 al 9 de junio de 2012. Sede Chorotega, Universidad Nacional, Liberia, Costa Rica

El conjunto de Numeros Primos

Para adentrarnos en este estudio primasmiegemos que todos los
numeros naturales N ={0,1,2,3,4,5,6....} podrianm&nos y partimos de
la definicion conocida que dice: “un namero prin® aguel que tiene
solamente dos divisores”, entendiendo como divisonimero por el que
se divide el numero propuesto obteniéndose un taskulentero (sin
decimales o residuo),por lo tanto y de acuerdo esa

convencion el numero 0, no sera primo, pues nasdedividir i

por 0, y el 1 no sera primo, pues solamente seepditlir por 6
el mismo.

8

Continuamos con el 2 y observamos que tiactamente 10

dos divisores el 1 y el 2, por lo tanto este seraramer primo, 13

gue tiene por cierto la particularidad de ser @caimimero
primo que es par (que se puede dividir por 2), poes solo 16

observar los que siguen a cada dos lugares eonginto, 18
notaremos que todos se obtienen como resultadouttglimar 20
el 2 por los niUmeros naturales del 1 en adelante. 22
24

Veamoslos mas detenidamente: 26

28

En la tabla adjunta de niumeros paresnfigcite notamos 30

gue hay una secuencia que se repite en los paEs gue SL 32
ultimo digito se repite cada 5 lugares, potalto se deduc 34
gue todos los ndameros pares terminaran @n6,2 o 0,y 36

como ya habiamos comentado anteriormente, istsibies 38
por dos, por lo tanto tendran como minimo tressdres que 40
son el mismo nimero , el 1 y el 2 por lo queerais primos. 42
44

De lo anterior se intuye que al menosnitad de los jg
numeros naturales, N ={0,1,2,3,4,5,6....} no seram@s. Con Ep

lo que las opciones se reducen a los terminadosingpares
{1,3,5,7 0 9}.
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Ahora estudiaremos lo que ocurre con los
multiplos de 3, este numero serd primo pues
Unicamente se puede dividir por 3 y 1, si
multiplicamos el 3 por cada uno de los nimeros

(o)}
(o)}

©
©

naturales obtenemos una secuencia como la que 15 6
aparece a la derecha en la primera columna. 18 9

Después de investigarlos a fondo buscando o4 6
un lugar comun que nos permita identificarlos y 27 9

discriminarlos con respecto a los demas
nameros, se nota que si sumamos sus digitos

tantas veces que al final nos dé un solo digito 33 6

vamos a encontrar que en todos, sin excepcion el 36 9

resultado al final ser4 3,60 9. _|
42 6
45 9

De lo anterior deducimos que no todos los
nameros naturales que terminenen 1, 3,5, 709

serian primos pues en la lista se observa que o1 6
hay varios que son pares y también otros 54 9
terminan en 1,3,5,7,9, por lo tanto algunos de los 757 |42 | 6
nameros terminados en esos digitos no seran 60 6
primos pues seran divisibles por 1, 3 y por ellos 63 9

mismos como minimo, con lo que se contradice
la caracteristica que esperdbamos se cumpliera.

69 15 6
72 9
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En la siguiente tabla observamos muy ri@milte que ningun numero
gue termine en 5 con excepcion de él mismo, s@o, pues todos seran
multiplos de 5, de 1 y de otro numero.

5 X 1 5
5 X 3 15
S X S 25
5 X 7 35
5 X 9 45
5 X 11 55
5 X 13 65
6 X * ***5

Por lo que hemos visto nos quedan soltraugociones para el dltimo
digito de un namero primo es decir que termin€eleB, 7 o 9.

Ahora observemos una pequefia lista deggrconocidos menores a 55,
de la que omitimos por conveniencia el 2y el 3:

S5 | 7 [11]13(17(19(23 29|31 |37|41|43|47 |53

Notaremos que al sumarles 1 a todos obtendrergosad multiplos de 6.

6 | 8 (1214|1820 |24 |30 3238|4244 148 |54

Y que al restarle 1 a los mismos, los queraa enultiplos ahora si los son.

4 16 (10]12 16|18 |22 28|30 3640|4246 |52

Si quiere puede hacerse el estudio con nsuclioneros y siempre se
encontrara lo mismo. Por lo tanto de lo anteriavxdgmos generalizar que
todo namero primo con excepcion del 2 y el 3, ya sestandole 1 o
sumandole 1 sera divisible por 6, si no cumple @ste requisito
definitivamente no sera primo.
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Con base en lo expuesto anteriormente g@ows desarrollar una
formula que nos permita generar nUmeros primos

Estos serian el resultado de multiplicalquier nUmero natural por 6 y
sumarle 1 o restarle 1.

Escrito algo mas formalmente seria algo asi
6xn -1

6xn+1

n” seria cualquier nimero que pertenez@njunto N={ 1,2,3...}

Eliminamos el signo x para sobrentender que si @iceesto significa 6 por n.
Si son dos numerales multiplicados usaremos utoyrpara mas facilidad.

O sea tenemos la siguiente formula:
6n-1
6n+1

Veamos una lista de nimeros originada tir plr esas formulas:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 ] 16

6n-1 | 5 |11 |17 |23 |29 |35 |41 |47 |53 |59 |65|71|77|83|89]|95

6n+l | 7 |13 |19 | 25|31 | 37 |43 |49 |55 |61 |[67|73|7985|91]|97

Observe detenidamente la lista y notaraajpiese encuentran todos los
nameros primos menores que 100 y que si contingia lafinito ahi estaran
todos los niumeros primos. Pero, hay algunos valdeesas, por cierto esos
otros destacados en amarillo se denominan numesoypuEstos porgque
resultan de multiplicar otros nimeros primos. Eraso anterior notamos que
25 es el producto de multiplicar el 5 por si mismeea 5 por 5, a esto se le
llama potencia o elevar al cuadrado, por eso diseque 25 es el cuadrado de
5, 49 el cuadrado de 7, otros compuestos soBxek 5.7, el 55=5. 11, el
65=5.13, el 77=7.11, el 85=5.17, el=9Y.13 y el 95=5.17.

A continuacion buscaremos un mecanismormsepermita eliminar los
nameros compuestos de nuestra lista de posible®griPara esto vamos a
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analizar una lista un poco mas larga y con masnaeiento a ver que
encontramos que nos permita generalizar una regla:

6x-1 6x+1 6x-1 6x+1 6x-1 6x+1 6x-1 6x+1
K 5 5 7
11 13 11 13 13
17 19 17 19 17 19
23 25 23 25 23 25
29 31 29 31 29 31
35 37 35 37 35 37
41 43 41 43 41 43
47 49 47 49 47 49
53 55 53 55 53 55
59 61 59 61 59 61
65 67 65 67 65 67
71 73 71 73 71 73
77 79 77 79 77 79
83 85 83 85 83 85
89 91 89 91 89 91
95 97 95 97 95 97
101 103 101 103 101 103
107 109 107 109 107 109
113 | 115 113 115 113 | 115
119 | 121 119 121 119 | 121
125 | 127 125 127 125 | 127
131 133 131 133 131 133
137 139 137 139 137 139
143 | 145 143 145 143 | 145
149 | 151 149 151 149 | 151
155 | 157 155 157 155 | 157
161 163 161 163 161 163
167 169 167 169 167 169
173 | 175 173 175 173 | 175
179 | 181 179 181 179 | 181
185 187 185 187 185 187
191 193 191 193 191 193
197 199 197 199 197 199
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6x-1 6x+1 6x-1 6x+1l x-B 6x+1 6x-1 6x+1
5 7 5 7 5 7
11 13 11 13 11 13
N 10 17 17 | 19
23 25 23 25 25
29 31 29 31 29 31
35 37 35 37 35 37
41 43 41 43 41 43
47 49 47 49 47 49
53 55 53 55 53 55
59 61 59 61 59 61
65 67 65 67 65 67
71 73 71 73 71 73
77 79 77 79 77 79
83 85 83 85 83 85
89 91 89 91 89 91
95 97 95 97 95 97
101 | 103 101 | 103 101 | 103
107 | 109 107 | 109 107 | 109
113 | 115 113 | 115 113 | 115
119 | 121 119 | 121 119 | 121
125 | 127 125 | 127 125 | 127
131 | 133 131 | 133 131 | 133
137 | 139 137 | 139 137 | 139
143 | 145 143 | 145 143 | 145
149 | 151 149 | 151 149 | 151
155 | 157 155 | 157 155 | 157
161 | 163 161 | 163 161 | 163
167 | 169 167 | 169 167 | 169
173 | 175 173 | 175 173 | 175
179 | 181 179 | 181 179 | 181
185 | 187 185 | 187 185 | 187
191 | 193 191 | 193 191 | 193
197 | 199 197 | 199 197 | 199
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6x-1 6x+1 6x-1 6x+1 x-6 6x+1
5 7 5 7 5 7
11 13 11 13 11 13
17 19 17 19 17 19
23 25 23 25 23 25
2ol s: 29 29 | 31
35 37 35 37 37
41 43 41 43 41 43
47 49 47 49 47 49
53 55 53 55 53 55
59 61 59 61 59 61
65 67 65 67 65 67
71 73 71 73 71 73
77 79 77 79 77 79
83 85 83 85 83 85
89 91 89 91 89 91
95 97 95 97 95 97
101 | 103 101 | 103 101 | 103
107 | 109 107 | 109 107 | 109
113 | 115 113 | 115 113 | 115
119 | 121 119 | 121 119 | 121
125 | 127 125 | 127 125 | 127
131 | 133 131 | 133 131 | 133
137 | 139 137 | 139 137 | 139
143 | 145 143 | 145 143 | 145
149 | 151 149 | 151 149 | 151
155 | 157 155 | 157 155 | 157
161 | 163 161 | 163 161 | 163
167 | 169 167 | 169 167 | 169
173 | 175 173 | 175 173 | 175
179 | 181 179 | 181 179 | 181
185 | 187 185 | 187 185 | 187
191 | 193 191 | 193 191 | 193
197 | 199 197 | 199 197 | 199

6x-1 6x+1

185
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6x-1 6x+1

Algunas observaciones que se derivan ddissmde los
cuadros anteriores y que se mantienen si se egtigmgtafico
podrian ser:

Notese que en ellos no aparece ningun il 3.

En ambas listas hay nameros que son mugtigéo cadg
uno de los nimeros primos que no son 2 ni 3.

En la columna de |la derecha o sea la del @suentra
todos los cuadrados de los numeros de ambas catumn

Después de un numero sus multiplos se pmas
exactamente a una distancia equivalente a ese valo

En la columna del 7 se empieza a contaramisis
después del cuadrado del numero.

En la columna del 5 se cuentan a partirradeghero si
pertenece a esa columna o a partir del resultasoudiglicar
los nimeros de la columna del 7 por 5.

Cada 5 numeros en la columna del 5 apanmeceultiplo
de los de la columna de la derecha, dicho de o#tieera, s€
podria generar la lista de la columna derecha igvib los
multiplos de 5 que aparecen en la lista de la cotuimquierd
e igualmente si esto se hace a la inversa.

Si hiciéramos esto hasta infinito tendrianuos criba| 161 |
infinita para generar todos los numeros primos
eliminacion.

A continuacion nos dedicaremos a buscar amauia quel 1g5 |
nos permita saber mas facilmente si un nimerones primo.
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Con base en las observaciones hechas &bl anterior podriamos
decir lo siguiente: 6x-1 6x+1

Los multiplos del 5 se presentan en la erarcolumna
del 35 en adelante cada 5 lugares o sea cadactes pueg
recordamos que esta tabla fue construida a paetimultiplos
del seis en cada caso restandole 1.

Veamos:
35 = 35+30.0 = 35+0
65 = 35+30.1 = 35+30
95 = 35+30.2 = 35+60
125 = 35+30.3 = 35+90
X = 35+30n
Por lo tanto tendriamos que todos los mamede es
lista que cumplan con la férmula 35 + 30n
compuestos.

Simplificando un poco la férmula observamos lo &gte:

35+ 30n = (5. 7) + (5.6n) que podemos trasforamar
5(7 +6n)

De igual manera observaremos que el 43,209 o sed
los mdaltiplos del 11 de la columna izquierda se rfzod
obtener de 11(7+ 6n),

77 = 77+66.0 = 77+0
143 = 77+66.1 = 77+ 66
209 = 77+66.2 = 77 +132

0 sea

X = 77+ 66n o0 x=(11.7)+18n) o0 11 (7 +6n)
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Continuando nuestra generalizacién podrs&armomprobar facilmente
gue se cumple lo siguiente: 6x-1  6x+1

Para el 17, sus mdltiplos en la columnalizgla se
cumple que:

x= (7.17) +(6.17n) que seriaigual a 1¥@h),
veamos otros:

x= (7.23) +(6.23n) que seriaigual a 28@h),
x= (7.29) +(6.29n) que seriaigual a 20@h),
x= (7.35) +(6.35n) que seriaigual a 36@h),

(o))
ol

y asi para todos los elementos de la columna idguéerda.

| 65
| 95

(]
(63}

Generalizando nuestra observacién tendrequespara
los niUmeros derivados del 6x -1.

[EEY
[
!

=
N
(&)

Son primos todos aquellos que no seanaglal

>

= =
o
!!

[EEN
(o))
[

(6x-1)(7 + 6n)

Donde x es cualquier nimero natural exceptzro y n
es cualquier natural.
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De acuerdo con lo anterior, mediante uo dat analisis veremos que en
la columna de la derecha ocurre algo muy paregiei@m con la diferencia de
qgue el primer nimero de la secuencia es el cuadiadcualquiera de los
elementos de los conjuntos de las dos columnaAshnemos:

25= 25+0 o0 55+6.50 0 setb+6.0)
55= 25+30 o0 55+6.51 o0sed+b(1)
85= 25+60 o0 55+6.52 0sed+b(2)
115=25+90 o0 55+6.5.3 o0sea+6(5)

Generalizando para los multiplos del 5 l@mrolumna
derecha tendriamos:

Multiplode 5 = 5(5+)6n
Analicemos los multiplos del 7:
49= 49+0 o 7.7+6.7.0 o0ség+6.0)
91= 49+42 o 7.7+6.7.1 o0Sseg+6.1)
133= 49+ 84 o 7.7+6.7.2 0S&g+6.2)
175=49+126 o0 55+6.7.3 0 se@+@.3),

Generalizando para los mdultiplos del 7 a&rcolumna]
derecha (6x+1), tendriamos:

x = 7(7+6n)

143

De igual manera para todos los 6x - 1 y+6podemos
decir que NO son primos los elementos de la colutenechal 155 |
gue se deriven de la siguiente formula: 161

r(r +6n)

Donde r es cualquier resultado de 6x -1»+86 con x
diferente de cero y donde n es cualquier nimenaralat
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Hasta el momento tenemos dos formulas que pesmiten

clasificar numeros naturales de las formas 6x-1xy16 como

11

13

primos 0 No primos pero vamos a ver que ocurredm@gmtamos

17

los dos conjuntos en uno solo.

19

23

Al ser los dos conjuntos iguales se enteglaie uno por medic

25

29

y arrastran las distancias entre los compuestoshgb& en cad

31

una de las columnas anteriores, pero duplicad@sados multiplos

35

de 5 ahora estaran a diez lugares del 5 haciatdelasel 25 hacig

37

adelante, como se puede observar en la columna akerechg

41

entrelazandose entre ellos. Y asi para todos logasle@alores.

43

47

Deberemos pues buscar una formula que nusitpegenerar

49

53

todos los multiplos de un nimero cualquiera a pdeli nGmero.

55

59

61

65

Como observamos anteriormente en la colurdealos

67

71

multiplos de 6x+1 encontramos todos los cuadraddesinimeros

73

Vamos a partir de estos para observar la reguthrida los

77

79

multiplos de 5.

83

85

25 = 25+0 = 5.5+5.055+ 5.2.0

89

91

35 = 25+10 = 5.5+525%5+52.1

95

97

95 = 25+30 = 5.5+5655+5.2.3

101

103

107

65 = 25+40 =5 5+5855+524

109

113

115

119

95 = 25+70 = 5.5+51455527

121

125

115 = 25+ 90 =5.5+5.186% %529

127

131

125 = 254100 =5.5+5.20=$52.10

133

137

5
5
5
5
85 = 25+60 =5 5+51255%526
5
5
5
5

145 = 254120 =5.5+5.25= $52.12

139

143

145




VIIl FESTIVAL INTERNACIONAL DE MATEMATICA
7 al 9 de junio de 2012. Sede Chorotega, Universidad Nacional, Liberia, Costa Rica

Ahora vamos a hacer o mismo con los masmle 7,

Para ilustracion se incluyen algunos nus@ee no se ven en el grafico, y
omitiremos el 35 pues este esta excluido como mumemo por la explicacion
anterior.

5
7

49 = 49 +0 = 7.7+7.0- 7.7+7.2.0 i1
77 = 49+28 = 7.7+7.2 77+7.22 o
91 = 49+42 = 7.7+76 7.7+7.23 %g
119 = 49+70 = 7.7+7.107F+7.25 =
63 = 49+14 = 7.7+7.2 7.7+7.21 =
105 = 49+56 = 7.7+7.8& 7.7+7.2.4 =
133 = 49+84 =7.7+7.12 79 +7.2.6 gé
147 = 49498 = 7.7+7.20 79 +7.2.7 >
175 = 49+126 = 7.7+7.27 79 +7.2.9 >

67
Noétese que hemos incluido otros numerosmpuson precisamen 71

multiplos de 6x -1 0 6x + 1(63...175), pero qusos multiplos de 7 73
este analisis también los incluye lo que nos peandxtender nuestr s

79

conclusiones para generalizar una féormula. 83
85

De lo explicado se puede intuir una formguee se plantearia ay 89
siendo p un namero de la forma 6x+1 o 6x-1, lostiplds de un prim gé
serian aquellos que cumplan con: 97
101

103

107

p.p+p.2.n osea p2+2pn o th@dn p(p + 2n). 109

113

Donde x seria cualquier niUmero natural mayor gyeniseria cualquie ﬁg

namero natural. 171

125
127
131
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Conclusiones 1

Por lo analizado anteriormente se concluyee el Conjunto de los NUmeros
Primos es un subconjunto ordenado del conjuntiNaimeros Naturales, que se
compone del 2 y el 3, ademéas de todos los multiglp$x + 1 y 6x - 1, con la
excepcion de aquellos que se pueden expresar .como

(6x+1)% + 2n 0 (6x-1)2+2n

Donde x y n pertenecen a los naturales y x es ngy®0.
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ALGORITMO PARA ESTABLECER UNA LISTA DE CUALQUIER TMANO
DE NUMEROS PRIMOS.

Algoritmo en Python para generar numerosigs mayores a 11. Se puede
convertir en funcion, con ligeros cambios puedgiseara determinar si un numero
es primo o no, o generar una lista de los numessydivisores, determinando si un
numero es primo o0 no etc. También se puede hacgrefiddente introduciéndole
solamente valores iguales a 5 + 6n y 7 + 6n oblestigndo una matriz para
almacenar los numeros ya estudiados. Sin embargeidemamos que para el
proposito de demostrar que la argumentacion citadariormente es cierta, no es
necesario hacer el algoritmo mas complicado susg quiere es obtener solamente
primos.

Generador de primos de mayores a 7

En Python (aprox. 3 seg. para primos menores dedD)0
>>> for x in range (1,100000,2):
ifx%50<>0andx% 7.0<>0:
if (x-1)/6.0) % 1 ==0or ((x+1)/6.9) 1 ==0:
a = int(math.sqrt(x)+4)
b,c = int(a/6.0)*6+1,int(a/6.0)%6-
while b >1 orc > -1 and b <>ridla <> 0:
d, e = (x-b**2)/(1.0*b),((xt2)/(1.0*c))
if d%20==00re%2.06=
b,c =1,-1
elif b>7o0rc>5:
b,c=b-6,c6
else:
print X,

b=0

*Recordar que hay que cargar math.sqrt para qua cor
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Generador de primos de Mersenne* mayores a 7.
En Python

>>> for x in range (1,n):
if (2**x-2.0)/6.0 % 1.0 == 0 or (2**x)/6.96 1.0 == 0 and ((x+1)/6.0 % 1.0 == 0 or (x-1)/6.019 == 0):
m = 2**x-1
ifm%»50<>0andm% 7.0<>0:
if (M-1)/6.0) % 1 == 0 or (M+&)0) % 1 == 0:
a = int(math.sqrt(m)+1)
b,c = int(a/6.0)*6+1,int(a/F6-1
while b>1orc>-1and b&and c <> 0:
d, e = (m-b**2)/(1.0*b)nt-c**2)/(1.0*c))
if d% 1.0==00re Wx=0:
bc =1,-1
elif b>7orc>5:
b,c=b-6,c-6
else:
print m,'es un nUmdeoMersenne','pues 2 a la',x, 'es igual a', m+1
b=0..
31 es el nimero de Mersenne pues 2 a la 5 esagifal
127 es el nimero de Mersenne pues 2 a la 7 esadizs
8191 es el numero de Mersenne pues 2 a la 13 a@sa@192
131071 es el nimero de Mersenne pues 2 a la fliaglsa 131072
524287 es el nimero de Mersenne pues 2 a la Ii&lsa 524288
2147483647 es el numero de Mersenne pues 2 ads iglial a 2147483648

* Se dice que un nimero primo es primo de Mersenr@recede por una unidad a una potencia de 2.
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SEGUNDA PARTE

De lo estudiado anteriormente concluimos tpaos los primos estan incluidos
en el conjunto formado por los multiplos de 6 mamos y los multiplos de 6 méas 1.

En este apartado intentaremos buscar umaufd, aln mas sencilla que la
anterior intentando eliminar los conceptos de potely raiz cuadrada, pues la
belleza de la matematica consiste en encontrasrtaaf mas simple de expresar la
armonia que la caracteriza. Partiremos pues deheral 6 que lo obtenemos de
multiplicar el Unico par primo con el primer prinmapar, a este le restaremos y le
sumaremos 1. Tenemos asi el 5, 6 y 7. Construydmsgyuiente tabla sumandole
6 a cada uno de esos tres valores consecutivamente.

11 12 13
17 18 19

23 | 24 S

29 30 31

Obsérvese que en las columnas de losneasr&#amos a tener, si continuamos
esta figura hasta infinito, todos los nimeros pgnmies son las mismas columnas
formadas por 6x -1 y 6x+1 que vimos anteriormeme.centro tendriamos la
columna de multiplos de 6 que es la que genergdsibles primos al restarle o
sumarle uno al multiplo de seis.
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Nuevamente nos enfrentamos al probléengue hay unaIHI
cantidad de valores que nos aparecen que NO SVDPLOMO ef—¢ 5 7
25, que vemos en el grafico. A continuacion intetes| 11 | 12 | 13
encontrar la férmula que elimine esos valores obgelo| 17 | 18 | 19
detenidamente los siguientes graficos. 2 | 2 ?

En esta tabla, marcamos los multiples @nco y? 22 j;
observamos que estan distribuidos uniformementdasndos| 47 | 48 | 49
columnas y a cada cinco lugares entre ellos, dizanzos el 25y 53 | 51 S
el 35 veremos que estan exactamente a cinco usidaaea 59 | 60 | 61
arriba y hacia abajo del 30 que equivale a 6 x Begb si? gg ?;
analizamos el 55 y 65 veremos que cumplen la miegia y asi—-; =5 1 79
sucesivamente; veamos: 83 | s [N

89 90 91
25, 30, 35 = M 6 | o
55 56 57 - o o o
5.6-5, 5.6, 5.6 +5 = 113 | 114 A
5.(1.6)-5, 5.1.6, 5.1.6+45 119 | 120 | 121
- 126 127
55’ 60’ 65 = 131 132 133
— 137 | 138 | 139
5.11, 5.12, 5.13 = 143 | 144 [N
5.12-5, 5.12, 5.13+5 = 129 1180 | 151
5.(2.6)-5 5.26 5.2.6+5 B 156 | 157
161 162 163
85, 90’ 95 = 167 168 169
517, 518 519 = s | 17+ [
5.18-5, 5.18, 5.18+5 = B s | 0
536-5 536 536+5 191 | 192 | 193
197 198 199
5.23, 5.24, 5.25 _: Wl 26 | 217
546-5 546 546+5 227 | 228 | 229
233 | 234 [JESEN

145, 150, 155,
5.29, 5.30, 5.31,
5.30-5, 5.30, 5.30+5
5.5.6-5 556 556+5
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Analicemos los ultimos valores de cada una de las

anteriores anotaciones buscando un lugar comun: 1

5.1.6-5, 5.1.6, 5.1.6+5 2 3
5.2.6-5 52.6 5.2.6+5 TRRTERT
5.3.6-5 5.3.6 5.36+5 7 1 18 | 19
546-5 546 546+5 23 | 24 | 25
556-5 556 556+5 29 | 30 | 31
5n.6-5 5n0.6 5n.6+5 385 | 36 | 37

41 42 43

47 | 48 | 49

Generalizando lo observado podriamos cangile para log = o 55

multiplos del cinco que aparecen en las seriexeley66x+1, NO[ =g [ 50 [ 61

serian primos aquellos que cumplen con ser ig@E$®.6) -5y 65 | 66 | 67

5(n.6)+5 osea 30n-5y30n +5. 71 | 72 | 73

77 78 79

. 83 | 84 | 85

Ahora intentaremos analizar si esta misipsevacion se o %0 o1

aplica para los otros valores que no son primomgmrolumnas os T o5 | o

de los extremos analizando los multiplos de 7. 101 | 102 | 103
Notese que en este caso se presenta primero alidguierda al 107 | 108 | 109
contrario de la columna anterior. 113 | 114 | 115

119 120 121
35’ 42’ 49 125 126 127

131 | 132 133

7.(1.6)-7 7.1.6 7.1.6+7 137 | 138 | 139

143 | 144 145

77, 84, 91 149 | 150 | 151
7.(2.6)-7 726 7.2.6+7 155 | 156 | 157
161 | 162 | 163
119, 126, 133 167 | 108 | 109
173 | 174 | 175
7.3.6-7 7.3.6 7.3.6+7 170 180 | 181
185 | 186 | 187
161, 168, 175 191 | 192 | 193
746-7 7.46 7.4.6+7 197 | 198 | 199

203 | 204 | 205

209 | 210 211

203, 210, 217
756-7 756 7.56+7 71 523 | 223
227 228 229
Generalizando nuevamente diremos que: 233 | 234 | 235
7.n.6-7 7.n.6 7.n.6+7 239 | 240 | 241

245 | 246 | 247

251 | 252 253




VIIl FESTIVAL INTERNACIONAL DE MATEMATICA
7 al 9 de junio de 2012. Sede Chorotega, Universidad Nacional, Liberia, Costa Rica

6x-1 6x 6x+1

Veamos que sucede con el 11 que seria el segatoiode la
columna de 6x-1. NoOtese que en este caso aparauer@rel
valor de la columna de la izquierda, si extendenesta 6 7
observacion con los demas valores se concluye que lps| 11 | 12 | 13
valores generados por 6x-1 el primer maltiplo eta egcuencia 17 | 18 | 19
estara en la columna de 6x+1 y para los generanlo§x1 el 23 | 24 | 25

. - , . 29 30 31
primer multiplo estara en la columna de 6x-1.Veatoosismo

_ _ M3 [ 36 | 37
gue estudiamos en las columnas anteriores un pPW&E®[ 41 | 42 | 43

1

(&)]

simplificado: 47 | 48 | 49
53 54 55

1.6.11=66 66 - 11 = 55 gg gg g;
66 +11= 77 71 | 72 | 73

77 78 79

2.6.11=132 132-11=121 83 84 | 85
132 + 11431 89 N | 9

95 96 97
101 102 103

3.6.11=198 198 —11 = 187 107 | 108 | 109
198 + 11692 113 | 114 | 115

119 | 120 | 121

4.6.11 =264 264 — 11 = 253 125 | 126 | 127
264 + 11752 131 132 133

137 138 139
143 144 145

Noétese que los valores 66, 132, 198, etc., Bermn de 149 | 150 | 151
Multiplicar 6 por cada uno de los numeros natwrajeeste 155 | 156 | 157

161 162 163
resultado a su vez por el valor 11, que es el gian®s 167 168 | 169

estudiando. Se nos ocurre pensar que tal vez unafgeneral— -z 17, 175

para encontrar los valores no primos en el cdojde 6xt1 y EZ igg 1?;
podria ser 6 np—p y 6n p + p donde p seria cad de 10§, 795 [ 103

valores obtenidos por 6x+1 y 6x-1 y n cada unmdenhturales. | 197 | 198 | 199
203 204 205

209 210 211
215 216 217
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Analicemos las cantidades estudiadas y otrasutii@zsndo lo concluido
anteriormente:

1.56 =30 30-5=25* 30+5=35*
2.5.6 =60 60-5 =55 60+5 =55
3.5.6 =90 90-5=85 90+5 =95
4.5.6 =120 120-5 =115 120+5=125
. 7.6 =42 42-7 =35 42+7 = 49
. 7.6 =84 84-7 =77 84+7 = 91

. 7.6 =126 126-7 = 119 126+7 = 133
. 7.6 =168 168-7 =161 168+7 =175

A OWN PP

.13.6 =78 78-13 65 78+13 =49
.13.6 =156  156-13 314 156+13 =91
.13.6 =234  234-13422 234+13 =133
.13.6 =312 312-13 929 312+13 =175

A OWN PP

1.51.6 =306 306-51552 306+51 = 357
2.47.6 =564 564-47 51 564+47 =611
3.121.6 =2178 2178-121 §2Q1/7/8+121 = 2299
11.19.6 =1254 1254-19 8231254+19 = 1273

Podemos de esta forma grafica continuar por muehmpb y veremos que todos los
valores de las dos columnas van a seguir siendoiéas por la misma férmula, sin
guedar absolutamente ningun valor no primo endasmmas. Sin embargo para
probar lo expuesto en una cantidad grande deeslatisefiamos un algoritmo en
Phyton (adjunto), en donde probamos hasta 10 me#lale nimeros, resultando que
todos los valores obtenidos son primos y equival@ttamente a las cantidades
conocidas de primos para los valores estudiados.

* Los valores de estas columnas no son primos gierailtiplos de 6x-1 o 6x+1.
Conclusiones 2

Por lo anteriormente analizado proponemos, sieddanas especificos, e
intentando mejorar lo propuesto en la primeragpquie:
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e N

—[6n (6x + 1) £ (6x +1]]
PRIMOS = {2,3} U< {6 x 1}- >
—[6n (6x -1) £ (6% - 1]

- J
Donde x y n pertenecen al conjunto de los nimeatgrales.

Se podria decir que la complejidad del ConjunttbdéNimeros Primos se da por

la forma en que van siendo eliminados los multiplegstos primos que son a su vez
multiplos de 6x+1 o0 6x-1, pues, si construimos tatda similar a las que hemos
hecho, observaremos que en el caso de los multpléx-1 el primer “no primo” lo
encontraremos en la columna de la derecha tanpasies hacia atras como valor
tenga x y también a x espacios hacia delanta eollmna de la izquierda, y en el
caso de los multiplos de 6x+1 sucede exactamer@nivario, Io que genera un
comportamiento muy particular que hace dificil blteer un orden en el sentido
conocido.

Algoritmo construido en Python para probar larmadicion que dice que:

—[6n (6x + 1) = (6x +1]
PRIMOS = {2,3} U =< (6 x £1)
—[6n (6x-1) £ (6x - 1]

>>> for x in range (1,1000000):
ifx%50<>0andx%7.0<>0:
if (x-1)/6.0) % 1 ==0or ((x+1)/6.99 1 ==

a = int(math.sqrt(x)+4)

b,c = int(a/6.0)*6+1,int(a/6.0)%6-

while b >1 orc>-1and b <>rlla <> 0:
defg = (x-b),(x+h),(x-4C)
if d% 6.0 ==0 and d/(6.0%)1.0 ==0:

bc =1,-1
elif e % 6.0 == 0 and e/(&P®%o 1.0 ==0:
bc =1,-1

elif 1% 6.0 ==0 and /(6€)*% 1.0 ==0:
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bc =1,-1
elif g % 6.0 ==0 and g/(6c)®o 1.0 ==0:
b,c =1,-1
elif b>7orc>5:
b,c=b-6,c6
else:
print X,
b=0
Nota: Al resultado deben agregarsele el 2y375

TERCERA PARTE

Continuamos con nuestro estudio y aceptaremo® ogfidas las conclusiones
anteriores para tratar de simplificar ain mas kemmdo hasta el momento que como
hemos probado si funciona. Por lo tanto continuasermdentrandonos en las
probabilidades de 6x+1 y 6x-1. Observaremos logienges graficos, en los cuales
aplicamos lo estudiado anteriormente en busca gienal posible generalidad, a
proposito hemos colocado solamente algunos nunpeimss en las columnas de la
izquierda.

pp
5

X (Pp-x)/6 | (pp+X)/6

5 0 1,66666667

7 -0,3333333 2

11 -1 2,66666667
13 -1,3333333 3

17 -2 3,66666667
19 -2,3333333 4

23 -3 4,66666667
31 -4,3333333 6

41 -6 7,66666667
43 -6,3333333 8

47 -7 8,66666667
61 -9,3333333 11

71 -11 12,6666667
73 -11,333333 13

83 -13 14,6666667
101 -16 17,6666667
103 -16,333333 18

Cuadro 1
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Se nota como para cada posible primo akdonson un primo y dividirlo por 6
nos da un numero entero. Ademas se nota que cean@gsponde con él mismo el
resultado sera 0. Lo probamos con muchos masgmgbartamiento siempre fue el
mismo.

Probemos ahora con algunos de los posible®prgue sabemos son
compuestos:

pp pp
25 49

X (Pp-x)/6 | (pp+X)/6 X (Pp-x)/6 | (pp+x)/6

5 3,3333333 5 5 7,3333333 9

7 3 5,33333333 7 7 9,33333333
11 2,3333333 6 11 6,3333333 10

13 2 6,33333333 13 6 10,3333333
17 1,3333333 7 17 5,3333333 11

19 1 7,33333333 19 5 11,3333333
23 0,3333333 8 23 4,3333333 12

31 A 9,33333333 31 3 13,3333333
41 -2,6666667 11 41 1,3333333 15

43 -3 11,3333333 43 1 15,3333333
47 -3,6666667 12 47 0,3333333 16

61 -6 14,3333333 61 -2 18,3333333
71 -7,6666667 16 71 -3,6666667 20

73 -8 16,3333333 73 -4 20,3333333
83 -9,6666667 18 83 -5,6666667 22
101 -12,666667 21 101 -8,6666667 25
103 -13 21,3333333 103 -9 25,3333333

Cuadro 3 Cuadro 4

Notese como se sigue cumpliendo que erdertas dos opciones nos dara un
namero entero, pero ademas tenemos ahora que domdsponde al divisor que lo
descalifica como primo, el resultado es el misme ejyprimo que se le sumo o
restd. Después de analizar en forma rapida ofeogodos con numeros pequenos
podriamos concluir que para todo posible primormu es, existe un primo que al
sumarselo o restarselo vy dividir el resultadoesfitsera igual a ese primo. Veamos
algunos ejemplos con posibles primos mas grandes:



VIl FESTIVAL INTERNACIONAL DE MATEMATICA

7 al 9 de junio de 2012. Sede Chorotega, Universidad Nacional, Liberia, Costa Rica

PP
91
X (Pp-x)/6 | (pp+x)/6
5 14,333333 16
7 14 16,3333333
11 13,333333 17
13 13 17,3333333
17 12,333333 18
19 12 18,3333333
23 11,333333 19
31 10 20,3333333
41 8,3333333 22
43 8 22,3333333
47 7,3333333 23
61 5 25,3333333
71 3,3333333 27
73 3 27,3333333
83 1,3333333 29
101 -1,6666667 32
103 -2 32,3333333
Cuadro 6
PP
121
X (PP-x)/6 | (pp+x)/6
5 19,333333 21
7 19 21,3333333
11 18,333333 22
13 18 22,3333333
17 17,333333 23
19 17 23,3333333
23 16,333333 24
31 15 25,3333333
41 13,333333 27
43 13 27,3333333

pp
83

X (PpP-x)6 | (pp+X)/6

5 13 14,6666667

7 12,6666667 15

11 12 15,6666667
13 11,6666667 16

17 11 16,6666667
19 10,6666667 17

23 10 17,6666667
31 8,66666667 19

41 7 20,6666667
43 6,66666667 21

47 6 21,6666667
61 3,66666667 24

71 2 25,6666667
73 1,66666667 26

83 0 27,6666667
101 -3 30,6666667
103 3,33333333 31

Cuadro 5
pp
1001

X (PP-x)/6 | (PP+X)/6

5 166 167,666667
7 165,666667 168
11 165 168,666667
13 164,666667 169
17 164 169,666667
19 163,666667 170
23 163 170,666667
31 161,666667 172
41 160 173,666667
43 159,666667 174

Cuadro 7

Cuadro 8
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Destacamos en los anteriores cuadrossgueitados a manera de ejemplo,
pues se han construido muchos buscando generajdadgguiente:

En el cuadro 5 un conocido primo, el 89 rmmeente da 0 en 89 por lo que no lo
destacamos con color, en el 6 el 91 nos da 18 easilla del 13 precisamente y
segun nuestra generalizacion anterior, eso lo ligsg@omo primo y es que
efectivamente el 91 es divisible de 13. Sin ega&n los cuadros 7 y 8 en los que
analizamos dos posibles primos, que en realidambngrimos, vemos que los
resultados en los que ellos se hacen compuestospmequivalentes al primo por el
gue son divisibles, pero luego de analizar un pmovemos ver que los valores que
se obtienen en esos resultados son multiplos exanta de los primos que usamos
en la suma o resta.

Conclusiones 3
Con lo observado anteriormente nos atrevenueir que siendo k un
numero cualquiera resultante de 6x+1 y 6x-1 @lasllamaremos posibles primos,
si a éste le sumamos o le restamos un primo dilede 2 y 3, y el resultado
dividido por seis es multiplo del primo, entoncasoxsera primo.

Formalmente: “x” es primo siy solo si :
(x+p)6#np o (x-p)6# np

Donde p sera un numero primo diferent2de3 y n cualquier nUmero
natural.

Para mostrar lo anteriormente expuestaizeanos un algoritmo nuevamente
en Python que nos permite comprobar con cualquiereno computable, de hecho
los resultados fueron totalmente correctos. Ldatamvos a probarlo o convertirlo a
otro lenguaje de programacion. Se debe recordarequPython se debe cargar el
modulo matematico, para extraer la raiz cuadradee sg toma como referencia
sumandole dos, para no hacer los calculos mas sadepues como se sabe, si
revisamos los divisores de un numero hasta suctadrada, podremos concluir
cuales son ellos.

Algoritmo construido en Python utilizada@aemostrar que los multiplos de
6x+1y 6x-1, mas el 2 y el 3 contienen a todosrnasneros primos excepto aquellos
a los que al sumarle 6x+1 0 6x-1 generan un maltlpl 6 que es a su vez multiplo
del 6x +1 0 6x-1 que se le ha sumado o restado.

>>> for x in range (1,100000000,2):
if ((x-1)/6.0) % 1 == 0 or ((x+1)/6.0) %=t O:
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a = int(math.sqgrt(x)+3)
m,n=5,7
while m<aorn<a:
d,e,f,g = (x-m)/6.0,(x+m)/6.0,(}6.0,(x+n)/6.0
if d% m==0:
m,n =a,a
elif e % m==0:
m,n =a,a
elif f% n==0:
m,n =a,a
elif g% n==0:
m,n =a,a
elif m<a-7orn<a-5:
m,n = m+6, n+6
else:
print x
m,n = a,a

Variaciones de este algoritmo elementalpermitirdn encontrar los divisores,
encontrar primos entre dos cantidades dadas, listesrcon los nUmeros y sus
divisores, buscar primos gemelos, de Mersenne Btra muestra adjuntamos un
ejemplo que nos genera primos de Mersenne, sialimterior pero ain mas rapido,
ademas combinado con otros métodos existenteswudando los primos generados
sera mucho mas rapido, pero no es ese el propisiste estudio.

Variacion del algoritmo anterior disefiado para etrew numeros primos de
Mersenne, con base en lo estudiado anteriormente.

>>> for x in range (1,50L):
if (2**x-2.0)/6.0 % 1.0 == 0 or (2**x)/6.06 1.0 == 0 and ((x+1)/6.0 % 1.0 == 0 or (x-1)/6.019 == 0):
k = 2**x-1L
if ((k-1)/6.0) % 1L == 0 or ((k+1)/6.0% 1L == 0:
a = int(math.sqrt(k)+2L)
m,n =5L,7L
whilem<aorn<a:
d.e f,g = (k-m)/6.0,(k+m)/qIBn)/6.0,(k+n)/6.0
if d% m==0:
m,n =a,a
elif e % m==0:
m,n =a,a
elif f% n==0:
m,n =a,a
elif g% n==0:
m,n =a,a
elif m<a-7orn<a-5:
m,n = m+6, n+6
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else:
print k,'es un nimero derbenne’,'pues 2 a la'\x, 'es igual a', k+1
m,n=a,a

31 es un numero de Mersenne pues 2 a la 5 esa@aal

127 es un numero de Mersenne pues 2 a la 7 esadied

8191 es un numero de Mersenne pues 2 a la 13&sai@192

131071 es un namero de Mersenne pues 2 a la gdasi 131072

524287 es un nimero de Mersenne pues 2 a la §9a&si 524288
2147483647 es un numero de Mersenne pues 2 aglsiiglial a 2147483648

Estos dos algoritmos también nos sirven para #emidltiplos de 6x-1 y 6x+1 que nos son primos emaantidad dada.

>>> for x in range (1,500): >>> for x in range (1,500):
a=6*x+1 a=6%%-1
for n in range (1,500): for nin range (1,500):
ifn%a==0: ifn%a==0:
print (6*n)-a, (6*n)+a, ... print (6*n)-a, (6*n)+a

A continuacidon nos abocaremos a mostrar de unamnamés formal todo lo dicho
anteriormente.

NUMEROS PRIMOS - CONJETURA FINAL

Los nimeros compuestos tienen al menos 3 divisores, los primos Unicamente 2.
Todos los naturales k > 1 pertenecen a una secuenci  a estructurada de la siguiente forma:
6x-4 6x-3 6x-2 6x-1 6x 6x+1
2 3 4 5 6 7
6(x+1)-4 6(x+1)-3 6(x+1)-2 6(x+1)-1 6(x+1) 6(x+1)+1
8 9 10 11 12 13
6(x+2)-4 6(x+2)-3 6(x+2)-2 6(x+2)-1 6(x+2) B6(x+2)+1
14 15 16 17 18 19
6(x+3)-4 6(x+3)-3 6(x+3)-2 6(x+3)-1 6(x+3) 6(x+3)+1
20 21 22 23 24 25
6(x+1)-4 6(x+1)-3 6(x+1)-2 6(x+1)-1 6(x+1) 6(x+1)+1
6(n)-4 6(n)-3 6(n)-2 6(n)-1 6(n) 6(n+1
k k+1 k+2 k+3 k+4 k+5...
6x-4 6x-3 6x-2 6x-1 6X 6x+1
2(3x-2) 3(2x-1) 2(3x-1) 6X
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COMPUESTOS | COMPUESTOS COMPUESTOS PRIMOS COMPUESTOS PRIMOS
EXCEPCION EXCEPCION EXCEPCION EXCEPCIONES* EXCEPCION EXCEPCIONES*
Six=1 Six=1 No hay 6n(6x-1)-(6x-1) No hay 6n(6x-1)-(6x-1)
6n(6x-1)+(6x-1) 6n(6x-1)+(6x-1)
6n(6x+1)-(6x+1) 6n(6x+1)-(6x+1)
6n(6x+1)+(6x+1) 6n(6x+1)+(6x+1)

Las formas 6x-4, 6x-3, 6x-2, 6x serdn compuestasitles por 2 o 3 con excepcion de ellos
Mismos.
Por lo tanto los deméas nimeros primos seran detaaf 6x+1 0 6x-1.

Las excepciones, es decir los numeros de estdemioas que no son primos se demuestran
mediante la siguiente argumentacion:

Demostracion:
Demostraremos que todo numero k de las formas:

a) k=@6ex +1) +(6x+1)
b) k=@6x+1) - (6x +1)
c) k=@6x- 1) +(6x-1)
d k=gbx- 1) - (6x-1) son comptas.
Argumentacion:

1) Todos los primos excepto 2y 3, son de laforra-1 o 6x+1 Yy son mayores que 1.

2) Seap cualquier natural mayor que 2, podemos decir gaéjaier natural mayor que 1 sera de
la forma p+1 o p-1.

3) Todos los compuestos se podran representar co(pel) o m(p-1), donde m es mayor que 1.
POR LO QUE SI UN NUMERO NO SE PUEDE REPRESENTAR BSTA FORMA SERA
PRIMO

4) Simesigual a (6x +1) o m es igual a (6xeiifonces todos los compuestos de la formas 6k+1
0 6k -1, seran representables también de las formas

m(p+1) om(p-1)
o «@x(p-1) o

(6x-1) (p+1) d6x-1) (p-1)

o sea (6x+1) (p+1)

5)
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i) Por lo anterior si m es de la forma (6nl), diremos que todo k de laforma (6n + 1)
(p + 1) es compuesto.

Multiplicando obtenemos
X 6np+o6n+p+1 =
gue se puede factorizar como:
=k6n(p+1)+(p+1), porlotantok escompuesto para
cualquier valor de p mayor que 2.

Sea p = 6x

Sustituimos:

k=6n (p+1)+(p+1) %6n (6x+1) +(6x+ 1), porlotanto a queda
demostrado.
i) Por lo anterior sim es de la forma (6nl}, diremos que todo k de la forma (6n - 1) (pl)}
es compuesto.

Multiplicando obtenemos
=k 6np +6n - p -1 =
gue se puede factorizar como:
=k 6n(p+1) -(p+1), quecomo se dijo arriba,
es compuesto para cualquier valor de p mayor que 2.

Sea p = 6x

Sustituimos:
k=6n (p+1)-(p+1) 6n (6x+1) -(6x+ 1), porlotanto b queda
demostrado.

iii) Por lo anterior si m es de la forma (6n 1), diremos que todo k de la forma (6n + 1) (p -
1) es compuesto.

Multiplicando obtenemos
k= 6np-6n+p-1 =
gue se puede factorizar como:

k=6n(p-1) +(p-1), que como se dijo arriba, es compuesto
para cualquier valor de p mayor que 2.

Sea p = 6x

Sustituimos:
k= 6n (p-1)+(p-1) 6n (6x-1) +(6x-1), porlotanto ¢ queda
demostrado.
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iiil) Por lo anterior si m es de la forma (6f); diremos que todo k de la forma (6n - 1) (d)-
es compuesto.
Multiplicando obtenemos

k= 6np-6n-p-1 =
gue se puede factorizar como:
k=6n(p-1) -(p-1), quecomo se dijo arriba, es compuesto
para cualquier valor de p mayor que 2.
Sea p = 6x
Sustituimos:
k= 6n (p-1)- (p-1) =6n (6bx-1) -(6x-1), porlotanto d queda
demostrado.

6) Diremos por tanto que:
p={23} U :{ {6x=1} —{{6n (6x+ 1)+ (6X +1)} U{6N (6X - 1) * (6X - 1)}}
donde x y n son cualesguoatural diferentes de O.

7) Teorema:

Para cadacompuesto de la forma 6x+1, existe al menop ymimo tal que x P sera
multiplo de 6 y dg a la vez.

Sea p de laforma 6xt1, de acuerdoaateriormente demostrado, diremos que todo k de
la forma 6x+1 0 6x-1, es compuesto si se pugaesentar como k = frt p, por lo tanto

k sera compuestosi  kx= 6mp o sea:
kseraprimosi (kp) # np, donde n es natural mayor que Oy kspn de laforma 6x £ 1.

6

Referencias :

http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero _primo
http://www.mersenne.org/prime.htm
http://gaussianos.com/numeros-primos-pseudogemelos/
http://www.polprimos.com/numeros_primos_omar_pdl.pd
http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/conpierds.htm
http://www.microsiervos.com/archivo/ciencia/listagmeros-primos.htmi
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistitsfPrime _numbers.html
http://primes.utm.edu/

Derechos de autor en Registro de la Propiedackbitell. No. 7042 Tomo XV Folio 134. San José, CRéta. Abril,
2008.



