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Resumen

En este trabajo se presentan unas breves consideraciones de
como ve el autor algunas de las tendencias actuales en la
ensefianza de las matematicas. Algunas de dichas tendencias
son especificas de la ensefanza de las matematicas, mientras
que otras son aplicables también a la ensefianza de otras
materias.

El texto esta estructurado de la siguiente manera: En el
capitulo 1 se presenta una tarea de un libro de texto que sera
utilizada como contexto de reflexion. En el capitulo 2 se
reflexiona sobre cuales son las tendencias en la incorporacion
de los nuevos contenidos matematicos. En el capitulo 3 se
reflexiona sobre la tendencia actual a la presentacion de
matematicas contextualizadas. En el capitulo 4, la reflexion
versa sobre la importancia que se da actualmente a la
enseflanza de los procesos matematicos, mientras que en el
capitulo siguiente se comenta la tendencia, de tipo
metodologico, hacia una ensefianza-aprendizaje de tipo
constructivista. En el capitulo 6 la reflexién es sobre la
tendencia a la incorporacion de las nuevas Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion (TICs), mientras que en el
siguiente se reflexiona sobre la superacion de una cierta
“ingenuidad” sobre la incorporacion de dichas tecnologias a
los procesos de instruccion. En el capitulo 8, la reflexion es
sobre la tendencia a considerar que Saber matematicas
implica ser competente en su aplicacion a contextos extra-
matematicos. En el capitulo 9 se reflexiona sobre la tendencia

! Texto de la conferencia inaugural del III Coloquio Internacional
sobre la Ensefianza de las Matematicas, Lima. Febrero del 2008.
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a aceptar el principio de Equidad en la Educacion Matematica
Obligatoria. En el capitulo 10 la reflexion versa sobre las
tendencias en la formacion inicial de profesores de
matematicas de los niveles no universitarios. Por ultimo, en
el capitulo 11 se finaliza con una reflexion sobre una posible
agenda de investigacion sobre algunas de las tendencias
comentadas anteriormente.

1. Los diagramas de Voronoi como contexto de reflexion

Como contexto de reflexion utilizaremos la siguiente tarea
del libro Geometry with applications and proofs (Goddijn,
A., Kindt, M & Reuter, W., 2004, p. I-5) publicado por el
Instituto Freudenthal.

1. Enel desierto.

En la figura de abajo, se muestra parte de un mapa de
un desierto. Hay cinco pozos en esta region. Imaginate
que estds con tu rebaiio de ovejas en J, que estds muy
sediento y solo llevas esta mapa contigo.

]

Black Rocks
, v
a"", * )
Leyenda
@,
2 1 =pastoseco
@ = pozo
=y = formacién
rocosa

4 e =dkm

Figura 1. Mapa del desierto

a. (A cudl de los pozos irias a tomar agua?

No es dificil responder, por supuesto irias al pozo
mds cercano.
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b. Sesiala otros dos lugares desde los cuales irias al
pozo 2. Escogelos uno alejado del otro.

c. Ahora, esboza una division del desierto en cinco
partes; cada parte corresponde a uno de los
pozos. Cada parte es el dominio alrededor de un
pozo particular. Cualquier lugar en este dominio
debe estar mas cerca de este pozo que de los otros
pOZOs.

d. (Qué es lo que puedes hacer cuando estas
exactamente sobre la frontera de dos diferentes
dominios?

e. (Los dominios de los pozos 1 y 5 son contiguos?
0: trata de encontrar un punto el cual esté a la
misma distancia de los pozos 1 y 5 pero a mayor
distancia de los demas pozos.

f.  En la realidad el desierto es mucho mas grande
de lo que es mostrado en este mapa. Si no hay
otros pozos en todo el desierto que los cinco
pozos mostrados, ;jlos dominios de los pozos 3 y 4
estan cerca (juntos)?

g. La frontera entre los dominios de los pozos 2 y 3
corta al segmento de recta entre los pozos 2 y 3
exactamente en la mitad. ;jAlgo similar se aplica
a otras fronteras?

h. (Qué clase de lineas son las fronteras? {Rectas o
curvas?

En este ejercicio se ha dividido un area de acuerdo al
principio del vecino mas proximo. Hoy en dia,
particiones similares son usadas en ciencias, por
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ejemplo, en  geologia, forestal, control de
comercializacion, astronomia, robotica, lingiiistica,
cristalografia, meteorologia, por nombrar algunos. A
continuacion estudiaremos el simple caso de dos pozos,
o realmente dos puntos, puesto que no trataremos con
pozos en otras aplicaciones.

2. Primera reflexion: ¢Cual es la tendencia de los
nuevos contenidos matematicos?

El objetivo de los autores del libro Geometry with
applications and proofs es que, como resultado de la tarea
anterior y de las siguientes, los alumnos construyan el objeto
matematico ‘“Diagrama de Voronoi”.

Poligono de Vorenoi
del punto central

-
.

El poligono de Voronoi .
de un punto p, V(p), dado
un conjunto de puntas S

se define como la region del
plano mas cercana a p que
a cualquier otro punto de ’ &
S. |

Figura 2. Poligono de Voronoi
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Diagrrama de Voronoi

Figura 3. Diagrama de Voronoi

Los diagramas de Voronoi son contenidos correspondientes a
la llamada Geometria Discreta. Los autores del libro que
estamos comentando se propusieron como objetivo la
introduccion de contenidos de Matematica Discreta en el
curriculum de la ensefianza no universitaria.

Tal como se seflala en Guzman (2007), los algoritmos
discretos usados en las ciencias de la computacion y la
modelizacion de diversos fenomenos mediante el ordenador,
ha dado lugar a un traslado de énfasis en la matematica actual
hacia la matematica discreta, lo cual ha tenido como
consecuencia que se escuchen voces proponiendo su
incorporacién a los curriculums de matematicas. Incluso se
considera que determinadas partes de la Matematica Discreta
son lo suficientemente elementales como para poder formar
parte con éxito de la ensefianza no universitaria. La
combinatoria clasica, asi como los aspectos modernos de ella,
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tales como la teoria de grafos o la geometria combinatoria,
junto a la teoria elemental de niimeros se consideran los
candidatos mas adecuados.

Otra tendencia observable es la de dar mas importancia a los
contenidos de Geometria. La necesidad de una recuperacion
de los contenidos geométricos en la ensefianza matematica es
algo en lo que todos los interesados en la ensefianza de las
matematicas parecen coincidir, sin embargo, ain no hay
acuerdo sobre como se debe llevar a cabo.

También se observa la tendencia al aumento de los
contenidos de estadistica y probabilidad. Esta es una
tendencia en la que todos los sistemas educativos parecen
concordar y efectivamente son muchos los paises que
incluyen en sus programas de ensefianza secundaria estas
materias, pero en pocos de ellos esta ensefianza se lleva a
cabo con la eficacia deseada. Las causas de esta deficiente
ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad parecen ser, por
una parte, la dificultad misma de las materias en cuestion vy,
por otra parte, una falta de preparacion adecuada de los
profesores que han de impartir estas materias.

3. Segunda reflexion: Tendencia a la presentacion de
matematicas contextualizadas

La tarea del desierto que se presenta a los alumnos es una
situacion de tipo extra matematico cuya resolucion permite la
emergencia, entre otros, de un nuevo objeto matematico: la
particion de un area de acuerdo al principio del vecino mas
proximo. Los autores pretenden presentar una situacion de
contexto extra matematico que sea entendida por el alumno
como un caso particular de un objeto matematico. En este
caso lo particular es extra matematico y lo general es un
objeto matematico.

El libro que estamos comentado es un ejemplo de un tipo de
libros que dan un papel preponderante a las situaciones
problemas contextualizadas y estan claramente enfocados a la
emergencia de nuevos objetos matematicos. Actualmente se
observa una tendencia a la sustitucion de las matematicas
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formalistas por unas matematicas mas empiricas
(contextualizadas, realistas, inductivas, etc.). Estas
matematicas empiricas (contextualizadas, realistas, intuitivas,
etc.) presuponen una cierta concepcion empirica de las
matematicas. Es decir, una concepcion que considera que las
matematicas  son (o se pueden enseflar como)
generalizaciones de la experiencia; una concepcion de las
matematicas que supone que, al aprender matematicas,
recurrimos a nuestro bagaje de experiencias sobre el
comportamiento de los objetos materiales.

(Por qué hay esta tendencia a la introduccion de matematicas
contextualizadas? Las razones que se pueden dar son muchas
y muy variadas. Nos limitaremos a dar dos (Font, 2007). La
primera tiene que ver con un interés de tipo tedrico que va
mucho mas alla de la Didactica de la Matematica, mientras
que la segunda tiene que ver con las investigaciones
realizadas en el ambito de la Didactica de las Matematicas.

La primera razon esta relacionada con la importancia que se
le da al contexto en los intentos para relacionar lo que los
psicologos han aprendido sobre el modo en que los humanos
razonan, sienten, recuerdan, imaginan y deciden con lo que,
por su parte, han aprendido los antropologos sobre la manera
en que el significado es construido, aprendido, activado y
transformado. En palabras del antropélogo Geertz, este
intento de relacion “(...) supone el abandono de la idea de
que el cerebro del Homo sapiens es capaz de funcionar
autonomamente, que puede operar con efectividad, o que
puede operar sin mds, como un sistema conducido
endogenamente y que funciona con independencia del
contexto.” (Geertz, 2002, p. 194).

La segunda tiene que ver con el hecho de que la investigacion
en Didactica de las Matemadticas ha resaltado la importancia
que se debe dar a la competencia de los alumnos para aplicar
las matematicas escolares a los contextos extra matematicos
de la vida real.

Para las situaciones extra matematicas que contextualizan un
objeto matematico se han propuesto diferentes nombres y
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clasificaciones. ‘“Problemas contextualizados” (el nombre que
vamos a utilizar en este trabajo), “problemas del mundo real”
“problemas relacionados con el trabajo”, “problemas situados”
son solo algunos de los diferentes nombres que se da a las tareas

escolares que simulan situaciones del mundo real.

La investigacion sobre los problemas contextualizados extra
matematicos se ha realizado atendiendo a diferentes objetivos
y metodologias (conocimiento situado, etnomatematicas,
teoria de la actividad, etc.). Por una parte, hay que destacar
las investigaciones cuyo objetivo ha sido comprender mejor
como las personas solucionan los problemas en su lugar de
trabajo. Estas investigaciones, de tipo socio-cultural, no se
han preocupado directamente por comparar la resolucion de
problemas en el lugar de trabajo con la resolucion de
problemas contextualizados en las instituciones escolares
(Scribner, 1984 y 1986; Lave, 1988; Pozzi, Noss y Hoyles,
1998). En cambio, otras investigaciones se han interesado en
comparar y contrastar el diferente uso que hacen las personas
de las matematicas en la escuela y en el trabajo (Reed y Lave,
1981; Nunes, Schliemann y Carraher, 1993; Jurdak y Shahin,
1999 y 2001; Jurdak, 2006, Diez 2004).

Estas investigaciones muestran, con ejemplos concretos, que
hay una brecha importante entre las matematicas que se
explican en la escuela y las que las personas hacen servir en
su vida cotidiana. Para Diez (2004) la existencia de esta
brecha es uno de los motivos que explican las actitudes
negativas que muchas personas desarrollan hacia las
matematicas (D’ Amore y Fandifio Pinilla, 2001).

En general, los estudios citados anteriormente han puesto de
manifiesto que las matematicas informales e idiosincrasicas
son las dominantes en la resolucion de problemas en la vida
cotidiana y en el mundo laboral, mientras que las
matematicas mas formales son las que predominan en la
escuela. Algunos de estos estudios han puesto de manifiesto
que las personas que fracasan en situaciones matematicas
escolares, pueden ser extraordinariamente competentes en
actividades de la vida diaria que implican el uso del mismo
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contenido matematico (Lave, 1988 y Scribner, 1984). En
situaciones de la vida real en las que las personas se sienten
implicadas se ha observado que éstas utilizan matematicas
"propias" que pueden ser muy diferentes a las que estudiaron
en la escuela. En estas situaciones el problema y la solucion
se generan simultaneamente y la persona estd implicada
cognitiva, emocional y socialmente.

Estos fenomenos ponen de manifiesto que los conocimientos
se construyen usandolos en contextos reales. En la vida diaria
los problemas son concretos y solo se pueden resolver si las
personas los consideran como problemas a resolver. También
plantean un problema tedrico para la investigacion en
Didéctica de las Matematicas: la transferencia del
conocimiento usado o generado en un contexto a otro
contexto diferente y mas en concreto, el problema de la
transferencia del conocimiento aprendido en la escuela a las
situaciones practicas de la vida cotidiana y viceversa (Civil,
1992; Evans, 1998; Gonzalez, Andrade y Carson, 2001; Diez,
2004).

Las referencias citadas anteriormente no pretenden ser una
revision exhaustiva de la literatura sobre la contextualizacion.
En este trabajo nos interesan, sobre todo, destacar algunas
investigaciones, como por ejemplo, las que se han
preocupado por la introduccion de los problemas
contextualizados en el curriculum. Entre éstas destaca el
proyecto desarrollado en el instituto Freudenthal “Realistic
Mathematics Education” (Gravemeijer, 1994; De Lange,
1996). Este enfoque de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas concibe la actividad matematica como una
actividad humana mas, por lo cual se considera que “saber
matematicas” es “hacer matematicas”, lo cual comporta, entre
otros aspectos, la resolucion de problemas de la vida
cotidiana. Uno de sus principios basicos afirma que para
conseguir una actividad matematica significativa hay que
partir de la experiencia real de los estudiantes (Freudenthal,
1983). Otros principios importantes son que hay que dar al
estudiante la oportunidad de reinventar los conceptos
matematicos y que el proceso de ensefianza-aprendizaje debe
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ser muy interactivo. Segun De Lange (1996), basicamente se
dan cuatro razones para integrar los problemas contextualizados
en el curriculum: a) facilitan el aprendizaje de las matematicas, b)
desarrollan las competencias de los ciudadanos, c¢) desarrollan las
competencias y actitudes generales asociadas a la resolucion de
problemas y d) permiten ver a los estudiantes la utilidad de las
matematicas para resolver tanto situaciones de otras areas como
situaciones de la vida cotidiana.

Para finalizar esta breve revision, queremos destacar también
las evaluaciones internacionales sobre la competencia de los
alumnos para aplicar las matematicas a situaciones de la vida
cotidiana como el informe Pisa 2003 (OCDE, 2004).

4. Tercera reflexion: Tendencia a dar importancia a la
ensefianza de los procesos matematicos

Una de las tendencias actuales es la importancia que se da a la
enseflanza de los procesos de pensamiento propios de la
matematica. Ya no se considera que la ensefianza sea una mera
transferencia de contenidos. Actualmente se considera que las
matematicas son una ciencia en la que el método claramente
predomina sobre el contenido. Por ello, se concede una gran
importancia al estudio de los procesos matematicos, en
especial a los megaprocesos ‘“Resolucion de Problemas” y
“Modelizacion”.

La tarea del desierto que estamos considerando es la primera
actividad de una secuencia de actividades que pretende ensefiar
el proceso de modelizacion. Normalmente se considera que el
proceso de modelizacion sigue las cinco fases siguientes: 1)
Observacion de la realidad. 2) Descripcion simplificada de la
realidad. 3) Construccion de un modelo. 4) Trabajo matematico
con el modelo. 5) Interpretacion de resultados en la realidad.

El proceso de modelizacion o de matematizacion también se
puede entender como el resultado de otros dos procesos: la
matematizacion horizontal y la matematizacion vertical (Treffer,
1978; citado en Freudenthal, 1991). La matematizacion
horizontal, lleva del mundo real al mundo de los simbolos y hace
posible el tratar matematicamente un conjunto de problemas. En
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este proceso se combinan, entre otros, los siguientes
procesos: 1) identificar las matematicas en situaciones
problemas, 2) esquematizar, 3) formular y visualizar un
problema de varias maneras. 4) descubrir relaciones y
regularidades. 5) reconocer aspectos isomorfos en diferentes
problemas. 6) transferir un problema real a un modelo

matematico conocido.

La matematizacion vertical, consiste en el tratamiento
especificamente matematico de las situaciones, y para ello
son necesarios, entre otros, los siguientes procesos: 1)
representar una relacion mediante una formula, 2) wutilizar
diferentes modelos, 3) refinar y ajustar modelos, 4)
combinar e integrar modelos, 5) probar regularidades, 6)
formular un concepto matematico nuevo. 7) generalizar, etc.

En estos momentos se puede decir que la comunidad que se
dedica a la educacion matematica es consciente que los
procesos matematicos son densos en la actividad matematica
y que el proceso de ensefianza-aprendizaje tiene que tenerlos
en cuenta. Basta fijarse en la tarea del desierto para observar
la cantidad de procesos que son activados en su resolucion.

Problema
estructurado

y
racionalizado

Matematizacion
vertical

Problema

Problema del
mundo
matematico

del mundo

Matematizacion
horizontal

real

Figura 4. Proceso de Matematizacion
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El analisis detallado de la actividad necesaria para resolver la
tarea del desierto muestra que se ponen en juego muchos
procesos que no detallaremos aqui por cuestiones de espacio.
Nos limitaremos a hacer observar (Font y Contreras, 2008)
que en el comentario final los autores primero generan un
proceso encubierto de idealizacion (el desierto se convierte
en un area) y después establecen la relacion particular general
entre la situacion idealizada y el objeto matematico “En este
ejercicio se ha dividido un area de acuerdo al principio del
vecino mas proximo”. La manera de presentar lo general al
alumno es el resultado de una abstraccion aditiva, puesto que
consiste en la reunidon en un mismo conjunto de diversos
elementos “Hoy en dia, particiones similares son usadas en
ciencias, por ejemplo, en geologia, forestal, control de
comercializacion, astronomia, robotica, lingtiistica,
cristalografia, meteorologia, por nombrar algunos”. A
continuacion se realiza un proceso de particularizacion
cuando se anuncia que se va a tratar a continuacion el caso de
dos pozos “A continuacion estudiaremos el simple caso de
dos pozos” y uno de idealizacion explicito cuando los dos
pozos se convierten en puntos “(...) o realmente dos puntos,
puesto que no trataremos con pozos en otras aplicaciones.”

particiones similares: geologia,
forestal, astronomia, robotica, etc

generalizacion

particularizacion

prablema 5 pozas

problema 2 pozas

ﬁacién
problema 2 puntos

Figura 5. Procesos de generalizacion, particularizacion e
idealizacion
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5. Cuarta reflexion: Tendencia hacia una ensefianza-
aprendizaje de tipo activo (constructivista).

Actualmente podemos observar una tendencia hacia una
enseflanza-aprendizaje de tipo activo (constructivista). Mas
en general, hay una tendencia a tener en cuenta ciertos
aspectos psicopedagogicos. Si nos fijamos en el texto de la
tarea que estamos analizando, vemos que éste esta dividido,
explicitamente, en dos partes: 1) El enunciado del problema y
2) el comentario que sigue a continuacion. El enunciado del
problema pretende generar un proceso de personalizacion (en
el sentido de que el alumno construya, entre otros aspectos, el
objeto matematico “particion de un area de acuerdo al
principio del vecino mas proximo”). En cambio, el
comentario posterior pretende “institucionalizar” este objeto
matematico, en el sentido de que sea algo conocido por toda
la clase, es decir pasa a “existir” en el aula como objeto
matematico (Font, Rubio y Contreras, 2008).

Actualmente hay una tendencia a aceptar que el aprendizaje
no es una simple reproduccion del contenido que se ha de
aprender, sino que implica un proceso de construcciéon o
reconstruccion en el que las aportaciones de los alumnos
juegan un papel decisivo. Este punto de vista sobre el
aprendizaje conlleva la tendencia hacia una ensefianza en la
que el papel del profesor es mas complejo, ya que, ademas de
favorecer en sus alumnos la construccion de significados,
tiene que orientarla en la direccion que marcan los contenidos
del aprendizaje.

Aceptar que la ensefianza estd mediatizada por la actividad
constructiva de los alumnos obliga a sustituir la imagen
clasica del profesor como transmisor de conocimientos por la
imagen del profesor como orientador o guia. Pero, aceptar
que los contenidos que han de construir los alumnos son el
resultado de una elaboracion social, obliga también a matizar
la imagen del profesor-orientador y aceptar que también tiene
como misién conectar los procesos de construccién de los
alumnos con los significados colectivos culturalmente
organizados.

33



Sin animo de ser exhaustivo se puede decir que, las ideas
basicas de tipo psicopedagdgico que se tiende a tener presente
en los procesos de instruccidn son las siguientes:

1) Tener en cuenta los niveles de desarrollo evolutivo de los
alumnos,

2) Procurar un aprendizaje activo y significativo,

3) Ser consciente de la importancia que los conocimientos
previos del alumno tienen con respecto al éxito de
cualquier actividad de ensefanza/aprendizaje que
vayamos a realizar.

4) Valorar la importancia que tienen los aspectos afectivos
sobre el aprendizaje.

5) Tener en cuenta las diferentes explicaciones que dan las
diferentes teorias psicopedagodgicas a las dificultades que
tienen los alumnos para aprender matematicas.

6) Saber que lo que un alumno es capaz de aprender por si
mismo, viene determinado por su nivel de desarrollo
evolutivo y por sus conocimientos previos, pero esta
capacidad de aprendizaje hay que diferenciarla de la
capacidad de aprender con la ayuda y el estimulo de
otras personas (no solo los profesores, también los
amigos, padres, compaiieros, etc.). La diferencia entre
estos dos niveles de capacidad es lo que Vygostsky llama
la zona de desarrollo proximo. Asi pues, la ensefianza
mas eficaz es aquella que parte del desarrollo efectivo
del alumno no para amoldarse a él, sino para hacerlo
progresar a través de la zona de desarrollo proximo, y de
esa manera generar nuevas zonas de desarrollo préoximo.

6. Quinta reflexién: Tendencia a la incorporacion de las
nuevas Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion
(TIC)

El libro del cual estamos comentando la primera actividad
incorpora también actividades con ordenador. Es un ejemplo
mas de una tendencia, que se observa a nivel general, a la

34



incorporacion de las TICs en la ensefianza de las
matematicas. Ahora bien, la incorporacion de herramientas
tecnoldgicas afecta tanto a los nuevos contenidos
matematicos como a los que siempre han formado parte del
curriculum.

Un buen ejemplo de cémo la incorporacion de las nuevas
tecnologias ha modificado la ensefianza de los contenidos
clasicos es el Calculo Diferencial. La principal tendencia en
los ultimos afios ha sido la de incluir simultdneamente en la
ensefianza del Calculo Diferencial tres dimensiones: grafica,
numérica y analitica. La dimension predominante durante
décadas fue la analitica, ahora se busca no dejar de lado las
otras. Se pretende poner el acento en la comprension e
interpretacion de lo que se estd haciendo y dar menos
importancia a las técnicas de calculo que las nuevas
tecnologias permiten realizar con mucha mayor rapidez y
seguridad

Con la incorporacién de los graficadores la representacion
grafica de las funciones pasa a tener un papel mas relevante
y, en algunos casos, puede llegar a sustituir a la expresion
simbolica. Un ejemplo ilustrativo es la tarea, disefiada para
alumnos de Bachillerato que sigue a continuacion. Su
objetivo es utilizar las posibilidades de los programas de
representacion de funciones para llegar a una conjetura sobre
cual es la derivada de la funcion seno obviando el célculo de

m sen(x+h)—sen(x) debido a su dificultad.
h—0 h

Actividad: Con el graficador “Funcions i grafics” representa
la funcion sen(x +h)—sen(x) y la funcién coseno. La pantalla

tiene que quedar como la siguiente para el valor 2 = 5:
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Figura 6. Graficador “Funcions i grafics”

sen(x + h) —sen(x)
h
h se acerca a cero? ;Qué puedes decir con relacion al

sen(x+h)=sen(x) 9 . sl es la derivada de la funcion

cuando

(Qué puedes decir de la funcion

h—0 h
seno?

En este caso, para calcular la derivada de la funcion seno se
trataria de seguir el esquema siguiente (Font, 2005a):

Expresion simbodlica de [ (x) £ Grafica de [ ‘(x) ¥

Expresion simbolica de f'(x)

Una manera de obtener la grafica de la funcion derivada a partir de

la expresion simbolica de f{x) consiste en utilizar un graficador

para representar la funcion fp() = Sx+h)~f(x) (funcion
h

gradiente o funcion pendiente de la funcion f (x) segin un
incremento /) con /4 suficientemente pequefio. Al ser 2 muy
pequeiio, la grafica que dibuja el graficador se puede considerar
que es la de la funcion derivada. El alumno ha de reconocer que la
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grafica que ha obtenido es la de la funcion coseno y recordar su
formula. Este ltimo paso supone que el alumno es capaz de
reconocer la gréfica de la funcion coseno que tiene en la pantalla
del ordenador.

El uso de esta técnica permite prescindir del siguiente calculo
de la derivada de la funcion seno y de la demostracion previa
de que

. Ssenoh .
lim =1-
h—0 h
. 2cos(x+£)-se?3% i Sé‘?ﬁg
S = lim SEAERITEER® = lim cos(xri) =
B0 B0 k B0 2k
2

T

= lim cos{x+t=rlim = lim COS(X"'E) = cosx
B0 2" o B0 2

2

Ademas, tiene la ventaja de que permite reducir la unidad de
trigonometria que se imparte antes de empezar la derivada, ya
que no sera necesario ampliarla para que incorpore las
propiedades que permiten convertir la diferencia de senos en
un producto.

7. Sexta reflexion: Superacion de una cierta ingenuidad con
relacion a las bondades de la incorporacion de las nuevas
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (T1C)

A continuacidn sigue un cuestionario propuesto a un grupo
de estudiantes de primer curso de Bachillerato (17 afios)
como parte de un proceso de instruccion sobre la derivada
(Font, en prensa). Su objetivo es el calculo de la derivada de
la funcién exponencial fix) = ¢" sin usar la definiciéon por
limites. Antes de contestar el cuestionario, los alumnos
habian estado trabajando con la representacion grafica de la

37



funcién f{x) = ¢" en un software dindmico que les permitio
hallar una condicién que cumplen todas las subtangentes. En
concreto, les permitid6 observar que, para la funcion
exponencial de base e, la longitud de la subtangente siempre
es 1.

El software puede ser diverso, desde un programa clasico
como el “Calcula”, o bien un programa gratuito de muy facil
manejo que permite representar funciones con parametros
como “Funcions i grafics” o bien applets especificamente
disefiados.

Programa “Funcions i grafics”

® Funcions i grafics

Arxiy Edicid  Visualitzar  Escala-zoom  Funcions  Punts  Ajuda
|f(x)=e‘u'x + e u*(1-u)

Figura 7. La funcion exponencial de base e en el graficador
“Funcions i grafics”
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Derivada de funciones exponenciales a partir de
consideraciones graficas de Ia recta tangente

Hegla Lasgente

Eaphcatitn

o

il

e

Ayl elaberide par Eduarda Tellrches Armenta can ol spplet BESCARTES

Figura 8. La funcién exponencial de base e en un applet
“Descartes”

Cuestionario

En el aula de informatica has observado que la funcion flx) = ¢
cumple que todas sus subtangentes tienen una longitud igual a 1.
Utilizando esta propiedad:

a) Calculaf"(0),f (D)yf'(2)

MW L m s oo
MW A M m o om

MW s oM o om
==
ra -

B B ( /°

&l 12 3 R ') kil i

Figura 9. Tangentesa flx)=c¢"enx =0, x=1yx=2

2 Applet elaborado por Eduardo Tellechea Armenta con el applet
DESCARTES. Recuperable en:
http://www.mat.uson.mx/eduardo/calculo1/Descartes/ActividadesPr
oyecto/deriexponenciales.htm
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b) Calculaf'(a)

(a,e?)
fx] = e* - |"I
__ﬂ___// X4—1—>
s

Figura 10. Tangentes a f{x)=¢" enx =a

¢) Demuestra que la funcion derivada de la funcion f(x) =
¢ es la funcién f'(x) =¢".

Para calcular la derivada de la funcion f (x) = ¢" los alumnos
han de aplicar una serie de acciones (una técnica) que
consiste en considerar, de entrada, un punto particular con la
tangente dibujada (por tanto, su abscisa y ordenada, no se
consideran variables). A continuacion, a partir de la
manipulacién con programas informaticos dinamicos, se
halla primero una condiciéon que cumplen todas las rectas
tangentes (en este caso que la subtangente siempre es un
segmento de longitud 1). Esta condicion después se
simboliza, aplicando la interpretacion geométrica de la
derivada, lo que permite calcular la derivada en x = a. Por
ultimo, los alumnos han de tener claro que la condicion que
han hallado, y el calculo de la pendiente que de ella se deriva,
es valido para cualquier punto, de manera que el punto, que
inicialmente se consider6 como un punto particular, pasa a
ser considerado después como un punto cualquiera. De esta
manera se obtiene la expresion simbdlica de la funcioén
derivada.
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Esta técnica relaciona las siguientes representaciones:

Grafica de f(x) y Expresion simbolicade f(x) =
Expresion simbolica de f'(x)

El punto de partida para hallar una condicién que cumplen
todas las tangentes es la grafica de f{x). La expresion
simbolica de f{x) es necesaria para simbolizar la condicién
que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes, la
cual nos permite deducir la expresion simbolica de [ "(x).
Esta técnica solo es posible si se introduce la representacion
grafica y la simbodlica conjuntamente de la funcidén
exponencial de base e ya que si no se contempla la
representacion grafica, la técnica no es viable. Contemplar la
representacion grafica, ademas de la simbolica, permite
realizar determinadas practicas que con so6lo la representacion
simbolica no serian posibles.

El célculo de la derivada de la funcion exponencial de base e, en el
cuestionario que estamos considerando, estd a mitad de camino entre
lo que se conoce historicamente como el problema de la tangente y su
inverso —no es exactamente el problema de la tangente, puesto que
aqui ya se tiene construida; ni es el problema inverso, ya que se
conoce la expresion simbolica de la funcion— Este método fue
sugerido por los procedimientos utilizados para construir la tangente y
la normal en el periodo que va de Descartes a Barrow. Esta técnica
tiene un campo de aplicacion limitado, pero se puede aplicar, entre
otras, a la familia de las funciones que tienen por grafica una recta 'y a
las funciones exponenciales y logaritmicas.

Llegados a este punto podemos caer en la “ingenuidad” de
que en esta tarea en la que se usan las TIC todo son ventajas.
Por ejemplo, se puede argumentar que es una actividad que
permite que los alumnos descubran propiedades (todas las
subtangentes tienen una longitud igual a 1) y que la
emergencia de esta propiedad es el resultado de una
abstraccion diferente a la empirica, a saber, de una
abstraccion “reflexiva” (en términos de Piaget). En efecto, se
trata de un proceso que, a partir de la reflexion sobre el
sistema de acciones y su simbolizacion, llega a encontrar
relaciones invariantes y las describe simbolicamente. Ahora

41



bien, hay que ser conscientes de que el uso de este software
dindmico, ademas de permitir la generalizaciobn que se
pretende, produce otros efectos, uno de los mas importantes
es que estructura implicitamente las graficas funcionales en
términos de la metafora siguiente: "La grafica de una funcion
se puede considerar como la traza que deja un punto que se
mueve sobre un camino (la grafica)” (Font y Acevedo, 2003).
Dicho de otra manera, al utilizar los graficadores dindmicos
estamos conectados con esquemas muy basicos que se
forman en las primeras edades de las personas, y esta
conexion produce un determinado “tipo” de comprension de
las graficas del cual muchas veces los profesores no son
conscientes.

El uso de graficadores dindmicos que conllevan metaforas dinamicas
tiene sus ventajas (por ejemplo, en este caso permite la abstraccion
reflexiva), pero también sus inconvenientes ya que, entre oftros,
pueden generar procesos metaforicos no controlados como se muestra
en la investigacion explicada en Font (1999). En dicha investigacion
se describe una situacion de ensefianza-aprendizaje en la que alumnos
de 17 afios utilizan software dindmico con el objetivo de ayudarles a
entender que la recta tangente es la recta a la cual se aproximan las
rectas secantes.

®.Fitxer Hodificacid Creacid Construccié Altres

7 A
! 2.4 x=a

Figura 11. Aproximacion de las secantes a la tangente con el
programa Cabri
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En este contexto, (Font, 1999, pag. 122) se observo que el
hecho de que el profesor utilizara de manera inconsciente un
discurso dindmico producia la siguiente dificultad en los
alumnos:

(...) observamos que habia alumnos que,
cuando movian el punto A, pensaban que el
nuevo punto continuaba siendo el punto A y
que la nueva recta tangente era la misma que
antes pero con diferente inclinacion. De
hecho, es como si estructurasen la situacion en
términos de una persona que se mueve (punto
A) con un saco en la espalda (recta tangente)
por una carretera que primero sube y después
baja (grafica) y considerasen que la persona y
el saco siempre son los mismos a pesar de
estar en diferentes lugares y tener diferente
inclinacion.".

Este fenémeno también estd documentado en otras
investigaciones, por ejemplo en Bolite Frant et altres (2004).

Las metaforas dinamicas se pueden rastrear en la historia de
las matematicas ya que fueron las dominantes en el periodo
anterior a la aritmetizacion del analisis. Por ejemplo, Newton
en el siguiente parrafo se posiciona a favor de las metaforas
dinamicas y en contra de las estaticas (formadas por partes):

No considero las magnitudes matemdaticas como
formadas por partes, por pequerias que éstas
sean, sino como descritas por un movimiento
continuo. Las lineas no son descritas y
engendradas por la yuxtaposicion de sus partes,
sino por el movimiento continuo de puntos; las
superficies por el movimiento de las lineas; los
solidos por el movimiento de las superficies; los
angulos por la rotacion de los lados; los
tiempos por un flujo continuo. Considerando,
pues, que las magnitudes que crecen en tiempos
iguales son mayores o menores segun que lo
hagan con mayor o menor velocidad, busqué un
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método para determinar las magnitudes
partiendo de las velocidades de los movimientos
o aumentos que las engendran. Llamando
fluxiones a las magnitudes engendradas, di,
hacia los anos 1665-1666, con el método de
fluxiones, del que haré uso en la cuadratura de
curvas. (extraido de Lacasta y Pascual, 1998,
pp- 28-29),

Hay que tener en cuenta que Leibnitz, a diferencia de
Newton, consideraba la grafica de una funcién como un
agregado de segmentos infinitesimales mas que como la
trayectoria de un punto que se mueve. Para Newton, las
graficas de funciones eran consideradas no como un
agregado estatico de infinitesimales, sino como la trayectoria
descrita por un punto en movimiento, la cual se puede
expresar mediante una formula (generalmente en forma
implicita). Esta manera de entender las graficas de funciones
es muy evidente en la obra de Newton, en la cual podemos
hallar constantes referencias a un punto que es mueve sobre
una parabola, una hipérbola, etc. Ademas de considerar que
la grafica se puede interpretar como la traza que deja un
punto que se mueve sobre la grafica, considera que el punto
que genera la grafica viene determinado por dos segmentos
(abscisa y ordenada), cada un de los cuales es generado por
un punto que se mueve en funcion del tiempo.

El uso de determinados graficadores informaticos y de
calculadoras graficas facilita la recuperacion, aunque sea de
forma inconsciente, de las metaforas dindmicas del tipo “La
grafica es un camino”. Se trata de una metafora de tipo
grounding3 cuyo dominio de partida es el esquema de imagen

Lakoff y Nuilez (2000) distinguen dos tipos de metaforas
conceptuales: 1) “Conectadas a tierra” (grounding): Son las que
relacionan un dominio (de llegada) dentro de las matematicas con un
dominio (de partida) fuera de ellas. Por ejemplo: “Las clases son
contenedores”, “los puntos son objetos”, ‘“una funciéon es una
maquina”, etc. Estas metaforas sirven para organizar un dominio de
llegada matematico (por ejemplo las clases) a partir de lo que
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“camino”. Este esquema de imagen, segun Acevedo (2008)
es subsidiario del esquema orientacional egocéntrico y se
genera en las primeras edades:

Rsguem del coamine

f) Experiencias corpovales

Dy Diagrama del esquerna caming v su estructura intema

Flaerza de propabadn
i Origen
—*  Movimdo Destino
Fasos contiguos intermedios
= b Drreccitn
Fustte Camine Mata Movanieato

Estructura interna del esquerna del camino

Figura 12. Esquema de imagen “camino”

sabemos sobre un dominio de partida que esta fuera de ellas (lo que
sabemos sobre los contenedores) y 2) De enlace (linking): Tienen
su dominio de partida y de llegada en las mismas matematicas. Por
ejemplo, “los nimeros reales son los puntos de una recta”, las
funciones de proporcionalidad directa son rectas que pasan por el
origen de coordenadas”, etc. Las metaforas de enlace proyectan un
campo de conocimientos matematicos sobre otro distinto.
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La metafora conceptual® “La grafica es un camino” permite
la proyeccion del esquema de imagenes “camino” sobre las
graficas. Dicha proyeccion se puede ilustrar por medio de la
siguiente figura (Font, Acevedo, Castells y Bolite, 2008):

?smrmnsosmu;m
CAMING

[ oopnie

e
| PARTION
\ e

l

Faprmy =" -I'»"“x_‘
el )
~ o
“La Fabeiiin e el ’l Ry

; i )
3

| A

| e l i e |

Figura 13. Proyeccion metaférica del esquema “camino”

4 o 4. .y . . r
La distincion entre expresiones metaforicas 'y metdforas

conceptuales sirve para establecer generalizaciones que de otro
modo quedarian ocultas. Las metdforas conceptuales  permiten
agrupar expresiones metaforicas. Una expresion metaforica, en
cambio, es un caso individual de una metafora conceptual. Por
ejemplo, la metafora conceptual “La grafica de una funcién es un
camino” agrupa, entre otras, expresiones metaforicas como “la
funcion pasa por el origen de coordenadas” o “Y luego aqui viene
asi (la grafica de la funcion)”, etc.
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Metafora dinamica: “La grdfica es un camino”

Dominio de partida Dominio de llegada
Esquema del camino Gréficas de funciones
Camino Gréfica
Una localizacion en el
camino Punto de la grafica
Estar sobre el camino La relacion de pertenencia (ser

un punto de la gréfica)

Origen del camino Origen de la grafica (por
ejemplo, menos infinito)

Final del camino Final de la gréfica (por ejemplo
mas infinito)

Estar fuera del camino Puntos que no pertenecen a la
grafica

Tabla 1. Proyeccion metaforica del esquema camino

Una variante de esta metafora conceptual es “La grafica es la
traza que deja un punto que se mueve sujeto a determinadas
condiciones”. La diferencia con la anterior es que, en este
caso, el camino no estd dado previamente, sino que es la traza
que resulta del movimiento del punto. Esta tltima se pone en
funcionamiento cuando se traza la grafica de una funcion,
mientras que en la primera la grafica ya estda dada
previamente.

8. Séptima reflexién: Tendencia a considerar que saber
matemdticas implica ser competente en su aplicacion
a contextos extra-matematicos

Actualmente hay una tendencia a considerar que ‘“saber
matematicas” incluye la competencia para aplicarlas a
situaciones no matematicas de la vida real. Esta tendencia, en
algunos paises, se ha concretado en el disefio de curriculums
basados en competencias. Esta tendencia también tiene que
ver con la importancia que se da, en los estudios
internacionales de evaluacion del sistema educativo, a la
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competencia de los alumnos para aplicar las matematicas
escolares a los contextos extra matematicos de la vida real
(p.e. el estudio Pisa 2003). En dicho informe se consideran
las siguientes competencias:

= Pensar y razonar. Incluye plantear preguntas
caracteristicas de las matematicas (“;Cuéntas ... hay?”,
“;Como encontrar ...?”); reconocer el tipo de respuestas
que las matematicas ofrecen para estas preguntas;
distinguir entre diferentes tipos de proposiciones
(definiciones, teoremas, conjeturas, hipotesis, ejemplos,
condicionales); y entender y manipular el rango y los
limites de ciertos conceptos matematicos.

= Argumentar. Se refiere a saber qué es una prueba
matematica y como se diferencia de otros tipos de
razonamiento matematico; poder seguir y evaluar cadenas
de argumentos matematicos de diferentes tipos; desarrollar
procedimientos intuitivos; 'y construir 'y expresar
argumentos matematicos.

= Comunicar. Involucra la capacidad de expresarse, tanto en
forma oral como escrita, sobre asuntos con contenido
matematico y de entender las aseveraciones, orales y
escritas, de los demas sobre los mismos temas.

= Modelar. Incluye estructurar la situacion que se va a
moldear; traducir la “realidad” a wuna estructura
matematica; trabajar con un modelo matematico; validar el
modelo; reflexionar, analizar y plantear criticas a un
modelo y sus resultados; comunicarse eficazmente sobre el
modelo y sus resultados (incluyendo las limitaciones que
pueden tener estos ultimos); y monitorear y controlar el
proceso de modelado.

» Plantear y resolver problemas. Comprende plantear,
formular, y definir diferentes tipos de problemas
matematicos y resolver diversos tipos de problemas
utilizando una variedad de métodos.

= Representar. Incluye codificar y decodificar, traducir,
interpretar 'y distinguir entre diferentes tipos de
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representaciones de objetos y situaciones matematicas, y
las interrelaciones entre diversas representaciones; escoger
entre diferentes formas de representacion, de acuerdo con
la situacion y el proposito particulares.

= Utilizar lenguaje y operaciones simbolicas, formales y
técnicas. Comprende decodificar e interpretar lenguaje
formal y simbdlico, y entender su relacion con el lenguaje
natural; traducir del lenguaje natural al lenguaje simbolico /
formal, manipular proposiciones y expresiones que
contengan simbolos y formulas; utilizar variables, resolver
ecuaciones y realizar calculos.

» Utilizar ayudas y herramientas. Esto involucra conocer, y
ser capaz de utilizar diversas ayudas y herramientas
(incluyendo las tecnologias de la informacion y las
comunicaciones TICs) que facilitan la actividad
matematica, y comprender las imitaciones de estas ayudas
y herramientas.

9. Octava reflexién: Tendencia a aceptar el principio de
Equidad en la Educacion Matematica Obligatoria.

Los diferentes paises tienen tendencia a aumentar la edad en
la que finaliza la ensefianza obligatoria (p. e. en Espafia ahora
es 16 afios). Este aumento de la etapa de ensefianza
obligatoria conlleva (1) que el sistema educativo tarda mas a
seleccionar al alumnado y (2) la diversidad propia de una
etapa obligatoria esta presente en edades en las que antes los
grupos de alumnos eran mas homogéneos. Por otra parte, el
proceso de globalizacion en el que estamos inmersos
produce, en muchos paises, un aumento de la diversidad
cultural. Hay, pues, una tendencia a aumentar tanto la
diversidad en el ritmo de aprendizaje como la diversidad
cultural. Esta diversidad es la causa de un cierto desconcierto
en los profesores de la ensefianza obligatoria ante los
problemas que tienen para explicar matematicas en esta etapa

Ante esta diversidad, hay una tendencia a buscar la equidad
en la educacion matematica. Hay cierto acuerdo en que los
programas de instruccion matematica deben alcanzar a todos
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los estudiantes cualquiera que sea el género, lengua, grupo
étnico o sus diversas capacidades. Se considera que cada
estudiante tiene derecho al acceso a ideas matematicas
relevantes, a pensar de manera efectiva con estas ideas, y a
aplicar sus conocimientos matematicos mas alla de los muros
de la clase. Para ello es necesario que los estudiantes vean la
relevancia y utilidad de las matematicas relacionando su
estudio en la escuela con el mundo exterior y empleando
estrategias de ensefianza que comprometan a los estudiantes,
les planteen desafios matematicos y mostrandoles aprecio a
sus propias ideas matematicas.

De acuerdo con este principio de equidad hay un interés en
conocer las dificultades que tienen les persones que aprenden
matematicas en situaciones de conflicto cultural, es decir, en
las situaciones donde la cultura propia difiere marcadamente
de la cultura de la escuela. Por ejemplo, poblaciones
indigenas que se hallan en situacion minoritaria o bien, como
es el caso de los inmigrantes recientes en sociedades
occidentales europeas.

Para conseguir esta equidad hay que presentar a los alumnos
tareas matematicas que, por una parte, permitan una actividad
matematica rica y, por otra parte, permitan la inclusion de
todos los alumnos. Se trata de conseguir la inclusion y no la
exclusion de los alumnos con mas dificultades sin renunciar
por ello a presentar tareas que sean relevantes desde el punto
de vista matematico. El objetivo no es facil, pero no
imposible como muestra las siguientes secuencias de
actividades para alumnos de 12 afios (Font, 2005b).

ACTIVIDAD 1: Los hexaminos son figuras formadas por
seis cuadrados. A continuacién tienes dibujados todos los
hexaminds posibles. Entre los 35 hexaminés has de
encontrar los 11 que permiten construir un cubo. Puedes
dibujar el hexamino en papel cuadriculado para poderlo
recortar con unas tijeras.
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Figura 14. Hexaminos

En la actividad 1, se propone que investiguen cuales de los 35
hexaminos son desarrollos planos de un cubo. Para contestar a
esta pregunta, se les facilito plantillas en las que pudiesen dibujar
los hexaminos y, si lo consideraban conveniente, los pudiesen
recortar para ver si era posible construir el cubo a partir de ellos.

Figura 15. Construccion de un cubo a partir de un hexamino

Esta actividad resulta muy atractiva para los alumnos y casi
todos terminaron integrandose en ella. En las experiencias
realizadas, todos los grupos llegaron a descubrir todos los
hexaminos que son desarrollos planos del cubo.

o g o
T N

o L Ao

Figura 16. Los 11 hexaminos que son desarrollos planos de
un cubo
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Actividad 2: Un cubo tiene caras, aristas y vértices:a)
Dibuja un cubo y sefiala un vértice, una cara y una
arista.

b) <(Cudntas caras tiene un cubo? ¢Cudntas son laterales?
¢Y cudntas son bases?c) ¢Cudntas aristas tiene un
cubo?d) ¢Cudntas caras concurren en un vértice?

En la actividad 2 se recuerdan los conceptos de “cara”,
“vértice” y “arista”. También se distingue entre cara lateral y
base. Los alumnos han de contar el nimero de aristas y de
caras, el nimero de caras laterales y el nimero de bases.
También tienen que observar que en un vértice concurren
solo tres caras.

Actividad 3: Fijate en los hexaminos que no son
“recortables” de un cubo:

a) Teniendo en cuenta el nimero de caras que concurren
en un vértice, <¢cudles de los hexaminos quedan
descartados como “recortables"?

b) ¢Has observado alguna otra caracteristica?

En la actividad 3 se pretende que los alumnos formulen
argumentaciones explicando la causa por la que determinados
hexaminos no son desarrollos del cubo. Como resultado de
los comentarios, normalmente se acuerdan las siguientes
causas:

1) Cuando en un hexamino hay un vértice en el que
concurren cuatro cuadrados, no es el recortable de un cubo.
Por ejemplo:
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Figura 17. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

2) Cuando en un hexamino hay una tira de mas de 4
cuadrados seguidos, no es recortable del cubo. Por ejemplo:

|
Figura 18. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

3) Cuando en un hexamino tenemos una tira de 4 y los otros
dos cuadrados estan en el mismo lado, no es recortable del

cubo. Por ejemplo:

Figura 19. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

Esta secuencia de tareas es una propuesta de trabajo
colaborativo en la que todos los alumnos pueden participar.
En ella se presenta una situacion que implica una actividad
manipulativa con material muy simple (tijeras y plantillas
cuadriculadas). Se trata de una tarea que permite que los
alumnos realicen por una parte una actividad matematica
“rica” y, por otra parte, son actividades inclusivas y no
exclusivas.
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10. Novena reflexién: Tendencias en la formacién inicial
de profesores de ensefianza no universitaria

Hay un cierto consenso en que las competencias profesionales que
la formacion inicial de profesores de ensefianza no universitaria
tendria que intentar desarrollar son las siguientes (Font, 2005c):

a) Competencia en el domino de los contenidos
matematicos correspondientes al curriculum de la
ensefianza no universitaria.

Para ello, las matematicas que debe saber el futuro
profesor no se pueden limitar a recibir la transmision de
contenidos formales y descontextualizados organizados
de manera deductiva. El futuro profesor necesita saber
también cuales son las aplicaciones de las matematicas al
mundo real, cuales fueron los problemas que originaron
los objetos matematicos que tendra que enseiar, etc.

Los conocimientos matematicos que ha de recibir en su
formacién inicial el futuro profesor no pueden ser
exactamente los mismos que reciben los estudiantes que
se van a dedicar, por ejemplo, a la industria, a la empresa
o0 a la investigacion basica.

b) Competencia en la planificacion y disefio de secuencias
didacticas.

Con relacion a esta competencia en la formacion inicial
solo se pueden dar algunas indicaciones, ya que aprender
a disefiar unidades didacticas es un objetivo muy
ambicioso que solo se puede alcanzar a partir de la
experiencia que se obtiene al impartir clases reales.

El disefio de unidades didacticas implica la toma de
decisiones en distintos ambitos de concrecion hasta
culminar en un documento en el que el profesor concreta
los objetivos, contenidos, actividades, recursos y
materiales, instrumentos de evaluacidon y seleccion de
estrategias metodologicas.
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Parece evidente que el disefio de las unidades didacticas
se ha de basar, como minimo, en los seis aspectos que se
describen a continuacion.

= La informacion disponible sobre los objetivos y
contenidos del curriculo y del proyecto de centro
correspondiente.

= Los tipos de problemas que son el campo de aplicacion
de los contenidos matematicos seleccionados.

= El conjunto organizado de practicas institucionales,
operativas y discursivas, que proporcionan la solucion
a los tipos de problemas seleccionados (contenidos
procedimentales, conceptuales y formas de
representacion).

= Materiales y recursos disponibles para el estudio del
tema, incluyendo los libros de texto y experiencias
didacticas descritas en las publicaciones accesibles.

= El conocimiento de los errores y dificultades
recurrentes en el estudio del tema que la investigacion
didactica ha documentado

= Los criterios metodologicos y de evaluacion incluidos
en las orientaciones curriculares, asi como las
recomendaciones aportadas por la investigacion
didactica descritas en publicaciones accesibles.

Las consideraciones anteriores se refieren a la fase de la
planificacion de la unidad didactica. Pero en el disefio de
una unidad didactica, hay que contemplar una primera
fase de planificacion y una segunda fase propiamente de
disefio. Una vez se ha recogido informaciéon sobre los
aspectos anteriores, se pueden empezar a tomar
decisiones que permiten el disefio efectivo de la unidad.
Esto es, concretar en actividades de aula las tomas de
posicion sobre los aspectos anteriores.

Con relaciéon a las actividades disefiadas hay que tener
presente que la naturaleza de la actividad de los alumnos
en clase de matematicas es una cuestion central en su
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enseflanza puesto que el aprendizaje es siempre el
producto de la actividad, y si esta se reduce, por ejemplo,
a la resolucion repetitiva de ejercicios para aplicar ciertas
formulas esto es lo que se aprende y lo que queda en los
alumnos. Por lo tanto, hay que procurar incorporar en la
unidad actividades "ricas" en el sentido de que permitan
superar el aprendizaje pasivo, gracias a la incorporacion
al proceso de ensefianza-aprendizaje, entre otros, de
algunos de los siguientes aspectos: la actividad del
alumno, el uso de materiales y recursos informaticos,
problemas contextualizados, grupos de trabajo, uso de
diferentes representaciones, etc. En la fase de disefio,
también se han de contemplar actividades de evaluacion
inicial, formativa y sumativa.

La capacidad de gestion de las secuencias didacticas en
el aula.

En el disefio de una unidad se ha previsto, muchas veces
de manera implicita, una determinada gestion de aula.
Por ejemplo, si la unidad incorpora una actividad en la
que los alumnos han de descubrir una féormula para hallar
el nimero de diagonales de un poligono, el profesor en la
situacion de accion de los alumnos tendra una actuacion
muy diferente que en la situacion de validacion o en la
de institucionalizacion de los resultados obtenidos.

La gestion de la unidad puede llegar a ser mas
importante que las propias actividades que la componen
ya que una actividad 'rica", mal gestionada,
normalmente termina siendo una actividad "pobre",
mientras que una actividad mal disefiada, bien
gestionada, se puede llegar a convertir en una actividad
"rica".

A pesar de que en la planificacion y el disefio de la
unidad ya se ha previsto a priori una determinada gestién
de aula y un determinado tratamiento de la diversidad, el
profesor ha de ser competente para analizar la gestion
efectiva de aula que permite la unidad disefiada. Hay que
tener en cuenta que esta unidad se va a utilizar con unos
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alumnos determinados sobre los cuales seguramente se
tendra mucha informacion de los cursos anteriores. Esta
informacion, junto con la evaluacion inicial de los
alumnos y la evaluacion formativa permiten adaptar la
unidad a la diversidad de los alumnos. Esto es, la unidad
didactica se ha de adaptar, ampliar o variar para tratar la
diversidad de errores y dificultades que pueden presentar
los alumnos.

En la fase de gestion de la unidad, el profesor ha de ser
competente en el analisis de las caracteristicas de las
situaciones que pueden ser modificadas por €l (variables
didacticas), asi como los fenémenos del contrato
didactico. Por otra parte, hay que ser conscientes de que
el profesor se va a encontrar con determinados alumnos
que necesitaran una adaptacion curricular individual.

Para ser competente en la planificacion, disefio y gestion
de secuencias didacticas tal como se ha formulado en los
parrafos anteriores es necesario que el futuro profesor
sea competente en:

El andlisis, interpretacion y evaluacion de los
conocimientos matematicos de los alumnos a través de
sus actuaciones y producciones matematicas.

Estas cuatro competencias profesionales de los
profesores de matematicas de ensefianza no universitaria
tienen implicaciones importantes para su formacion
inicial. Las mas importantes son:

» Hay que incorporar un itinerario educativo en la
formacion inicial de profesores de matematicas. Este
itinerario se debe articular en torno a la Didactica de la
Matematica.

» Hay que asegurar una formaciéon adecuada en
matematicas. Ahora bien, una formacién matematica
que tenga en cuenta las aplicaciones de las
matematicas al mundo real, su historia, etc.

= La practica docente debe formar parte esencial de la
formacion inicial de los profesores. La reflexion sobre
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la propia practica es necesaria para comprender la
complejidad del proceso educativo. Ahora bien, es
necesario articular el andlisis de la propia practica con
las aportaciones de la investigaciéon y la innovacion
desde la didactica de la matematica y, en este sentido,
es necesaria la coordinacion entre el futuro profesor,
el profesor de didactica de la matematica y el profesor
tutor de matematicas en el centro escolar.

11. Décima reflexion: Una agenda de investigacién

Las tendencias que se han comentado anteriormente dan pie a una
sugerente agenda de investigacion para la Didactica de las
Matematicas. Algunas de las cuestiones relevantes de dicha
agenda que merecen ser investigadas son, entre otras, las
siguientes: 1) ;Coémo se puede conseguir la emergencia de los
objetos matematicos a partir de los contextos extra-matematicos?
2) (Qué caracteristicas han de cumplir los problemas
contextualizados? ;Como se pueden clasificar? 3) ;Es posible en
las instituciones de secundaria implementar matematicas
contextualizadas que permitan una actividad de modelizacion
“rica”? 4) ;Como conseguir que los alumnos sean competentes en
la aplicacion de las matematicas a contextos no matematicos? 5)
(Como podemos evaluar la medida en que los estudiantes tienen
acceso a las ideas matematicas relevantes y sus capacidades para
hacer un uso efectivo de dichas ideas? 6) ;Qué competencias
necesitan los profesores para disefiar e implementar cursos de
matematicas que tengan en cuenta algunas de las tendencias
comentadas? Etc.
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