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Resumen: Se presenta una propuesta de clase para la enserianza del Teorema de Pitd-
goras en su version general a través de materiales manipulativos y el uso de una balanza
para comparar dareas de figuras planas. También se realiza una representacion previa
del Teorema del Coseno, sin el uso de razones trigonométricas, a través de una balanza
de brazos graduados.
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Introduction of the Pythagorean Theorem and the
Cosine Theorem by using scales

Abstract: We present a class proposal for the teaching of the Pythagorean theorem in its
general version with manipulative materials and the use of a scale to compare areas of
flat figures. A previous representation of the Cosine Theorem is also performed, without
the use of trigonometric reasons, using a scale with graded arms.
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INTRODUCCION

El Teorema de Pitdgoras es uno de los resultados de geometria plana mas conoci-
dos y mas demostrados, con alrededor de 400 demostraciones conocidas (Maor, 2007).
Aunque existen muchas formas de representarlo, la mas utilizada es la forma algebraica
a?+b=ck

El Real Decreto 1105/2014 de contenidos de Educacion Secundaria Obligatoria es-
tablece, dentro de los contenidos minimos en 1° de Educacion Secundaria Obligatoria
dentro del territorio espafol, la ensefianza del Teorema de Pitagoras, con su justifica-
cidén geométrica. Asimismo, dentro de los contenidos del bloque transversal “Procesos,
métodos y actitudes en Matematicas” se incluye el “Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos”.

Como sefiala Galo-Sanchez (2018), en muchas ocasiones un problema clésico casi
siempre se expone de manera parcial a través de ejemplos particulares que no detallan la
totalidad de las posibilidades de demostracion o de visualizacion desde perspectivas di-
ferentes. Sin embargo, entre el profesorado es un tema recurrente en cuanto a propuestas
de ensefianza tanto a nivel de congresos como de revistas dirigidas a los docentes tanto
de primaria como de secundaria (Troyano y Flores, 2016; Gutiérrez-Rubio, 2017).

En esta propuesta mostramos el uso de un recurso didactico como es el de la balanza
para la introduccion geométrica del Teorema de Pitagoras. El uso de las balanza como
forma de representacion de igualdades se ha planteado por varios autores como recurso
didactico para la ensefianza de ecuaciones (Rojano, 2010) o para el calculo de propor-
ciones de compuestos (Altés & Real, 1995), entre muchos otros. Como afirman otros
autores el uso de materiales didacticos en la clase de matematicas crea un ambiente fa-
vorable no solo para la comprension de los conceptos sino también para inculcar en los
alumnos actitudes positivas y de empatia hacia las matematicas (Maz-Machado y Jimé-
nez-Fanjul, 2012).

CONCEPTOS PREVIOS

Esta propuesta se plantea para alumnos de 1°ESO, donde se plantea por primera vez
dicho Teorema. Lo introduciremos como un caso particular de un resultado mas general
que establece que el angulo que forman los lados a, b es agudo (resp. obtuso) si a® + b> >
c?, (resp <). El caso intermedio donde se da la igualdad es el caso intermedio entre agudo
y obtuso que corresponde a un angulo recto.

El material que utilizaremos consistird en una balanza que utilizaremos para compa-
rar pesos. En principio no es necesario ningtin tipo de balanza especial, aunque para la
ultima actividad serd necesario una balanza de brazos graduados, similar a la represen-
tada en la Figura 1:

Recortaremos cuadrados de varios tamafios de colores rojo (que formaran los lados
a,b) y azul (que formaran el lado ¢), que pueden ser de madera o de un cartdn lo bastante
grueso para que su peso sea significativo. Para obtener una casuistica suficiente hemos
elegidos cuadrados de lados (en centimetros) 6, 9, 9,12 en color rojo y 10, 11.65, 12.72,

90 Epsilon, 2018, n° 100, 7-97, ISSN: 2340-714X



Introduccion del Teorema de Pitagoras y del Teorema del Coseno mediante el uso de balanzas
David Gutiérrez-Rubio, Carmen Ledn-Mantero, M. Jos¢ Madrid-Martin y M. Teresa Sanchez-Compafia

Figura 1. Balanza con brazos graduados

14, 15, 16, 20 en color azul. Cada rectangulo estara atravesado por un cordel de masa
despreciable, para poder colgarlo del brazo de la balanza a la distancia que se quiera.
También haremos uso de dos rectangulos de dimensiones 9x12 como introduccion al
Teorema del Coseno.

Utilizaremos un papel en blanco donde tenemos impreso un transportador de angu-
los, a modo de tapete para realizar las construcciones de los diferentes triangulos en la
actividad.

DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES

Las actividades se desarrollardn en una unica sesién que pasamos a describir a
continuacion:

Primera sesion:

Explicaremos a los alumnos que usando los lados de 3 cuadrados vamos a cons-
truir un triangulo. Para ello elegiremos dos cuadrados, colocando ambos con un vértice
comun en el centro del transportador de angulos y uno de ellos alineado con el 0, como
se muestra en la Figura 2.

Posteriormente se cogera un tercer cuadrado y se formara un triangulo, procurando
que los cuadrados colocados con anterioridad sigan teniendo su vértice comun en el cen-
tro del transportador, como se ve en la Figura 3.

Preguntaremos qué angulo forman los dos cuadrados rojos, no solo la medicion sino
que haremos énfasis en si es agudo, recto u obtuso. A continuaciéon pediremos a los
alumnos que comparen los pesos de los dos cuadrados rojos con los del cuadrado azul,
colgandolos de la balanza a igual distancia del centro ;cudl pesa mas? Si efectuan la pe-
sada correctamente y el angulo resultante era agudo, los dos cuadrados rojos pesaran
mas que el azul, mientras que si el angulo es obtuso los cuadrados rojos pesaran menos
que el azul.
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Figura 2.
Colocacion de los dos primeros
rectangulos.

Figura 3:
Formacion del
triangulo

Repetiremos este experimento varias veces (evitaremos el caso del angulo recto por
ahora), rellenando la tabla de la pagina siguiente.

Pediremos ahora que formen el tridngulo con los rojos de longitudes 6 cmy 9 cm y el
azul de longitud 10cm y deberan responder, sin realizar la pesada, qué creen que pesara
mas, si las dos piezas rojas juntas o la azul. Llegados a este punto deberian de haber des-
cubierto que los angulos obtusos corresponden a piezas azules “muy grandes” que son
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Lados de los rojos Lado del azul Angulo que forman JPesan mas los
los rojos (aprox) rojos o el azul?
9y 12 11 61° LOS ROJOS
9y 12 14 82° LOS ROJOS
9y 12 16 98° EL AZUL
9y 12 20 145° EL AZUL
6y9 11.65 100° EL AZUL

mas pesadas que las rojas, mientras que los agudos corresponden al caso contrario. Plan-
teamos entonces el caso intermedio ¢y qué ocurre cuando la pieza azul pesa exactamente
lo mismo que las dos piezas rojas juntas? Es decir, si la pieza azul ni es mas pesada ni
menos pesada que las dos rojas juntas, el &ngulo que forman ni sera obtuso ni sera agudo.
Por exclusion, deberian deducir que el angulo que forman ha de ser recto.

Llegados a este punto, estamos en condiciones de cambiar de la representacion
geométrica a la algebraica, pero antes tomaremos un paso intermedio, utilizando la re-
presentacion numérica. Centrandonos en un trio de figuras que equilibren la balanza (por
ejemplo, los cuadrados de lados 9 cm, 12 cm y 15 cm), pediremos que, utilizando una
regla, calculen sus areas, obteniendo 81 cm?, 144 cm? y 225 cm? respectivamente. Pre-
guntamos si, dado que la balanza estaba equilibrada con esas piezas, la suma de las areas
de los cuadrados rojos ha de ser igual a la del cuadrado azul. Si la clase no tiene dudas al
respecto, escribimos dicha igualdad en la pizarra:

81 + 144 =225

Para hallar una ley general que nos sirva, aclaramos, debemos aclarar de donde pro-
ceden estos numeros. 81 era el area de uno de los cuadrados rojos, que hemos calculado
haciendo 9 x 9 = 92, De igual modo con los otros nimeros:

92+122=15?

Observamos que son los lados del tridngulo rectangulo para poder hacer la relacion.
Entonces, dibujando un triangulo rectangulo de lados a, b y ¢, podemos generalizar el re-
sultado anterior al Teorema de Pitagoras en su forma mas conocida:

a’+ b><c*(resp. a®> + b*>>c?)

Tenemos que hacer notar que el angulo recto ha de ser el que forman los lados de
los dos cuadrados rojos. Dichos lados rojos los denominamos catetos y el lado azul
hipotenusa.

Podemos preguntar como quedaria la ecuacion si el &ngulo que forman los lados rojos
fuera obtuso (resp. agudo):
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Figura 4: Figuras alternativas al cuadrado (Fuente: Elaboracion propia).

Figura 5. Iustracion del Teorema de
Pitagoras con monigotes.

Podemos generalizar este resultado con figuras que no sean cuadradas, como penta-
gonos o cualquier contorno que tenga una base recta bien delimitada para hacer las veces
de lado del tridangulo. En la figura 4 se muestran algunos ejemplos:

En rojo se han marcado los puntos de referencia para crear los lados de los triangu-
los. Puede ser sorprendente para los alumnos comprobar que la balanza se equilibra con
formas cualesquiera sin mas que comprobar que se puede construir un tridngulo rectan-
gulo con sus bases (figura 5).

Para enriquecer mas el uso de la balanza en la sesion, se puede terminar introduciendo
un avance de el Teorema del Coseno, sin necesidad de introducir razones trigonométricas
propiamente dichas, de la siguiente manera: Partimos de la siguiente construccion de los
cuadrados de tamafios 6 y 9 (marcados en rojo) (figura 6):
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En verde 6 x 9 estan representados
los dos rectangulos necesarios para
completar el cuadrado. A continua-
cion, pediremos a la clase que realicen
un triangulo con los lados rojos 6 y 9
y un lado azul cualquiera, por ejemplo

14. En este caso, el angulo que forman
los lados rojos es de 137° aproximada-
mente. A estas alturas ya es obvio para
la clase que la pieza azul pesara mas
que las dos rojas juntas, lo que compro-
bamos con la balanza. Ahora retamos a
un alumno a que cuelgue los dos rectan-
gulos verdes juntos en algun lugar de la
balanza de forma que esta quede equi-

librada, pero que solo dispone de un Figura 6. Cuadrados de lados 6 y 9 con
intento, como se muestra de manera es- rectangulos 6x9.
quematica en la figura 7.

Después de pensar y colocar las piezas, lo mas probable es que no consiga su ob-
jetivo. Decimos entonces que nosotros, con un simple calculo a partir del angulo que
forman las piezas rojas, podemos colocar las piezas verdes de manera exacta para que
quede la balanza equilibrada. Para ello, solo tenemos que calcular el coseno del angulo
que formaron las piezas rojas al construir el triangulo (en este caso cos(137°) =-0,73 ).
Si nuestra balanza esta graduada de 0 a 10 (como en la Figura 7), y hemos colgado las
piezas rojas y azul a 10 unidades del centro, colocaremos las piezas verdes a una distan-
cia de —7,3 unidades (en este caso el valor negativo indica que las colgamos del brazo
de las piezas rojas), consiguiendo que la balanza esté equilibrada, como se muestra en
la Figura 8.

Podemos repetir esta accion varias veces para convencerles de que no es pura suerte,
sino que la matematica nos permite saber de antemano muchas cosas sin necesidad de
probar por el método de ensayo y error. Por tltimo les diremos que hemos utilizado una
funcion que existe en las calculadoras cientificas como las que ellos tienen llamada co-
seno, que se calcula a partir del angulo que forman las piezas rojas al construir el trian-
gulo con la azul, y que veran en cursos posteriores.

CONCLUSIONES

Hemos presentado una propuesta que va en linea con el planteamiento de Iglesias (2017)
respecto a que la geometria hay que verla, construirla, tocarla y manipularla. El uso de
balanzas y de la correspondencia area-peso a igual densidad/grosor como en el caso de
planchas de madera o de carton, nos permite utilizar un modelo fisico para el trabajo con
areas, permitiendo su comparacion con materiales manipulativos, y permitiendo al alum-
nado una introduccion intuitiva al Teorema de Pitdgoras siguiendo el orden deseable de
menos abstracto a mas abstracto. Por su parte, el estudio de los casos de angulo obtuso y
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Figura 7. Teorema del Coseno representado como un problema de balanza.

Figura 8: Solucién con la balanza del Teorema del Coseno.

agudo permite el uso del pensamiento deductivo para concluir el Teorema de Pitagoras
como un caso frontera entre ambos.
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