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Resumen

Basados en un estudio histérico-epistemolégico de la emergencia de los nimeros nega-
tivos y el cero, identificamos “sentidos de uso” de estos nimeros tanto en autores de textos
clasicos matematicos como en estudiantes de secundaria actuales. El analisis de los sentidos
de uso producidos por un alumno competente en el sistema matematico de signos del alge-
bra, revela los procesos cognitivos que lo conduciran paulatinamente al significado del
ndmero entero.

Abstract

Cognitive processes displayed by students as they solve tasks involved in the transition
from arithmetic to algebra are analyzed from an historical epistemological standpoint that
has identified sense of use for negative numbers and zero. These sense of use of cognitive
productions of subjects, both epistemically and of the students, always emerged together
and became inevitable precursors to the numerical extension of natural numbers to integers.
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Introduccién

A partir de la década de los ochenta, se ha generado un cimulo considerable de
investigacion sobre los numeros negativos en educacion secundaria que continua
vigente hasta nuestros dias. Mencionaremos Unicamente algunos investigadores
cuyas aportaciones vinculan en forma explicita el estudio de la negatividad y el
cero, tema central de nuestro trabajo.

Piaget (1960) sefial6 la simplicidad de las acciones de agregar o quitar, ya que
la significacion de la adicion y sustraccion no requieren de mayor explicacion. Sin
embargo, al comprar méas de lo que se ha pagado, se contrae una deuda; si se retro-
cede més de lo que se ha adelantado, se realiza una marcha hacia atrés, descrita por
el niUmero negativo. Esto da testimonio de la propiedad operatoria del nimero: no
se puede abstraer de los objetos su propia exclusién. Se puede abstraer de la accion
y no del objeto. Del cero, sefiald que es el nimero prototipo de una toma de con-
ciencia tardia y de una imposible abstraccion a partir del objeto.

Glaeser (1981) realiz6 un estudio histérico-epistemologico donde identifico
obstaculos para la comprensién de los nimeros relativos y el cero en una veintena
de autores del pasado. La determinacion y superacion de estos obstaculos le permi-
ti6 analizar las dificultades en alumnos actuales.

Freudenthal (1983) propuso para la introduccion de nimeros negativos, la ela-
boracion de tablas de adicion, sustraccion y producto por parte del estudiante.

Estas tablas son consideradas un método inductivo exploratorio consistente en
una extrapolacion del otro lado del cero.

Peled (1991) identificd niveles de conocimiento respecto a los nimeros positi-
vos, negativos y el cero, por los que transitan los estudiantes. Estos niveles estan
asociados a dos dimensiones: la discreta, referente a la cantidad y la continua re-
presentada por la recta numérica. Sefialo como dificultades extremas: la no acepta-
cion de la cantidad nula y la inhibicion para cruzar el cero de ambos lados de la
recta.

Cid y Bolea (2007) afirman que el célculo algebraico est4 caracterizado por la
simetrizacion aditiva y multiplicativa del conjunto de los nimeros naturales. Este
hecho permite reducir las cuatro operaciones aritméticas a dos: la suma y el pro-
ducto. Por ejemplo: la expresién aritmética: 12 — 4 — 5 + 4 se convierte en algebrai-
ca cuando se utiliza la notacién completa: (+12) + (—4) + (-5) + (+4). Estas autoras
sefialan que la propiedad asociativa permite prescindir de paréntesis y la conmuta-
tiva justifica el intercambio de —4 y -5 en la expresion anterior transformandola
en: 12 -4 -5 +4 =12-5-4 + 4 =12 -5+ 0 = 7, donde se advierte que la suma de
un nmero con su opuesto es cero.
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El Estudio

Recurrimos al marco tedrico-metodoldgico de los Modelos Te6ricos Locales
(MTL) propuesto por Filloy (1999). El caracter local se debe a que este modelo se
elabora para explicar los fendmenos producidos en los procesos de ensefianza
aprendizaje de unos contenidos matematicos concretos y s6lo se pretende que sea
adecuado para las situaciones observadas. EI MTL, tiene caracter descriptivo, ex-
plicativo y predictivo, pero no excluye que los mismos fendmenos puedan descri-
birse, explicarse y predecirse de otra manera, es decir, via otros modelos. Filloy
introduce dos términos esenciales:

1) Sistema Matematico de Signos (SMS) donde advierte la necesidad de utilizar
una nocion lo suficientemente amplia de este término con la intencion de que sirva
como herramienta para analizar los textos producidos por los estudiantes cuando se
les ensefia matematicas en los sistemas escolares. Estos textos son concebidos co-
mo resultados de produccion de sentido. Esta nocién de SMS abarca también el
analisis de textos histéricos de matematicas interpretados como procesos de cogni-
cion pertenecientes a una episteme especifica.

Filloy diferencia entre el campo semantico del objeto matematico, esto es, “el
significado”, conformado por un sistema estable de generalizaciones socialmente
determinado y el campo semantico personal del sujeto que produce “sentidos de
uso” que se convertiran en significados via una interpretacion afortunada de la
situacion problematica planteada.

2) Tendencias Cognitivas (TC) consideradas como hechos que siempre se pre-
sentan cuando en una situacién de ensefianza se transita de un estrato de un SMS
mas concreto a otro mas abstracto.

Los sentidos de uso atribuidos a los nimeros negativos y al cero en situaciones
de ensefianza, constituyen tendencias cognitivas de los sujetos ubicados en la tran-
sicion de la aritmética al algebra. Estos sentidos de uso eventualmente conduciran a
la apropiacion del significado del namero entero. Este acercamiento semidtico,
permitié analizar la evolucién de los Sistemas Matematicos de Signos, donde
emergieron los significados y sentidos de las producciones cognitivas de sujetos
tanto epistémicos como estudiantes actuales.

Basados en el trabajo de Piaget (1960), Filloy y Rojano (1984) recurrieron al
método historico-critico como componente tedrico metodoldgico para analizar los
problemas de ensefianza y aprendizaje del algebra elemental. EI método historico-
critico en la matematica educativa, se caracteriza por recurrentes movimientos de
ida y vuelta entre el analisis de textos clasicos de la historia de las matematicas, y
el trabajo empirico dentro de los sistemas educativos.

Apoyandose en los trabajos anteriores, Gallardo (1994) realiz6 una investiga-
cion historica sobre los antecedentes de los nimeros negativos en el contexto de las
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ecuaciones algebraicas. La historia se inicia en la Antigliedad y termina en la se-
gunda mitad del siglo XIX, cuando la controversia sobre los nimeros negativos se
resuelve de manera definitiva en el &mbito matematico. Es importante aclarar que
fue indispensable una revision bibliografica a través de los siglos, ya que la pro-
blemética de los negativos no se encuentra ubicada localmente en una determinada
etapa historica. Paralelamente a esta indagacion histdrica llevd a cabo un estudio
empirico donde encontré las condiciones bajo las cuales la extension del dominio
numérico de los naturales a los enteros es alcanzada por alumnos de secundaria.
Tanto en el ambito histérico como en el empirico, identifico “los sentidos de uso”
de los nimeros negativos descritos a continuacion:

e Numero sustractivo. Donde la nocién de nimero se subordina a la magni-
tud. En la resta de dos cantidades a — b, siempre b sera menor que a, donde
a, b son nimeros naturales, es decir, el signo menos s6lo tiene un caracter
binario a nivel de la operacién de sustraccion.

e Numero signado. Es el nimero natural al que se le asigna un signo mas o un
signo menos. Surge la dualidad del signo: binario (signo de la operacion de
adicion o sustraccién) y unario (signo asociado al nimero natural).

o Nudmero relativo. Cuando se concibe la idea de opuestos, en situaciones dis-
cretas asi como la idea de simetria en situaciones continuas.

e Numero aislado. Cuando se acepta un nimero negativo como resultado de
una operacién o solucion de un problema o ecuacion.

La etapa empirica de la investigacion anterior, advirtio de la vinculacion de los
naimeros negativos con distintas manifestaciones del cero. Con el propoésito de pro-
fundizar, Gallardo y Herndndez (2006) recurrieron nuevamente al método histori-
co critico, y realizaron otro estudio desde la antigliedad hasta la segunda mitad del
siglo XIX, analizando con mayor detalle lo investigado en Gallardo (2002). Como
contraparte disefiaron un nuevo estudio empirico con alumnos de secundaria e
identificaron y dieron nombre a los "sentidos de uso" siguientes:

e Cero nulo, “no tiene valor, es la nada, el vacio”;

e Cero implicito, no aparece escrito, es verbal y utilizado durante el proceso
de resolucion de la tarea;

e Cero total, estd formado por parejas de opuestos (+n, —n con ne N);
e Cero aritmético, surge como el resultado de una operacion aritmética;

e Cero origen es localizado sobre la recta numérica o bien como un elemento
gue separa los nimeros positivos de los negativos;

e Cero algebraico, emerge como resultado de una operacion algebraica o bien
es solucién de una ecuacion.
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Los analisis empiricos de las investigaciones de Gallardo (1994, 2002) y Ga-
llardo y Hernandez (2006) compartieron los mismos instrumentos metodologicos, a
saber, elaboracion de cuestionarios con el propdsito central de explorar la operati-
vidad con numeros negativos y el cero. Se eligieron a estudiantes para entrevistas
de corte piagetiano individuales y videograbadas. Se seleccionaron " alumnos ex-
tremos", esto es, los que habian demostrado un mayor o menor desempefio escolar.
Se tomo en cuenta el dominio del lenguaje verbal o su dificultad con el lenguaje
natural. El contenido de las entrevistas fue entresacado de los temas de los cuestio-
narios.

La conjugacién de los resultados de Gallardo (2002), Gallardo y Hernandez
(2006) y Hernandez (2009) permitieron identificar la aparicion simultanea de los
sentidos de uso de los nUmeros negativos y el cero en textos histéricos y en tareas
propuestas a estudiantes de secundaria.

Estudio de caso

En este articulo se analiza unicamente el caso del alumno de mejor desempefio
de una poblacién de 120 estudiantes de 12 a 14 afios de edad. Estos alumnos cono-
cian las operaciones elementales de nimero negativos y habian resuelto ecuaciones
de primer y segundo grado, asi como problemas sencillos de enunciado verbal.
Cabe aclarar que esta poblacién estudiantil no habia recibido ensefianza formal
sobre el conjunto de los enteros. ElI alumno fue elegido por ser el mas competente
en el SMS del algebra e identifico todos los sentidos de uso mencionados en las
tareas propuestas durante la entrevista.

A continuacion, se transcriben algunos extractos del didlogo de la entrevista,
seguidos por un analisis del mismo. El entrevistador se designa por la letra E y el
estudiante con la letra A. Los renglones se enumeran como Ry, Ry,...R,.

Tarea 1: Si a un nimero le restas el mismo ndmero ¢qué resultado obtienes?
R; A: Cero.
R, E: ¢Por qué cero?

Rs; A: Porque, en este caso, se le resta el mismo namero por lo cual no hay re-
sultado... si le restara un nimero mas grande seria negativo y si se le restara
un nimero mas chiquito seria positivo...aqui dice que se resta el mismo ndme-
ro...por ejemplo 5 -5 es cero.

R4 E: ¢Por qué dices que “no hay resultado”?

Rs A: Porque es cero, cuando tienes algo y quitas ese mismo algo...ya no te
queda nada...es como si no hubiera pasado nada.
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Re E: ¢ Me podrias dar otro ejemplo?

R; A: Tengo una manzana y me roban la manzana...no me queda nada, tengo 5
pesos me gasto 5...no me queda nada y asi.

Rg E: En ese caso ¢ necesitas el cero?
Ry A: Depende.
Ryo E: ¢Como que depende?

R11 A: Si me preguntan de nimeros, si se necesita el cero, por ejemplo si me di-
cen tienes 3 pesos y te gastas 3 pesos, tengo que decir que me sobran cero pe-
s0s...0 también puedo contestar nada...en el caso de la manzana...tengo una
manzana y me la como, ¢cuantas me sobran?... puede ser... ninguna, nada...

R1, E: ¢Podrias decir con un numero lo que te sobra de manzanas?

Ri3 A: Seria...cero...cero manzanas...Si, yo creo que si se puede...pero lo co-
rrecto es nada o ninguna manzana.

Analisis de la Tarea 1

En R3, A afirma: “no hay resultado”. Reconoce el cero nulo ya que lo nombra
pero no lo representa. Utiliza primero un SMS verbal y después ejemplifica la tarea
en un SMS aritmético: “5 — 5 es cero”. Surge el nimero sustractivo. Advierte el
cero origen al separar los nimeros positivos de los negativos.

En RS5, verbaliza el cero nulo: “ya no te queda nada”. Emplea un SMS algebrai-
co verbal: “Tienes algo y le quitas ese mismo algo”.

En R7, ejemplifica la tarea utilizando nimeros relativos en contexto: “Tengo
una manzana y me roban la manzana”. De nuevo surge el cero nulo: “no me queda
nada”.

En R11, reconoce que “necesita el cero cuando le preguntan de nimeros”. Esta
afirmacion advierte que la nada y el cero no son sinénimos para él. En el contexto
denario menciona “tengo 3 pesos y me gasto 3 pesos, me sobran cero pesos”. Sur-
gen los numeros relativos y el cero aritmético.

En R13, regresa al contexto de manzanas. Reconoce que puede responder cero
manzanas pero “lo correcto es nada o ninguna manzana”. Predomina el lenguaje
natural de “nada” o ““ninguna” sobre el lenguaje matematico: “cero”.
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Tarea2:13-15=

Ri4 A: (Escribe): 13 — 15 = — 2...el resultado es dos negativo...si lo hago en la
recta seria:

Ris E: ¢COmo la resolviste?

Ri6 A: Primero la vi como una resta, la hice al revés 15 menos 13 son 2 pero es
negativo porque el 15 es negativo. En la recta, primero pongo el cero, porque a
partir de ahi voy a contar...tengo el cero, cuento 13 y pongo el 13, de ahi cuen-
to 15 pero en sentido contrario...la cuenta llega primero al cero, ahi van
13 — 13 es cero y luego al 2 negativo para completar los 15, por eso el
resultado es dos negativo.

Ri7 E: ¢Por qué colocas ahi el cero? (sefialando en la recta numérica).

Rig A. El cero es el nimero que divide a la recta en dos partes, para un lado es-
tan los nimeros positivos y para el otro los nimeros negativos.

Analisis de la tarea 2

En R14, identifica el numero negativo aislado: —2. Con el propdsito de verificar

el resultado, recurre espontdneamente a otro SMS: la recta numérica.

En R16, menciona que la expresion 13 — 15 es una resta. Aunque no la escribe,

advierte la equivalencia sintactica: 13 — 15 = 13 + (-15) ya que menciona el nime-
ro signado: “el 15 es negativo”. Sobre la recta sélo marca el minuendo 13 y el re-
sultado —2. No simboliza la operacién de sustraccion sino solamente verbaliza:
“...cuento 15 pero en sentido contrario”. ldentifica el cero implicito asociado al
nimero sustractivo, que en lenguaje escrito hubiera quedado expresado como:
13-15=13-13-2=0-2=-2.

En R18, define el cero origen: “namero que divide a la recta en dos partes, pa-

ra un lado estan los nimeros positivos y para el otro los nimeros negativos”. Ob-
sérvese que el cero origen da cabida a los nimeros relativos.

Tarea 3: -9-(-9) =
R19 A: Seria nueve menos nueve... Cero
Rao E: ¢ Por qué cero?

R,; A: Porque al restarle negativo nueve a negativo nueve, es como si restaras
nueve positivo a nueve positivo...el resultado es cero.
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R, E: Escribe lo que me estas diciendo.

Ros A: (Escribe): =9 — (=9) = (+9) — (+9) = + 9 -9 = 0. En la recta seria
(dibuja):

Es cero, porque es como si fuera al negativo 9 y regreso 9...1lego al cero, o
también negativo 9 y le quito negativo 9...me queda cero.

R,4 E: Explicame lo que dices.

Ras A: Es una resta y la resta es de quitar, si tengo negativo nueve y tengo que
quitar negativo 9, se los quito y no me queda nada o cero. También se puede
ver como una suma...tengo negativo 9... bueno por ser una resta de un nimero
negativo, éste [- 9] se cambia a masy queda (escribe): =9+ 9 =0.

Andlisis de la tarea 3

En R19, emerge el nimero sustractivo y el cero aritmético: “nueve menos nue-
ve...cero”. En R21 reconoce numeros signados y namero relativos al verbalizar una
equivalencia sintactica de expresiones.

En R23 escribe lo que afirm6 en R21: “~9—-(-9) =(+9) - (+9) =+9-9=0".

Surge el cero total: “9 — 9= 0. Ademas, cambia al SMS de la recta numérica
para verificar su respuesta. En ésta localiza el minuendo y el resultado pero no
representa la operacién de sustraccion sobre la recta sino que Unicamente verbaliza
la accion contraria: “y regreso 9...1lego al cero”. Identifica el cero origen.

En R25, considera la sustraccién como la accion de quitar y aparece el cero nu-
lo: “...no me queda nada o cero”. Advierte la existencia de una equivalencia entre
las operaciones de suma y resta de nimeros relativos.

Tarea 4: ;Qué numero multiplicado por 5, sumado a 65 y todo dividido entre
13, da como resultado 5?

Ro A: Primero tengo que poner la ecuacion...puedo poner 5 méas 65 entre 13
igual a 5.

R,7 E: Pero ¢por qué nidmero vas a multiplicar el 5?
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Ros A: Si...multiplicamos el 5 por una letra...la que sea...entonces seria...5x

. . 5X + 65
mas 65 entre 13 seria igual a 5. (Escribe): =5

Rag E: ¢ COmo utilizamos eso para resolver el problema?
Rso A: ...Tengo que dejar a la x sola...multiplicando seria (escribe):
5x + 65 =5 (13)

5x + 65 =65
5x + 65-65=65-65
5+0=0
5x=0

...¢la respuesta puede ser cero?

R3; E: Pero no has dejado sola a la x.
Rs;, A: El resultado es cero. P
Rs3 E: TG mismo me dijiste que tenias que dejar sola a la x, aqui [5x = 0] no
esté sola.

Rs4 A: No entiendo...si ya es cero... ¢para qué le sigo?

RssE: ¢Y el 5 qué pasa con él?
. 5 0
Rss A: Puedo hacer (escribe): 5x = 0; 5 = 5

x es igual a...¢cero entre 5 es cero?
Rs7 E: ¢ Por qué dudas?

Rsg A: Es que cero entre cinco es cero...de todas maneras el resultado es ce-
ro...y lo podemos comprobar...0 por 5 es 0 mas 65 son 65 entre 13 es 5y el re-
sultado es 5...esta bien...el resultado es cero.

Analisis de la tarea 4

En R26, verbaliza el SMS algebraico: “poner la ecuacion”; aunque sélo opera
en los nimeros del enunciado del problema, es decir, regresa al SMS aritmético.

En R28, a sugerencia del entrevistador, recupera el algebra: “si multiplicamos
por una letra...la que sea”.

En R30 resuelve la ecuacion diciendo al principio del proceso: “...tengo que de-
jarlaxsola...”.
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En R32 advierte que la expresion 5x = 0, tiene como resultado, al cero (no men-
ciona la palabra solucion). Por esta razdn ya no quiere continuar el proceso. El cero
inhibe la inversion de operaciones, a pesar de haber afirmado en R30: “tengo que
dejar la x sola”. Surge el nimero sustractivo y el cero aritmético: “65 — 65 = 0”.

X
En R36, a insistencia del entrevistador escribe: 5x = 0; 55 = 9 Sin embargo A

insiste en no continuar porque vislumbra que el resultado es cero. No llega a escri-
bir x = 0, aungue verifica espontaneamente la solucién nula en la ecuacién. Emerge
el cero algebraico.

Otra linea de investigacion hermanada con los trabajos anteriores, fue la cons-
truccion de nimero, variable y funcién en estudiantes de bachillerato, 15 a 17 afios
de edad, enfrentados a problemas de variacién continua, Rubio, G.; Del Castillo,
A.; Del Valle, R. y Gallardo, A. (2008). En esta indagacion se amplié la produc-
cion de sentidos de uso a nimero ordenado y parametro negativo.

Ademas, actualmente, nos hemos dirigido a profesores de Educacion Bésica pa-
ra proponerles una perspectiva histérica en la introduccién de los nimeros negati-
vos y el cero, Gallardo, A., Santos, N.; y Hernandez, A. (2009).

Reflexiones finales

De las evidencias encontradas en el Estudio de Caso, podemos afirmar lo siguiente:

Se observé la aparicidn simultanea de los sentidos de uso de los nimeros nega-
tivos y del cero en los distintos SMS considerados por A.

Aunque el estudiante haya identificado todos los sentidos de uso de los nimeros
negativos, presenta dificultades en “el cero aritmético” ya que la nada no siempre
conduce a la aceptacion del nimero cero, depende del contexto (tarea 1).

Cuando el segundo miembro de una expresion algebraica es cero, A inhibe el
proceso de inversién de operaciones y no llega a expresar por escrito la solucion
nula. Esta es aceptada solamente via la verificacién espontanea del valor cero en la
ecuacién (tarea 4).El SMS de la recta numérica, permite aflorar el cero origen en el
proceso de resolucién en las tareas 3 y 4. Sin embargo, debido a que A no ha ad-
vertido la dualidad de la sustraccion: quitar y completar a, no logra identificar el
desplazamiento sobre la recta. El estudiante no supo preguntarse: ¢cuanto le falta a
15 para llegar a 13? A solamente concibi6 restar como quitar (tarea 2).

A descubri6 equivalencias sintacticas que aunque no las identificé como tales,
contribuyeron a la resolucién de las tareas 2 y 3.
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A realiza calculos algebraicos que reducen las dos operaciones aritméticas de
suma y resta a una adicion algebraica. El no habia recibido ensefianza al respecto.
Se observa que el uso competente del SMS del algebra, conduce a la simetrizacion
aditiva de los naturales (R,3, tarea 3). Es en el calculo algebraico donde el estudian-
te se apropia paulatinamente del significado de nimero entero.

Cuando el estudiante concibe cantidades opuestas, reconoce al negativo como
resultado de una operacion o solucidn de una ecuacion y acepta el cero aritmético
y el cero algebraico, se encuentra en condiciones de extender su nocién de nimero,
mas alla de los familiares nimeros naturales.

La “nada” y el “numero cero” no son sindénimos para A (tarea 1). El transito del
“vacio de la representacion a la representacion del vacio” no es trivial.

Cabe senalar que el problema esencial de la ensefianza y aprendizaje de las ma-
tematicas no se encuentra Unicamente en la comprension de sus contenidos, sino en
la forma que se llevan a cabo lo procesos de abstraccion y generalizacién, esto es,
la separacién del conocimiento matematico del resto del conocimiento humano. De
la separacion inadecuada surge la artificialidad de las matematicas para el sujeto.
Estos hechos deben ser reconocidos por el profesor.
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