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Consideramos de vital importancia reforzar la ensefianza de la
Geometria a través de la manipulacion de papel. Presentamos para ello
un método aproximado de construccion de poligonos regulares mediante
Resumen doblado de papel y unas actividades para promover alrededor de la
construccion la reflexion matemética.

Palabras clave: Geometria, Construcciones, Doblado de papel,
Secundaria, GeoGebra.

We do consider vitally important the manipulation of paper to strengthen
the teaching of geometry. We introduce an approximate method for
building regular polygons by bending paper. Also, we propose some
activities to promote the mathematical thinking around the constructions.

Keywords: Geometry, Constructions, Paper folding, Secondary,
GeoGebra.

Abstract

Consideramos a manipulacdo de papel vital para reforcar o ensino da
geometria. Apresentamos um meétodo para a constru¢cdo de poligonos
regulares por dobradura de papel. As atividades apresentadas visam
promover 0 pensamento matematico sobre o processo da construcao.
Palavras-chave: Geometria, construcdes, dobradura de papel,
secundaria, GeoGebra.

Resumo

1. Introduccién

Aungue en estos momentos en Espafia estamos —de nuevo— inmersos en un
proceso de reformas educativas en todas las etapas preuniversitarias, podemos
afirmar que, en lo formal, los curriculos de matematicas en secundaria optan por la
utilizacion de materiales en Geometria y la promocidon de actividades de
investigacion o resolucion de problemas. EI Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el proximo curriculo basico de las matematicas
en la etapa de secundaria afirma que los procesos de investigacion integran todas
las competencias deseables en un alumno: “La resolucion de problemas y los
proyectos de investigacion constituyen los ejes fundamentales en el proceso de
ensefanza y aprendizaje de las Matematicas...” Este decreto esta a dia de hoy por
desarrollar por la Comunidad Autonoma de Aragon, donde lo que rige todavia es la
Orden de 9 de mayo de 2007, en el que podemos encontrar ya consideraciones
didacticas similares: “Puesto que las dificultades en el aprendizaje de las
matematicas no se superan con la practica reiterada de rutinas, también conviene
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proponer a todo el alumnado actividades que exijan creatividad, que resulten
motivadoras y que supongan un desafio, y no reservarlas Unicamente para los
estudiantes mas capaces, (...) facilitar, mediante el uso de materiales educativos, la
construccion de los conceptos matematicos...”

Asi pues, en el curriculo se sugiere tanto la utilizacién de actividades de tipo
investigacion como el uso de materiales. No obstante, recae en los profesores la
creacion de materiales realmente interesantes para el alumnado y que superen las
actividades muchas veces repetitivas y poco motivadoras de los manuales
escolares.

La utilizacion de materiales diversos en la enseflanza de las matematicas
favorece una mejor comprensién de los conceptos estudiados, al observar estos
desde diversos puntos de vista. La Geometria se presta de un modo especial a la
experimentacion con material. Cuando éste es adecuadamente elegido, se puede
desarrollar un proceso rico de ensefanza-aprendizaje superando enfoques
excesivamente formales o algebraicos, (Alsina, Burgues y Fortuny, 1988).
Particularmente, el doblado de papel permite estudiar muchos de los conceptos
matematicos basicos e investigar sobre ellos (Baena, 1991; Caboblanco, 2010;
Oller, 2007). El doblado de papel contribuye de modo positivo a la aprehension de
conceptos geomeétricos, siendo ademas bien aceptado por los alumnos como una
alternativa motivadora a una instruccion al modo clasico (Boakes, 2009)

Aunque para el profesorado puede ser también interesante hacer un recorrido
por la literatura que explora las construcciones geométricas planas con papel y
tijeras desde un punto de vista ludico (Alegria, 2006), nuestro interés en este
articulo sera -curricular, por tanto, prestaremos atencion a la interpretacion
matemética de cada una de las acciones que realicemos, bien doblando papel, bien
cortando con las tijeras (Demaine y O’Rourke, 2007; Royo, 2002).

El objetivo de este articulo es mostrar un proceso de construccion analogo
para todos los poligonos regulares a partir del concepto de angulo central, conocido
el radio de la circunferencia circunscrita. EI hecho de que sea un proceso
homogéneo tiene como proposito facilitar su utilizacion en el aula, ya que la
explicacion de una construccion sera valida para el resto.

Dividiremos el articulo en tres partes:

La primera de ellas sera relativa a los poligonos construibles de modo exacto
con este proceso, son aquellos en los que podemos construir el angulo central a
través de disecciones y trisecciones sucesivas del &ngulo completo (ver Tabla 2).

En la segunda parte nos dedicaremos a la construccion aproximada del resto,
presentaremos un proceso de construccion aproximada del angulo central,
aproximando con un error relativo menor del 1% que quedara oculto por las
limitaciones manuales del propio proceso de doblado del papel.

En la tercera parte expondremos cual puede ser el aprovechamiento didactico
de estas construcciones y como integrarlo en las asignaturas de matematicas de 4°
de ESO.

Asumimos que, en algunos casos, el origami -arte de realizar figuras doblando
papel- propone soluciones mas elegantes o espectaculares, pero nuestro objetivo es
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hacer lo mas sencillo posible el proceso de construccién y centrarnos en hacer
visibles las propiedades matematicas empleadas, de modo que puedan ser mas
facilmente analizadas por los alumnos.Desarrollaremos esta construccion de un
modo ordenado y justificado matematicamente, de manera que se favorezca una
actividad manual aprovechable didacticamente en un contexto de aula de
matematicas de segundo ciclo de secundaria.

2. Construcciones exactas

Caracterizar los poligonos regulares construibles con un determinado
instrumento nos da idea de la potencia del mismo (Demaine y O’'Rourke, 2007). Por
ejemplo, sabemos que con regla y compas podemos construir un poligono regular
de n lados cuando n es de la forma 2'pi...pkdonde los pi son primos de Fermat
distintos (nimeros primos de la forma 2"+1). El origami tiene una caracterizacion
similar: con origami se puede construir un poligono regular de n lados, cuando n es
de la forma 2'3%p1...pksiendo los pi primos distintos de la forma 2"3M+1. Estos son
precisamente los poligonos regulares construibles con regla, compas y un
instrumento que permitiera trisecar un angulo.

Con las técnicas clasicas de origami se pueden construir muchos mas
poligonos regulares que con regla y compés Unicamente, pero no todos. Listamos a
continuacion los poligonos regulares de menos de 30 lados no construibles con
ambos instrumentos:

Reglay compas: 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 29.
Origami: 11, 22, 23, 25, 29.

Con las técnicas que presentaremos a continuacion podremos construir de
manera exacta los poligonos regulares de n lados cuando n es de la forma 2+13s
con r y s mayores o iguales que 0, conocido el radio de la circunferencia
circunscrita. Asumimos, por tanto, que la técnica es mas limitada que el origami, por
ello complementaremos, para los demas poligonos regulares, las técnicas de
construccidén exacta con técnicas de construccion aproximada. El proceso que
vamos a utilizar implica en ambos casos encontrar primero el angulo central y a
partir de él construir el poligono regular.

Refiriéndonos a los angulos, el doblado de papel permite la biseccion y la
triseccion de un angulo. Si queremos construir el angulo central de un poligono de
2'3% lados debemos, partiendo del angulo llano, realizar r bisecciones del angulo
llano y s trisecciones del mismo, cada una de estas acciones divide el angulo de 180
grados entre 2 o entre 3, con lo que obtendremos el angulo de 360/2"3% grados (Ver
Tabla 1). Reiterando el trabajo de biseccidn o triseccion de los angulos que
obtenemos a partir del llano podemos construir de manera exacta, entre otros un
cuadrado, un hexagono o un octdégono (ver Tabla 2) conocido el radio de la
circunferencia circunscrita. No podemos construir de manera exacta, por ejemplo, el
pentagono o el heptagono, por ejemplo.
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Pasamos ahora a explicar las técnicas implicadas en el proceso de
construccion exacta: Diseccion y Triseccion, de cada una de ellas pondremos un
ejemplo adecuado:

2.1. Biseccion de un angulo llano, construyendo un cuadrado.

En general, para dividir un angulo en dos iguales basta con poner el dedo
sobre el vértice y llevar una de las semirrectas que lo delimitan sobre la otra.

Comenzaremos todas las construcciones a partir de una hoja tamafo dinA4,
por ser el papel mas accesible a nivel escolar. En general utilizaremos papel en
blanco para las construcciones exactas, y papel cuadriculado para las
construcciones aproximadas.

Como ya hemos dicho, el propésito de cada construccién es la obtencion de un
poligono regular de un numero dado de lados, conocido el radio de la circunferencia
circunscrita.Consideraremos construcciones exactas las de los poligonos regulares
cuyo angulo central es resultado de sucesivas divisiones entre dos o entre tres del
llano. Por ejemplo, podemos construir de modo exacto el cuadrado, ya que su
angulo central es de 90° y lo obtenemos dividendo en dos el angulo llano, el proceso
seria:

1. Tomo la hoja (usualmente de tamafio din A4) y la doblo en dos partes
iguales. El doblez marca un dngulo de 180°.

2. Llevo la mitad de ese doblez sobre la otra mitad haciendo coincidir los
extremos del papel, ahora el doblez marca un dngulo de 90°.

3. Marcar el radio de la circunferencia circunscrita en los extremos de la
construccion, al doblar por estas marcas, que resultara un triangulo
rectangulo e isésceles. Para ver mas claramente el producto, podemos
recortar en lugar de doblar. Al desplegar obtengo el cuadrado. Ver
Figura 1.
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Figura 1. Cuadrado construido mediante doblado en tres pasos.
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2.2. Triseccién de un angulo llano, construyendo un hexagono.

Para construir los &ngulos centrales de 360/2'3° grados con s>0,
necesitaremos trisecar un angulo. Para ello debemos poner un dedo sobre el vértice
y arrastrar simultaneamente hacia el interior del angulo las dos semirrectas que lo
delimitan(ver Figura 2). De modo que terminemos superponiendo tres superficies en
forma de &ngulo. Por ejemplo, para construir el hexadgono conocido el radio de la
circunferencia circunscrita, debemos obtener el angulo central, 360/2'3'=60° como
la tercera parte del angulo llano. Explicamos a continuacién cémo construir dicho
angulo paso a paso:

1. Utilizaremos una hoja inicialmente sin doblar (ver paso 1° de la figura 2).

2. La doblamos en dos partes iguales (ver paso 1° de la figura 2). Notese
que el doblez marca un angulo de 180°.

3. Giramos la hoja y marcamos suavemente un doblez perpendicular al
obtenido en 1, que divida en dos la hoja doblada, podemos para mas
claridad dibujar una fina linea de puntos sobre este doblez. Llamamos A
al punto superior de este doblez(ver linea de puntos en el paso 3° de la
figura 2).

4. Ponemos un dedo en A y arrastramos el extremo derecho del papel
hacia la izquierda (ver paso 4° de la figura 2).

5. Con la mano con la que presionabamos el punto A, arrastramos el
extremo izquierdo del papel hacia la derecha (ver paso 5° de la figura 2).

6. En un momento dado, uno de los dobleces pasara por encima del otro,
tratamos de ajustar todas las capas de papel para que sean iguales
entre si. El doblez suave nos ayudara a comprobar la simetria de los
ultimos dobleces. Obtenemos asi la triseccion del angulo llano (ver paso
6° de la figura 2).

AT

2° 3°

Figura 2. Pasos para el trisecado de un angulo llano.

Nétese que lo que acabamos de explicar es igualmente aplicable a la triseccion
de cualquier angulo. Solo tenemos que hacer la salvedad de que para trisecar el
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angulo completo necesitariamos modificar la técnica dando primero un corte con las
tijeras hasta el centro de la hoja de manera que tengamos asi dos “lados” del angulo
para poder doblarlos sobre si mismos aplicando los pasos 2 y siguientes.

Consideremos nuevamente el angulo llano, cada vez que hacemos un doblez,
la amplitud de éste queda dividida entre dos o entre tres y el nimero de lados del
poligono regular construido a partir de ese nuevo angulo central se multiplica por
dos o por tres, respectivamente (ver Tabla 2). EI maximo nimero de dobleces que
pueden dar un resultado razonable al construirlo fisicamente con papel es 3 6 4,
segun cuales sean estos dobleces. Por ejemplo, la construccion con cuatro
dobleces que lleva al hexadecagono es realizable, con un resultado razonable, pero
el resto al involucrar trisecciones de angulos no son factibles. Presentamos dos
esquemas, ver Tabla 2, analizando los angulos centrales y los lados construibles
con hasta 5 procesos (bisecado o trisecado) a partir del angulo completo.

48
24

o e
/\:m [

x2 ‘
: T 400 .2<:50 360315&'“(2: ? el X_<:
SR oo 3<: TR e TRISECCION, ’< 3
40° <: 6,67°<: “ <
< 4,44“%:2]220 ‘

© 7 480

Rt 72

[
<
o
o
2
[
o
(o)
(=)
3
w
o
3
I\
R
[4)]
;
=
;J ps
~
[8)}
[=]
B
oo

36

)
N
®
BEA

5 108
54
o) 162

[<e]
7\
[\S]
~
Wi i
4
.

81

7\
2,

243
Tabla 1. Angulo central y nimero de lados de los poligonos construibles con 5 procesos.
Vemos en la Tabla 2 algunos de los angulos centrales y poligonos regulares

construibles de modo sencillo y exacto a través del bisecado o trisecado del angulo
llano.

Lados Poligono Angulo central |Procesos
3 Tridngulo 120° 1
4 Cuadrado 90° 2
6 Hexagono 60° 2
8 Octégono 450 3
9 Eneagono 40° 2
12 Dodecagono 30° 3
16 Hexadecagono 22,50° 4

Tabla 2. Angulos centrales y nimero de procesos de bisecado o trisecado necesarios para
construir algunos poligonos regulares.

Para terminar la construccién del poligono que se trate, en este caso un
hexagono, necesita un paso mas:

7. Dado que un poligono regular de n lados puede verse como un conjunto
de n triangulos is6sceles, podemos construir el hexagono como 6
triangulos isosceles. Asi pues, a partir de la construccion realizada en el
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paso 6°, si recortamos un tridngulo is6sceles con vértice en A y dado
gue el angulo en A es de 60° este triangulo sera equilatero, base de la
construccion del hexdgono.Notar que cuando se recorta tenemos varias
capas de papel que corresponden cada una con uno de los triangulos
isésceles que forman el hexadgono, como se podra ver al desplegarlo
(Ver Figura 3).

Figura 3. Hexagono dividido en triangulos isosceles.

Tras estas dos construcciones, seria interesante plantearnos qué ocurriria si al
hacer el ultimo doblez o recorte no construyéramos un triangulo isosceles, estos
serian los resultados con diversos cortes que produjeran, como podemos ver en la
figura 4:

Un triangulo obtusangulo, produce un hexagono estrellado, céncavo.

Un triangulo acutangulo, produce un hexdgono convexo.

Un triangulo rectangulo, produce un triangulo equilatero al coincidir dos
angulos rectos consecutivos

wnN e

73

Figura 4. Distintos hexagonos segun el corte realizado sobre los pliegues.
Haciendo un analisis similar con los posibles cortes en el cuadrado Gnicamente
obtenemos la posibilidad del rombo cuando el triAingulo de corte no es isosceles.

Dado que uno de los angulos es de 90° no podemos obtener ningun triangulo
obtusangulo y no encontramos poligonos regulares concavos.

Figura 5. Distintos rombos aparecen segun el corte realizado sobre los pliegues.

UNI@N Numero 45 - Marzo 2016 — Pagina 275



Investigando la construccién de poligonos regulares mediante doblado de papel
Alberto Arnal-Bailera

3. Construcciones aproximadas

3.1. Construyendo poligonos de modo aproximado. Célculo del error.

Para los casos en los que no es posible realizar una construccion de manera
exacta, vamos a exponer un proceso de construccion aproximada, basado en la
construccion de un angulo lo mas cercano posible al central del poligono que se
trate.

Primero, vamos a construir un triangulo rectangulo con un vértice no recto A
situado en el centro de la hoja (cuadriculada) en la que vamos a realizar la
construccion. El angulo en A sera la aproximacion del angulo central del poligono
gue gueramos construir. El procedimiento para construir ese angulo aproximado es
buscar una fraccion a/b que aproxime la tangente del angulo de manera que el error
sea minimo. Asi, el cateto opuesto a <A tendra una longitud de a cuadraditos y el
cateto adyacente a <A tendra una longitud de b cuadraditos. Estaremos pues,
aproximando la tangente del angulo exacto por a/b y cometiendo un cierto error, Si
este error es suficientemente pequefio quedara enmascarado en el proceso de
construccién. Damos a continuacion una explicacién mas detallada:

Nos vamos a ayudar de los cuadraditos de la hoja, tomando como unidad el
lado de ese cuadradito, para asegurarnos que el angulo A tiene como tangente la
aproximacion el numero buscado. Dado que el espacio en la hoja cuadriculada es
limitado no podemos representar cualquier fraccion, ya que no podemos dibujar
cualquier triangulo rectangulo. Por debajo del vértice A tendremos unos 30
cuadraditos y a los lados, unos 20, por tanto el cateto adyacente tendra como
maximo esos 30 cuadraditos y el cateto opuesto tendra como maximo, 20
cuadraditos. Consideramos las fracciones con numeradores y denominadores entre
1y 20y entre 1y 30 respectivamente, siendo estos cocientes las tangentes de los
angulos construibles en ese espacio de la hoja, analizando todas las posibilidades
seleccionamos aquellas que dan un menor error relativo. Véase la tabla 3 con las
fracciones seleccionadas para cada caso.

Por ejemplo, para construir el pentagono, necesitariamos un angulo central de
360°:5=72°, lo que no podemos obtener mediante bisecado o trisecado del angulo
completo, en su lugar construiremos un triangulo rectangulo con el cateto opuesto al
angulo A con una longitud de 12 cuadrados y el cateto contiguo una longitud de 4
cuadrados. De este modo la tangente de <A serd 12:4=3. Aplicando la inversa de la
tangente: Arctan(3) = 71,565° es el angulo efectivamente construido (ver Figura 6).

A

Figura 6. Tridangulo rectangulo para aproximar el angulo central delpentagono (71,565°).
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El error cometido ha sido de 0,435° como posteriormente construiremos por
doblado otros 8 angulos iguales a éste, el error absoluto total cometido sera de
2,175°. El error relativo es del 0,6%. Estos errores son perfectamente asumibles en
un contexto escolar, ademas la precision de la herramienta hace que errores asi no
sean apreciables. En la tabla 2 se pueden ver estos calculos aplicados al resto de
angulos.

Error
A i s i Error
Lados Angulo Tangente Aproxmamqp por Angul_o absoluto total Errc_;r
central una fraccion construido por relativo
. absoluto
triangulo
5 72° 3,0776835 3/1=12/4=3 71,565° 0,435° 2,175° | 0,604%
7 51,429° | 1,2539603 5/4=10/8=1,25 51,340° 0,088° 0,619° | 0,172%
10 36° 0,7265425 8/11=0,7272727 36,027° 0,027° 0,274° | 0,076%

11 | 32,727° | 0,6426610 9/14=0,6428571 32,735° 0,008° 0,087° | 0,024%
13 | 27,692° | 0,5248405 | 11/21=0,5263158 27,646° 0,046° 0,602° | 0,167%
14 | 25,714° | 0,4815746 | 13/27=0,4814815 25,710° 0,004° 0,061° | 0,017%
15 24° 0,4452287 | 4/9=8/18=0,4444444 | 23,962° 0,038° 0,563° | 0,156%

Tabla 2. Datos exactos y aproximados para la construccion de poligonos regulares.

3.2. Construccioén de un pentagono regular de modo aproximado.

Veamos como construir efectivamente un pentdgono de modo aproximado a
partir del &ngulo central, conocido el radio de la circunferencia circunscrita y con un
error inferior al 1%:

El primer paso esdibujar el triangulo rectangulo explicado en el apartado
anterior(ver Figura 6) haciendo coincidir su vértice con el centro de la hoja
extendida. (Ver Figura 7).

El primer pliegue es sobre el cateto adyacente al angulo <A del triangulo
rectangulo construido en el paso anterior y dobla la hoja en dos partes iguales si se
ha colocado A (vértice A del triangulo, centro del poligono regular) en el centro de la
misma. Haremos el pliegue por el cateto hasta los bordes de la hoja, doblando hacia
atras, manteniendo a la vista el angulo central aproximado construido. (Ver Figura
7).

El segundo pliegue es sobre la hipotenusa del triangulo rectangulo. Lo
realizamos colocando dos dedos sobre el vértice A y pasando otros dos por la
hipotenusa hasta el borde de la hoja. Haremos este segundo pliegue hacia atras,
manteniendo a la vista el angulo central aproximado construido. En este momento
tenemos dos angulos centrales aproximados superpuestos.

El tercer pliegue es sobre el cateto adyacente a <A, colocando dos dedos
sobre el vértice A y pasando otros dos por el cateto hasta el borde de la hoja.
Haremos este tercer pliegue hacia atras, de manera que vamos creando una suerte
de fuelle.
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En este momento tenemos cuatro angulos centrales aproximados
superpuestos y dos dobleces en la parte de atras que determinan cada uno de ellos
medio angulo central aproximadamente.

Para terminar la construccion del pentagono cortamos formando un triangulo
isosceles que tendra como angulo desigual el <A y desplegamos la construccion.
(Ver Figura 7).

l [8) 20

(U8
+
Ch

Figura 7. Construccién aproximada del pentagono regular

En los casos de poligonos con un niumero mayor de lados, tendremos que
hacer mas pliegues, pero seran del mismo tipo. Repetiremos los pasos iniciales,
dibujar el angulo central y los dobleces iniciales sobre cateto adyacente e
hipotenusa. A continuaciéon, doblando alternativamente sobre el cateto adyacente y
sobre la hipotenusa, obtenemos una suerte de fuelle en el que vamos afadiendo los
angulos centrales aproximados de dos en dos.

Si el numero de lados, n, es par, el fuelle queda completo definiendo n angulos
centrales aproximados, pero si es impar, tras varios pliegues, quedaran definidos n-
1 angulos centrales aproximados y otros dos angulos que aproximan la mitad del
angulo central. Tras realizar el plegado, cortamos el fuelle, de modo que en cada
capa de papel formamos un triAngulo isésceles con el angulo desigual en <A
marcando para ello dos veces el radio de la circunferencia circunscrita. De este
modo obtenemos n triangulos isdsceles que al desplegar la hoja forman el poligono
regular de n lados.

Hacemos notar que podriamos tratar de reducir el error en algunas de estas
construcciones, podriamos construir el poligono de k lados a partir del de 2k lados o
viceversa. Por ejemplo, entre el poligono de 5 lados —error total de 2,175°- y el de
10 lados —error total de 0,274°- podriamos refinar la construccion del pentagono
mediante la union de los vértices alternos del decagono. No exploraremos esta
posibilidad en este articulo, ya que la reduccién del error podria quedar
enmascarada por el mayor numero de pliegues necesarios.
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Figura 8. Triangulos rectangulos construidos para aproximar los dngulos centrales de
heptagono (51,34°) y pentadecagono (23,96°).

3.3. Comparaciéon con el método escolar habitual.

Una vez construidos los poligonos regulares con el método aproximado,
podriamos preguntarnos si realmente hemos ganado respecto al método grafico que
se muestra en muchos manuales escolares. Nos referimos al método en el que se
divide el diametro de la circunferencia circunscrita en tantas partes como lados
tendra el poligono y se traza una semirrecta desde un punto exterior. En la figura 8
podemos ver la construccion de un eneagono realizada mediante este método
escolar con ayuda del software de geometria dinamica GeoGebra. Hemos realizado
una ampliacién para resaltar que dicha construccién es aproximada (ver Figura 9,
debajo). Este hecho no se hace notar a los alumnos, lo que es una opcion didactica
tradicional que oculta las limitaciones del instrumento “regla y compas”
anteriormente expuestas y no favorece la discusion sobre la conveniencia de hacer
construcciones aproximadas si esa aproximacion es suficientemente buena.

Figura 9. Construccién aproximada del enedgono regular mediante el método escolar.
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Mostramos a continuacion (ver Tabla 3) los errores absolutos y relativos
cometidos al construir diversos poligonos regulares con el método escolar habitual.

Angulo Angulp Error Error Error
Lados | central | construido | absolutopor | total :
exacto escolar triangulo | absoluto relativo
5 72° 71,95° 0,05° 0,25° | 0,069%
7 51,429° 51,52° 0,091° 0,637° | 0,177%
10 36° 36,36° 0,36° 3,6° 1%
11 | 32,727° 33,15° 0,423° 4,653° |1,293%
13 27,692° 28,21° 0,518° 6,734° | 1,871%
14 25,714° 26,26° 0,546° 7,644° | 2,123%
15 2490 24,58° 0,58° 8,7° 2,417%

Tabla 3. Errores en la construccion de poligonos regulares — método escolar.

Comparamos en la Tabla 4 los errores absolutos cometidos por el método
propuesto aqui —calculados con GeoGebra— y el método escolar habitual que dan
idea del desvio entre la construccion exacta y la obtenida con ambos métodos.

Error total Error
absoluto total

Lados método |absoluto
propuesto | escolar
5 2,175° 0,25°
7 0,619° 0,637°
10 0,274° 3,6°

11 0,087° 4,653°
13 0,602° 6,734°
14 0,061° 7,644°
15 0,563° 8,7°

Tabla 4. Comparacion de errores entre ambos métodos de construccion de poligonos.

Podemos observar que el método propuesto es mas exacto dado que
mantiene el error absoluto por debajo de 1° a partir del poligono de 7 lados,
mientras que el método escolar es mas inexacto cuantos mas lados tiene el
poligono a construir.

3. Aprovechamiento didactico en el aula

Consideramos que en alumnos de ESO y particularmente en el ultimo curso,
donde ya hay conocimientos basicos de trigpnometria, seria posible y conveniente
un estudio detallado de estas construcciones aproximadas. Este trabajo permitiria
poner en practica una aplicacion tanto de las aproximaciones como de las
herramientas basicas de trigonometria. En cursos inferiores no podriamos justificar
la procedencia del grado de aproximacion de las construcciones, aunque podrian
medir los angulos efectivamente construidos y compararlos con las medidas de los
angulos centrales de los poligonos regulares. Tanto en un caso como en otro habria
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gue hacer referencia a las diferencias entre las matematicas “formales” que
permiten considerar angulos de 71.57°, por ejemplo, y las limitaciones que impone
el doblado de papel con errores dependiendo del tipo de papel utilizado y de las
habilidades manuales de cada uno por ejemplo.

Pasamos a describir la actividad propuesta y los objetivos que pretendemos
conseguir con ella:

Titulo: “Construccion de poligonos regulares doblando papel — calculo de los
errores cometidos”.

Objetivos:

-Construir poligonos regulares doblando papel y GeoGebra.

-Calcular los errores absolutos y relativos cometidos.

-Reflexionar sobre la diferencia de precision segun el instrumento empleado.

-Reflexionar sobre la potencia de los calculos matematicos para determinar el
error de una construccién por encima de un analisis visual.

Conocimientos previos:

-Elementos basicos de un poligono regular.

-Trigonometria elemental: Funciones trigopnométricas basicas y sus inversas.

-Conceptos de error absoluto y relativo.

-Manejo basico de GeoGebra: Construccion de poligonos regulares y menu
circunferencia, construccion del centro de una circunferencia dados varios

puntos de la misma.

Actividades:

1-Construir pentagonos, heptagonos, decagonos y endecagonos con
GeoGebra, medir sus angulos centrales con el programa.

2-Imprimir los poligonos creados con GeoGebra y medir sus angulos centrales
con transportador.

3-Construir pentagonos y heptagonos doblando y cortando papel y medir sus
angulos centrales con transportador. (Se les proporciona el triangulo central
aproximado segun las figuras 6y 7)

4-Construir una tabla con los resultados anteriores.
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5-Comentar los resultados obtenidos en la tabla. (Todavia sin completar las
filas correspondientes a decagono y endecagono)

Es de esperar que la tabla tenga una columna casi idéntica para todos los
alumnos en la columna que refleje los datos obtenidos a partir de
GeoGebra, y diferencias mayores 0 menores en las otras dos columnas.
Esto puede dar lugar a un debate sobre la exactitud de unos métodos y
otros cuando se construyen poligonos regulares.

6-Una vez institucionalizados como exactos los valores obtenidos con
GeoGebra, ampliar la tabla con los errores absolutos y relativos cometidos
al medir &ngulos en una construccion exacta en papel y al medir angulos en
una construccion aproximada.

Es de esperar que el mero hecho de medir con el transportador de lugar a
imprecisiones y diferencias entre unos alumnos y otros, lo que debe ser
objeto también de debate.

7-Justificacion del proceso aproximado propuesto. Se proponen varias
cuestiones a discutir:

¢ Por qué a partir del triangulo central dibujado en la hoja podemos construir el
poligono regular?, ¢esta construccidon es aproximada?, ¢porque estamos
doblando papel y cometemos inexactitudes?, ¢ porque los propios triangulos
son algo inexactos?

Dado que se les ha dado los triangulos que generan los poligonos regulares y
conocen trigonometria pueden aplicar la funcidn inversa de la tangente —por
ejemplo— y deducir el angulo que efectivamente han utilizado en la actividad
3. En este momento, si no lo han deducido se debe explicar el proceso de
eleccion del triangulo que ayuda a aproximar el angulo central.

8-Investigacion: Proponer distintos triangulos o distintos procesos que sirvan
para construir decagonos y endecagonos. Medir el error cometido.

Aun siendo una actividad abierta, se espera que construyan diversos triangulos
rectangulos, como los mostrados en la actividad 3, sobre las hojas
cuadriculadas tratando de que el cociente entre los lados opuesto y
adyacente aproxime la tangente del angulo central que se trate. Por
ejemplo, las parejas siguientes de lados opuesto y adyacente aproximan
bien la tangente de 36° (0,726542).

Cateto opuesto: 7 unidades. Cateto adyacente: 10 unidades. 7/10=0,7.
Cateto opuesto: 8 unidades. Cateto adyacente: 11 unidades. 8/11=0,727273.

Esta ultima es la mejor aproximacion construible de la tangente de 36° en la
hoja de papel cuadriculado descrita anteriormente. En este caso también es
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posible que algunos alumnos argumenten que el angulo central es la mitad
que en el caso del pentagono y por tanto ya lo conocemos.

Proponemos la realizacion de un trabajo conjunto GeoGebra-lapiz/papel, que
ya se ha mostrado de gran utilidad, al promover distintos puntos de vista y distintas
formas de reflexion de los alumnos (Iranzo y Fortuny, 2009).Se propone que la parte
final del trabajo sea un “problema” para los alumnos, en el sentido de que deban
buscar una estrategia propia de resolucion.

4. Conclusiones

En este articulo hemos propuesto un método parcialmente generalizable para
la construccion mediante plegado de papel de poligonos regulares sujeto
Uunicamente a las limitaciones fisicas del papel. Este proceso parte de los conceptos
de angulo central y de la construccién exacta o aproximada de estos angulos.
Ademas hemos comparado este método con el habitualmente mostrado en los
manuales escolares.

En las actividades pretendemos aunar la construccibn manipulativa de
poligonos regulares junto con la construccion con GeoGebra de los mismos y la
valoracion de las aproximaciones obtenidas comparandolas con el resultado exacto
obtenido con el ordenador. Ademas proponemos una pequefia actividad de
investigacion que permita una reflexion en mayor profundidad sobre lo realizado.

Consideramos de interés didactico optar por hacer explicito el hecho de que,
en ocasiones, las soluciones matematicas pueden o deben ser aproximadas.
Ademas consideramos que el conjugar en una misma actividad varios instrumentos
(doblado de papel, regla y compéas y GeoGebra) enriquece la discusion matematica
en clase.

De este modo queremos hacer ver la terna que debe convivir en la ensefianza
actual de las Matematicas: Una parte manipulativa que permita acercarse al
problema, un apoyo informatico que facilite las tareas y ayude a superar las
limitaciones de las técnicas manipulativas y unas técnicas formales que ayuden a
demostrar o discutir los hechos matematicos que sea necesario en cada caso.
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