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Resumen

En este taller proponemos medios para la ensefanza y el
aprendizaje de la combinatoria, la probabilidad y la estadistica y
proponemos una via para la valoracion de propuestas de
ensefanza.

1. Conexiones Matematicas y Atomizacion de la
Enseilanza

Las matemadticas son esencialmente relacionales. Un objeto
matematico aislado pierde su sentido. El NCTM (2000) propone
por ello las conexiones como uno de lo estandares de proceso
fundamentales. En el resumen ejecutivo para los Principios y
Estdandares para la Educacion Matemdtica (www.nctm.org/
standards/) se explicita:

“Conexiones. Las matemadticas no es un conjunto
separado de ejes tematicos o estandares, aun cuando
sean presentados a menudo de esta manera. Por el
contrario, las matematicas son un campo de estudio
integrado. Cuando los estudiantes relacionan las ideas
matematicas, su comprension y entendimiento acerca de
ellas se hacen profundos y son mas permanentes, y
pueden percibir las matematicas como un todo
coherente. Ellos pueden visualizar las conexiones
matematicas en gran interaccion con otros topicos
matematicos, los contextos que relacionan las
matematicas con otros temas, y sus propios intereses y
experiencias. En una ensefianza que enfatiza en la
interrelacion de las ideas matematicas, los estudiantes
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no so6lo aprenden matematicas sino también acerca de la
utilidad de las matematicas.”

En la instituciéon educativa hay, sin embargo, una tendencia a
limitar las conexiones matematicas y a presentar las nociones y
procedimientos de manera aislada bajo la ilusién de que este
mecanismo didactico facilita su aprendizaje.

“Al  intentar proteger al alumno de toda
desconcentracién y evitarle el encuentro con los
sucesivos obstaculos epistemolégicos, se fracciona el
proceso de ensefianza hasta hacerlo desaparecer como
proceso. Se pretende de esta manera paliar las
dificultades que comporta toda actividad matematica
sostenida y compleja. La ensefianza se convierte en un
conjunto atomizado de actividades matematicas
aisladas, de ‘anécdotas’ matematicas encadenadas
arbitrariamente e independientes entre si que no
permiten al alumno llegar a dominar ninguna técnica y
lo convierten, de hecho, en un ‘incompetente’. Este tipo
de ensefianza tiende a lo que podriamos denominar una
‘ensefianza instantanea’: [... los] objetos matematicos
[...] se ‘ensefan’ y ‘aprenden’ casi al mismo tiempo [...]
Desaparecen los objetivos a largo plazo a favor de los
objetivos relativos al funcionamiento diario de la clase
[..] Esta situacion tiene consecuencias paradojicas
porque, intentando proteger a los alumnos de toda
desconcentracion, los lleva a wun estado de
desconcentracién permanente y los sitia
definitivamente fuera del contrato didactico.”
(Chevallard, Bosch y Gascén, 1997, 285)

La ensefianza y aprendizaje de las matematicas deben ser fieles a
la naturaleza esencialmente relacional de las matematicas. La
labor del profesor en la determinacion de situaciones lo
suficientemente complejas que permitan la actividad matematica
sostenida en procesos de estudio matematico y que a su vez
determinen condiciones de corresponsabilidad matematica
(profesor-estudiantes) en el funcionamiento y control de los
sistemas didacticos.
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En la seccion 2 mostramos una situaciéon para introducir la
combinatoria, la probabilidad y la estadistica de manera
relacionada. En la seccion 3, se analiza una situacion real
analizada mediante un “contraste de hipoétesis” y se propone
elaborar una transposicion didactica de la nocién para el primer
ciclo de secundaria. Estas dos secciones terminan con unas
cuestiones que guiaran el seminario-taller, en el cual se iran
fundamentando la necesidad de nociones y métodos de didactica
de las matemadticas para la elaboracion de situaciones de
ensefianza. Este proceso llevara a la proposicion de un
instrumento para el analisis de situaciones (seccién 4), que se
desarrollara en la ultima sesion del taller.

2. La Carrera

Wilhelmi (2004) propone la situacion La carrera para introducir
de forma intuitiva y relacionada los conceptos clave de recuento
sistematico, frecuencia, probabilidad y estadistica (recogida,
organizacion, visualizacion y analisis de datos). Se trata de un
juego para dos personas. Se necesita un tablero como el que se
muestra en la figura 1 (con once filas numeradas del 2 al 12y 11
columnas, la ultima de las cuales estd marcada con la palabra
meta), 10 fichas de dos colores distintos (5 de cada color) y dos
dados (numerados del 1 al 6).

2
3 M
4
5
6 E
7
8 T
9
10
11 A
12

Figura 1. Tablero de la situacion La carrera
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Reglas de juego

1.

La

Alternativamente, cada uno de los contrincantes, escoge un
numero comprendido entre 2 y 12 (posibles resultados en la
suma de un par de dados), colocando una ficha en la casilla
correspondiente. Una vez distribuidos 10 de los 11 numeros,
se empieza a jugar.

Por turno, lanzan los dados cada uno de los jugadores. Si la
suma de los dados es uno de los numeros escogidos por el
lanzador, se adelanta la ficha correspondiente una casilla.

Si la suma de los dados es el numero que no ha sido escogido
por ninguno de los dos adversarios, el jugador del turno
escoge una de sus fichas (la que quiera) y adelanta una
casilla.

Si la suma de los dados es un numero del adversario, las
fichas quedan como estan.

Gana el jugador que consigue llevar una de sus fichas hasta
la meta.

realizacion del juego, con intervenciones explicitas del

profesor y una organizaciéon de la clase adecuada permiten
introducir, de manera intuitiva, objetos fundamentales tales
como:
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Combinatoria o recuento sistemdtico. Estrategias de control
sobre el recuento de los casos, para no contar por exceso
(contar mas de una vez un mismo caso) ni por defecto
(omitir casos). Por ejemplo, las duplas (n, m) y (n + 1, m-1)
suman lo mismo.

Andlisis de datos. Toma, ordenacion, sintesis y visualizacion
de datos, cuyo fin es inferir alguna conjetura, que tendra que
ser validada por un analisis experimental o teodrico.

Probabilidad. Esperanza de que un suceso ocurra, para, en
particular, tomar decisiones justificadas.

Frecuencia absoluta. Numero de veces que ha ocurrido un
determinado suceso, repetido un experimento aleatorio un
numero finito de veces en las mismas circunstancias.



e Frecuencia relativa. Relacién entre la frecuencia absoluta y el
numero de veces que se ha realizado el experimento.

e Ley del azar. Si un experimento aleatorio se repite “muchas”
veces, las frecuencias relativas de un suceso determinado se
aproximan a la probabilidad (tedrica) de que dicho suceso
ocurra. Esta ley permite predecir resultados y, por lo tanto,
es un indicativo para la toma de decisiones. Asi, la ley del
azar es un “puente tendido” entre el pasado y el futuro, entre
las frecuencias (lo que ha ocurrido) y las probabilidades (lo
que se espera suceda).

Cuestiones

e Si la combinatoria es el arte de contar sin enumerar
directamente todos los casos, ;qué situaciones podriamos
utilizar para aprender técnicas de ordenacién, colocacidn,
seleccion, etc., de objetos? ;Es necesario y pertinente
introducir las nociones de permutaciones, variaciones y
combinaciones antes de proponer situaciones de recuento
sistematico?

e Es necesario introducir la probabilidad de manera
axiomatica (algebra de Boole, Kolmogorov, etc.)?

3. Contraste de Hipotesis

The good schoolmaster is known by the
number of valuable subjects that he declines
to teachl. (The Future in Education,
Livingstone, 1941)

La recta interpretacion de la maxima de Livingstone no es
conformista y de renuncia. Muy al contrario, exige la busqueda
de una transposicion diddactica (Chevallard, 1991) adecuada para
la ensefianza de una determinada nocién, proceso o significado
matematico.

1 Sereconoce al buen maestro por el nimero de temas valiosos que se abstiene
de ensenar.
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Supongamos la siguiente situacion. Se pregunta a un grupo de
personas que estimen la edad de una persona (P). Una vez hecha
la estimacion, se les pide que vuelvan a estimarla conociendo
una informacién que se presume relevante (S). En el anexo se
muestran los datos y todas las o6rdenes que justifican los
resultados que explicitaremos a continuacion, editadas con el
software R de libre distribuciénZ.

En la figura 2 se puede observar una exploracién de los datos
obtenidos de la muestra de 134 personas. En la figura 2a) se
observa que los diagramas de cajas estan a diferentes alturas, lo
que sugiere la existencia de diferencias significativas entre las
medianas de las edades con y sin la informacién relevante. En
particular, la mediana de las edades en la estimaciéon S es
superior a la P; sin embargo, en la estimacion P se observa una
menor simetria. En la figura 2b) se representan las edades
medias en los extremos de la barra vertical y en la figura 2c) se
representan las medianas. A simple vista, tanto las medias como
las medianas estan bastante separadas.

a) Diagrama de cajas b) Medias de las edades c) Medianas de las edades
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Figura 2. Exploracion de los datos

z Recuperable en: http://www.r-project.org/
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El analisis exploratorio de los datos debe ser confirmado. Para
ello planteamos un modelo con estructura unifactorial en disefio
completamente aleatorizado: y; = 1 + o, + €5, donde p es la media
de los k niveles (en nuestro caso, 2: P y S); o, el efecto sobre la
respuesta debido al i-ésimo tratamiento (desconocimiento o
conocimiento de la informacion); y, por ultimo, ¢; es el error
experimental para la j-ésima observacion bajo el i-ésimo
tratamiento, tal que ¢; ~ N (0, o2). Para este modelo planteamos
las hipotesis:

Hy: pup#ps o da;#0

La variable respuesta y representa la edad estimada. En estas
condiciones, el analisis de la varianza (ANOVA de los datos)
detecta diferencias significativas, aceptandose la hipdtesis
alternativa (H;) de la diferencia de medias. El calculo del
intervalo de confianza es otro modo de rechazar la hip6tesis nula
(Ho), sin necesidad de hacer el ANOVA de los datos.

Es necesario, empero, verificar la idoneidad del modelo. Para ello
se calculan los residuales estandarizados y se determina cuantos
son en valor absoluto mayores que zo9s = 1,96. La suposicion de
normalidad en la poblacién exige que haya un maximo de éstos
valores (que se presumen atipicos u outliers). Si mas del 5% del
valor absoluto de los residuales estandarizados es mayor que
1,96, el modelo debe ser rechazado.

En nuestro caso el valor es aproximadamente 5%. Por lo tanto, el
modelo queda en entredicho. Para validarlo, realizamos el
diagrama de cajas y el grafico de percentiles de la normal o qg-
norm (figura 3). La simetria de la caja y el buen ajuste a la
normal permiten entonces aceptarlo. Asimismo, se observan
valores presumiblemente atipicos u outliers.
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a) Diagrama de cajas b) @Q-norm

o
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Figura 3. Validacion del disefio completamente aleatorizado

Por ultimo, el test de Levene permite aceptar la igualdad de
varianzas con un nivel de significacion de 0,95.

Criterios de idoneidad didactica

Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005) proponen tres dimensiones
para analizar la idoneidad de un proceso de estudio matematico:
epistémica, cognitiva e instruccional. Estas idoneidades deben ser
integradas teniendo en cuenta los procesos que describen sus
interacciones, lo cual requiere hablar de la idoneidad diddctica
como criterio sistémico de pertinencia (adecuacion al proyecto
de ensefianza) de un proceso de estudio en una determinada
institucion. El principal indicador empirico de esta idoneidad
puede ser la adaptacion entre los significados personales
logrados por los estudiantes y los significados institucionales
pretendidos/implementados. Estos criterios orientan o “guian”
la practica educativa, pero no aseguran el logro de su idoneidad.
A su vez, dichos criterios se pueden usar para valorar la
idoneidad de procesos de estudio efectivamente implementados.
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Cuestiones

e Valora la idoneidad didactica de un proceso de estudio
basado en el estudio matematico expuesto atendiendo a
cada una de las dimensiones indicadas.

e Se desea trabajar con dicho ejemplo en el primer ciclo de
educacion secundaria, ;es posible en las condiciones
actuales de la institucion de referencia realizar una
transposicion didactica viable?

4. Resolucion de Problemas: ilusiones y control

La modelizacion del saber mediante situaciones (Brousseau,
1998) es una forma de aportar un instrumento de control (a
priori) de los procesos de estudio y de valoracion (a posteriori)
de las situaciones de ensefianza puestas en marcha. Este proceso
de control y valoracion es complejo. Se precisa de un
instrumento que aporte indicadores precisos y objetivos. En esta
seccibn mostramos un esquema para la descripcion de
situaciones de enseflanza que permite prever el funcionamiento
de los conocimientos en los sistemas didacticos y valorar las
interacciones de los nifios con el saber y el medio. La
construccidn sistematica de estos esquemas permite:

e Actuar: qué hacer en un aula. Las practicas de ensefianza
requieren de pautas concretas de intervencion en el sistema
didactico y de criterios de control sobre el funcionamiento
de los objetos matematicos en el medio y del sentido
atribuido a los mismos.

e Planificar: cémo disefiar una situacion de ensefianza. Las
practicas de planificacion deben fundamentarse en
presupuestos tedricos basados en otras investigaciones y en
experiencias realizadas previamente. la prueba de Ila
contingencia permite extraer datos que permiten prever
tanto las intervenciones del profesor como los
comportamientos esperados de los alumnos.

e Analizar: cémo mejorar la prdctica docente. Es necesario
contar con instrumentos que permitan el contraste del
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funcionamiento de los sistemas didacticos segun criterios
preestablecidos, que sobrepasen una observacion
“naturalista” de los sistemas didacticos.

Las situaciones no son (y seria una pretension inapropiada para
la practica docente) situaciones fundamentales ni necesariamente
con caracter adiddctico (Brousseau, 1998). Son “situaciones
potenciales de enseflanza”. No tienen a fortiori que
fundamentarse en desarrollos tedricos previos ni contrastada su
pertinencia a priori con una prueba experimental. La
importancia de la modelizacion de conocimientos mediante
situaciones se centra en la posibilidad de disponer de un
instrumento de valoracion y analisis de la practica docente. La
confeccibn de situaciones permite prever a priori el
funcionamiento del sistema didactico y planificar estrategias de
control del mismo. La experimentaciéon arroja consonancias y
disonancias con las previsiones hechas. La comparacidn entre lo
sucedido y lo previsto aporta conocimiento sobre las condiciones
de difusién y de adquisicion de saberes matematicos.

La ingenieria diddctica (Artigue, 1989) se utiliza pues como
fuente de referencia, sin la pretensién de elaboracién de un
corpus cientifico ni la obtencién de funcionamientos estables del
medio (reproducibilidad de situaciones diddcticas). Con otras
palabras, estas situaciones no pueden asegurar (aunque
eventualmente podrian determinarlo) el progreso de la didactica
como instrumento técnico-practico (intervencion critica en los
sistemas diddcticos) ni tampoco como disciplina cientifica
(prueba de la contingencia).

Wilhelmi y Lacasta (2007) proponen un esquema de
organizacién de situacion de ensefianza: papel del profesor,
actividad de los alumnos y funcién de las matematicas en la
actividad matematica. Este esquema es un instrumento objetivo
para el contraste entre un analisis a priori y la realizacion
efectiva. Esta constituido por 4 bloques: 1) Presentacion:
descripcion de la situacion, sin abordar explicitamente el
problema del alumno y del profesor. 2) Desarrollo: descripcién
pormenorizada de la situacion segin las tareas 'y
responsabilidades de profesor y alumnos. 3) Andlisis diddctico:
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descripcion de la situacion segun las dificultades previstas
(necesidades de aprendizaje), los conocimientos matematicos
(tareas, técnicas, modos de justificacion y significados de los
objetos), los instrumentos de control del sistema didactico
previstos, etc. 4) Contextualizacion: justificacion de la adecuacién
de la situacion en la institucion (referencias a leyes vy
disposiciones generales, su desarrollo y su aplicacién o
propuestas de ensefianza).

Cuestion. Construccion de una situacién para la ensefianza del
contraste de hipétesis introducido en la seccién 3 para el primer
ciclo de secundaria.

Reconocimiento: Este taller se realiza en el marco del proyecto
SEJ2007-60110/EDUC.
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ANEXO: ordenes con R para la obtencion de graficos y
valores

HHHHAAR AR AHHHHHBHHHHHHH A AR AR HHHHHHHHHH
HHHHHHHH AR AR AHHHH#H#H####HFunciones adicionales
descriptiva<-function(variable){
tamafno<- length(variable)
rango<-range(variable)
media<-mean(variable)
varianza<-var(variable)
destip<-sd(variable)
print(list(tamafio=tamafio,rango=rango, media=media,
varianza=varianza,desv.tip=destip))}
res1.std<- function(a,b=3,d = 0.95) {
¢ <-round((residuals(a) *
sqrt(a$df.residual /deviance(a))), b);
outlier <- as.character(ifelse(abs(c) > gnorm(d + (1 -
d)/2), ")
list(rs = ¢, o = outlier)}
HHHHHA AR AHHHHH TR HHHHHH A AR HHHHHHEHEH
HHHHH AR HHHHH TR HHHHH A AR BB B H##H###HDatos
p<-
c(36,34,38,35,33,43,41,35,32,40,38,40,36,30,42,36,45,38,35,3
7,33,39,35,
32,31,38,34,41,30,40,38,38,38,39,35,33,39,35,37,38,36,33
,34,35,40,38,29,
38,34,35,35,35,34,39,35,36,39,36,31,35,35,38,35,33,35,40
,38,40,33,36,36,
34,36,35,39,34,38,35,39,34,37,37,38,36,39,43,33,36,40,38
,42,43,38,38,36,
38,35,34,36,38,33,34,38,35,38,38,38,39,33,35,37,30,34,36
,37,36,35,33,35,
35,38,39,36,39,36,39,38,37,35,37,38,35,34,32)
s<-
c(38,40,38,40,38,44,41,39,43,40,40,44,36,30,43,42,48,43,37 4
3,33,42,40,
35,36,42,45,41,40,40,40,38,42,42,40,36,41,37,40,39,42,41
,34,42,42,39,35,
40,40,42,40,42,42,39,45,38,43,42,40,38,38,44,42,38,39,43
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,42,42,37,42,38,
39,40,36,39,35,42,40,41,39,41,43,40,38,39,43,36,38,41,39
,42,45,38,38,39,
42,37,40,38,38,42,36,45,35,38,40,42,39,38,42,43,38,42,42
,40,38,40,38,35,
41,40,41,40,43,41,39,40,40,40,40,45,38,41, 40)
HHHHH AR AR AHHHHH B HHHHH A A A AR HHHHHBHEH
HHHHHHHH BB A A A HHH#H#HH#HHE Descripcion de los datos
descriptiva(p)
descriptiva(s)
edades<-c(p,s)
respuestas<-factor(c(rep("P",134),rep("S",134)))
datos<-data.frame(edades,respuestas)
par(mfrow=c(1,3))
boxplot(split(edades,respuestas))
title("a) Diagrama de cajas")
plot.design(edades~respuestas, fun="mean", xlab="")
title("b) Medias de las edades")
plot.design(edades~respuestas, fun="median", xlab="")
title("c) Medianas de las edades")
HHHHH AR AR AHAHHH T HHHHHH A A AR HHHHHHTHEH
HHHHH AR AR HHHHHHHEHHHHH A A AR AR BHHHH#ANOVA
edades.aov<-aov(edades~respuestas,data=datos)
summary(edades.aov)
HHHHH AR AR AHAHHH TR HHHHHHH A AR HHHHHHHHEH
HHHAAA AR AHHHHHHHHHHHHHH A A A A ##INL confianza
t.test(edades[respuestas=="P"],edades[respuestas=="S"])$co
nf
HHHHHAA AR AHHHHHBHHHHHHH A AR AR HHHHHHHHHEH
HHHAAA AR AHHHHHHHHHHHHH A A A AR ##### Outliers
cbind(datos,ajustado=fitted(edades.aov),
resid=round(residuals(edades.aov),1),resstd=res1.std(edades
.aov,2))
HHHHH AR AR AHHHHH BT HHHHH A A A AR HHHHHHHHEH
HHHHH AR AR HHHHHHHHEHH#HH#H#Validacion del disefio
par(mfrow=c(1,2))
boxplot(resid(edades.aov), xlab="residuales")
title("a) Diagrama de cajas")
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ggqnorm(resid(edades.aov)/sqrt(7.72), xlab="cuantiles de
la normal”, ylab="",main="b) QQ-norm")
qqline(resid(edades.aov)/sqrt(7.72))
HARHHHHHHHHHH A AR HHHSH B HHHH S A HHH A HBH SR
HHHAAARAHHHHHHH#H#H#H####H#]Igualdad de varianzas
trat<-c(rep("P",134),rep("S",134))
x.mediana<-tapply(edades,trat,mean)
dife<-abs(c(edades[trat=="P"]-x.mediana["P"],
edades[trat=="S"]-x.mediana["S"]))
levene<-aov(dife~trat)
summary(levene)
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