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Resumen

En la docencia de probabilidad y estadistica se afirma con
frecuencia que los alumnos no comprenden una determinada
proposicion y, por tanto, la aplican en situaciones donde no
corresponde o no son capaces de inferir consecuencias directas. En
este trabajo se plantean algunas reflexiones, siguiendo el ciclo de
Smyth, sobre la ensefianza de la estadistica. Se analiza el disefio de
configuraciones diddcticas diferenciadas, a partir del significado
de referencia de unos campos especificos de problemas,
incorporando la tecnologia y el aprendizaje situado, y el
acoplamiento progresivo entre el significado institucional del
concepto estadistico y la construccion del significado personal del
estudiante. Como consecuencia de la prdctica reflexiva se valora la
idoneidad del proceso de instruccion en el topico de la distribucion
muestral.

Palabras clave: Estadistica, Configuraciones didacticas, idoneidad
del proceso, ciclo de Smyth.

Introduccion

En la docencia de pregrado existen altos grados de desercion
estudiantil y reprobacion de los alumnos en asignaturas de
matematica y un alto grado de desmotivacidn de los estudiantes,
que se observan en las diferencias de ritmos de aprendizaje y en
el hecho de que muchos no muestran un trabajo sistematico de
estudio clase a clase. Es habitual encontrar en matematica
instrumentos de evaluacion con énfasis en el desarrollo
algebraico, donde no se muestra una descripcion detallada de los

! Universidad Catélica de la Santisima Concepcién- Chile

19



elementos de significados logrados de una unidad especifica y
que conlleven a determinar qué competencias se han adquirido y
en cuadles se manifiestan dificultades. Esto se debe en parte a la
tradiciéon docente de los profesores y a no disponer de la
tecnologia adecuada para cursos numerosos. Por lo general, se
cuestiona la actitud del estudiante frente al aprendizaje, sin
embargo, son escasos los analisis acerca de la eficacia de la
actuacion docente. Mas aun, como producto del sistema de
acreditacion institucional a lo que deben someterse las
universidades, habria que analizar la actitud del profesor frente
a la ensefanza, determinar y secuenciar los elementos
prioritarios que debe poseer el profesor para una “buena”
ensefianza y delimitar su campo de accién en la investigacion y
su conexion con la docencia. Esto nos conduce a reflexionar si en
el aula se favorece la comprension de los conceptos y si buenas
presentaciones en la clase consideran mas de una forma de
acercarnos al significado institucional implementado (o
previsto) o simplemente llegan a los alumnos como un producto
dogmatico y acabado. La situacion es compleja para el profesor
de matematica. Este debe considerar la transicion del contenido
matematico entre la educacion media y el primer afo
universitario y, como académico, generar y apropiarse del
conocimiento matematico. Cabe sefnalar, que el uso del término
competencia ha penetrado fuertemente en el discurso
universitario, especialmente en el desarrollo curricular, la
practica de la enseflanza y la evaluacion. Por un lado, los
informes de agencias acreditadoras internacionales, asi como la
Comision Nacional de Acreditacion (CNA) en Chile, ratifican la
tendencia a definir los planes de estudios en términos de
competencias y criterios de evaluacién. De acuerdo a los
métodos tradicionales hay consenso acerca de que los alumnos
adquieran conocimientos pero no necesariamente acerca de
potenciar sus habilidades y favorecer el analisis critico. La
nocién de competencia no deja de ser compleja. Hay confusion
en el modo en que se usan los constructos de conocimiento,
comprension, competencia, destrezas, etc.,, en el ambito de la
innovacién curricular. Sin embargo, su logro implica un proceso
de crecimiento progresivo que debe tener en cuenta las diversas
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facetas del conocimiento matematico y sus relaciones con el
mundo empirico. Godino (2002) ayuda a discernir algunas
caracteristicas de las nociones cognitivas de competencia
entendida como “saber hacer” y comprensién que implica saber
qué hacer y por qué. Ambas nociones se complementan
mutuamente; la competencia atiende al componente practico,
mientras que la comprensiéon al componente tedrico relacional.
La expresion “X es competente para realizar la tarea T”, indica
que el sujeto X domina la técnica t que resuelve o permite hacer
bien la tarea T. En esas circunstancias decimos que el sujeto
tiene una capacidad o competencia especifica. En cambio, la
expresion, “X comprende la técnica t que permite realizar la
tarea T” se aplica si X conoce por qué dicha técnica es adecuada,
su ambito de validez y las relaciones con otras técnicas.
Entendida en sentido amplio, la competencia implica los diversos
elementos del significado descrito para el conocimiento
matematico: problemas, definiciones, propiedades, algoritmos,
lenguaje y argumentacion.

En este trabajo, del ambito de la didactica de la estadistica en el
contexto de la ingenieria, se profundiza en la ensefianza practico-
reflexiva. La estadistica en ciencias basicas, por su caracter
metodolégico e instrumental, contribuye en el disefio de
experimentos y en la mejora de procesos. Se abordaran
cuestiones tales como la delimitacion de los elementos basicos
que caracterizan el desarrollo profesional del profesor en
términos de lo que debe ser una buena ensefianza (Alvarado,
2004), la relacién entre la metodologia de ensefianza empleada
en el aula y el aprendizaje del conocimiento matematico-
estadistico de conceptos importantes, y la utilizacion de
configuraciones didacticas para describir criterios de idoneidad
de un proceso de estudio (Godino, Contreras y Font, 2006).

A objeto de analizar algunas acciones en la metodologia de
ensefianza de la estadistica para describir en los estudiantes
habilidades requeridas en las especialidades, se sigue un proceso
de reflexion sobre la accidon realizada a través del modelo ciclico
de Smyth (1991) cuyas cuatro fases son:

1. Descripcidn: Identificacién de la practica. ;Qué hago?
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2. Informacién: Soporte de las practicas. ;Qué significado tiene
lo que hago?

3. Confrontacion: Percepcion de otras practicas y teorias.

4. Reconstruccion: Nuevo plan de accidon. ;Qué haria en una
nueva ocasion?

El ciclo comienza cuando el profesor detecta un problema
profesional surgido en el transcurso de la practica (Flores,
1998), y las diferentes fases suponen por parte del docente un
esfuerzo de explicitacion del problema, asi como la reflexién de
su practica. En la Tabla 1, se presenta las fases ciclicas de
reflexion a analizar en este trabajo:

- Tendencia a mejorar el
rendimiento académico

- Desarrolla un clima positivo

Descripcion Profesor y comunicativo en el aula

- Plantea actividades
contextualizadas de tipo
algebraico

- Carencia de competencias
matematicas basicas

Informacion Estudiantes | - Perfil del estudiante
universitario

- Desempenio docente

- Conexidén entre
conocimiento matematico y

Confrontacion Contenido contenido didactico

- Idoneidad del proceso de
instruccién en estadistica

- Utiliza configuraciones
didacticas progresivas
. Profesor . .2
Reconstruccion : - Analiza el significado y
Reflexivo ., .
comprension de los objetos
matematicos

Tabla 1. Ciclo de Smyth sobre la ensefianza de la estadistica
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Fases de reflexion de la practica docente

1. Descripcion

En asignaturas de ciencias basicas las sesiones de clase se han
desarrollado generalmente sélo en el aula, presentando a los
estudiantes actividades de ejercicios con desarrollo algebraico y
demostraciones de propiedades deducidas de teoremas vy
corolarios. Se observa desinterés y bajos resultados globales de
las evaluaciones en las asignaturas, lo que implica que las
materias son tdpicos dificiles para los estudiantes. A
continuacion se muestra un ejercicio algebraico tipico en el aula
de estadistica:

Ejercicio 1. Se supone que X, el nimero de accidentes por mes en
un cruce de carreteras dado, tiene una distribuciéon Poisson con u
= 2. Si el numero de accidentes durante seis meses es mayor que
10, se debera reconstruir el cruce debido a un programa
otorgado por el estado. Calcular la probabilidad aproximada de
que el cruce en cuestion sea considerado en el programa de
emergencia del estado.

Para resolver el ejercicio y determinar la distribucion de la suma
de variables aleatorias discretas idénticamente distribuidas, el
alumno ha de considerar una muestra aleatoria X3,X>,...Xs y
definir la variable 2X;: nimero de accidentes en seis meses, y
luego utilizar el teorema central del limite ) X; = N(6x2 ;6x2).

Para obtener el calculo de probabilidad aproximada de una
distribucion de Poisson a la distribuciéon normal, se debe aplicar
las propiedades de calculo de la media y varianza de una suma
de variables aleatorias, correccion de continuidad y la
estandarizacion. El comentario esperado es que, como la
probabilidad de ocurrencia de obtener mas de 10 accidentes es
aceptable, el estado podria realizar la reconstruccion del cruce.

6 -
P( X > 10) ~ P(Z > 10'5—12J = 1-¢(0,43301)=0,6664

i=1 V12

Desde el afio 1998, se ha intentado llevar a cabo innovaciones
pedagdgicas en la Universidad Catdlica de la Santisima
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Concepcion (UCSC) a través de proyectos internos de docencia
para mejorar el interés y motivacion por las asignaturas y
desarrollar habilidades de comunicacion. Se han estudiado las
caracteristicas de los estudiantes de tipo sociodescriptivas,
psicométricas y estrategias de aprendizaje, a objeto de
caracterizarlos en funcion de su rendimiento académico
(Alvarado y cols. 2000, 2003). Cabe mencionar que la evaluacion
del desempenio de los docentes es una tarea que se realiza de
forma sistematica en las universidades con un énfasis de
diagndstico, sin involucrar necesariamente la toma de
decisiones. En la UCSC los resultados indican una buena
evaluacion, sin embargo la dimension de metodologia es de la
promedios mas bajos y son mejores evaluados los docentes con
menor nimero de alumnos.

En Chile hay pocas experiencias de anadlisis didactico del
contenido matematico y mas aun en estadistica. Si bien hay
deficiencias en competencias matematicas basicas de los
estudiantes, se carece de acciones efectivas sobre la forma de
como se comunica el conocimiento especifico en el aula
(idoneidad mediacional). En pocos escenarios educativos
universitarios se tiene en cuenta las competencias matematicas-
estadisticas y conductas de entrada que deben poseer los
estudiantes en una asignatura particular, a modo de considerar
que las practicas reine elementos diversos cuya comprension
debe adquirir el estudiante antes de abordarlo, lo que hace
complejo el proceso de instruccion. La investigacion didactica es
aun escasa en el contexto universitario, en cuanto a como se
ensefla y qué dificultades tiene la ensefianza de la estadistica.
Para Ordoéfiez (1994) la formacién basica de los estudiantes que
no van a ser cientificos, sino que requieren ese conocimiento
como fundamento de un quehacer profesional vinculado con la
ciencia y la tecnologia, es responsabilidad de los académicos-
especialistas-investigadores en las disciplinas que ensefian. La
situacion se percibe mas complicada, al constatarse que esos
académicos formados para investigar, deben asumir un rol
pedagégico para lo cual, en un alto porcentaje, no estan
preparados. Actuar en dos niveles diferentes, la generacién y la
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apropiacion del conocimiento, conduce a sobrevalorar los
aspectos cognitivos de su disciplina. Se ha generado, de esta
forma, una enseflanza de las ciencias basicas con propositos
claramente selectivos mas que formativos.

2. Informacion

El bajo rendimiento académico en los cursos de matematica y la
desercidn estudiantil es una problematica generalizada en las
universidades chilenas y de otros paises. Uno de los factores
puede atribuirse a Fonseca (2003), respecto a que las
discontinuidades matematicas y didacticas entre la ensefianza
secundaria y el primer ciclo universitario, ponen en evidencia la
atomizacion y rigidez del bagaje matematico de los alumnos
cuando llegan a la universidad. Cada vez es mas evidente que la
calidad educativa pasa por la calidad de la docencia que se
imparte (Rizo, 1999). Se desprende entonces, que el deseo de un
sistema universitario de calidad pasa, en primer término, por un
desempeno docente eficiente, objetivo que debe concebirse
desde una postura analitica y critica basada en una evaluacion
que permita de manera objetiva, valida y confiable determinar el
nivel de logro del mismo. Parra y cols. (2001) analizan los
resultados de una encuesta aplicada a estudiantes universitarios,
a través de la cual se obtiene informacion sobre el quehacer
docente desarrollado durante cinco semestres. En los
antecedentes expuestos, se hace referencia a los aspectos
generales del curso, motivacion, relaciones interpersonales,
metodologias de ensefianza y evaluacion. En consideracion a la
importancia del tema, se destaca la necesidad de fortalecer, en
los académicos, una cultura evaluativa permanente, lo que
supone sustentar la capacidad de autocritica frente a su propio
desemperio profesional.

Los resultados mostrados por la Direccion de Estudios
Estratégicos en las Jornadas de Reflexion de la Docencia de la
UCSC, acerca del porcentaje de reprobacién de estudiantes de las
distintas especialidades de ingenieria en matematicas han
generado preocupacion por los diversos colectivos implicados en
la formacién académica, ya que sitia a la docencia impartida del
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Departamento de Matematica y Fisica Aplicadas que no esta
formando adecuadamente a los estudiantes. Un tema que suscita
controversia es ;Cuadl debe ser el perfil del docente de
matematicas de la UCSC? y que derivan en cuestiones como ;Se
requiere un formador de futuros profesionales orientado a la
tutoria y a transferir a su practica el fruto de sus propias
investigaciones?, ;Sera que los docentes de matematicas carecen
de modelos claros de referencia que les permitan modificar sus
habituales formas de planificar y desarrollar su ensefianza
apoyada en un andlisis y reflexion sobre el contexto, el
conocimiento y su aprendizaje? o ;Sera que la causa se deba a
limitaciones al plan actual de estudios? En nuestra actuacion
docente nos preguntamos ;cémo enseflamos estadistica en el
aula universitaria? Una de las respuestas podria ser que estamos
ensefiando como fuimos ensefiados, con un modelo instruccional
clasico.

En el caso de Ciencias de la Ingenieria, los sistemas como la
Acreditation Board for Ingineering and Technology (ABET,
EE.UU) y Canadian Council of Profesional Engineers (CEAB,
Canada), estan exigiendo a las Facultades y Escuelas de
Ingenieria cambios en el desarrollo curricular, debido a que las
formas tradicionales de ensefianza no ayudan a adquirir
competencias transversales, y tienen en cuenta el perfil de
egreso de un ingeniero, entendida como el conjunto de
competencias (generales, especializadas y actitudinales)
necesarias en la profesion (Alvarado, 2007). Ello ha originado un
gran interés por estructurar carreras de ingenieria enfocada al
desarrollo de competencias (Letelier y cols., 2005) y mejorar la
enseflanza en este campo, como se muestra en los congresos que
organiza desde 1987 la Sociedad Chilena de Educacién en
Ingenieria (SOCHEDI), con areas tematicas principales tales
como la formacién de competencias para la innovacion,
formacién por competencias e innovacion en la ensefianza de las
ciencias basicas en ingenieria.

Se hace necesario un cambio en los métodos de ensefianza
utilizados a objeto de obtener mejores resultados académicos.
En el caso de la estadistica (Moore, 1997) recomienza una
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renovacién tanto en los métodos como en el contenido. Algunas
consideraciones que se ha tenido en cuenta en la ensefianza: a)
El aprendizaje es un fendmeno social: es importante conocer las
caracteristicas del estudiante, tanto pedagogicas como el clima
en el aula, b) Las practicas didacticas deben promover el
desarrollo cognoscitivo y afectivo del estudiante. Las directrices
formativa de nuestro proceso de intervenciéon en el aula de
probabilidad y estadistica han sido la resolucién de ejercicios
practicos con pequefias bases de datos de iniciacién a la
investigacion social entre los compafieros y con actividades de
exploracion y planteamiento de problemas cercana en lo posible
con la especialidad de los estudiantes. Por ejemplo, las
aplicaciones de las distribuciones muestrales surge al estimar la
distribucion muestral de la suma de variables aleatorias, en
situaciones de procesos de simulacién tales como: el tiempo
entre llegadas de clientes a un servicio o piezas a una maquina,
donde se utiliza las distribuciones uniforme y exponencial; la
resistencia de materiales en el disefio de edificios es considerada
una variable aleatoria ya que en el proceso de fabricacion,
transporte y montaje pueden ocurrir situaciones no calculadas;
el tiempo en procesar una pieza es modelada por distribuciones
continuas de la familia gamma; tiempo de espera en los procesos
de fileteado y congelado de peces en los desembarque; nimero
de unidades falladas en una muestra de control de calidad
utilizando la distribucion binomial o beta.

3. Confrontacion

La ensefianza empleada en cursos de estadistica se ha centrado
en el rendimiento académico y valoracion por la asignatura. Cabe
preguntarse si en nuestra practica hubo comprension de
proposiciones estadisticas fundamentales entregado en clase. Al
relacionar el conocimiento matematico-estadistico y contenido
didactico, surgen inquietudes como las siguientes ;cémo
caracterizar la eficacia de un proceso de instruccién?, ;Qué
dispositivos didacticos (manipulativo, computacional, libros de
textos, etc.) son los adecuado para la ensefianza de la estadistica
en el nivel universitario?, o ;qué efecto tiene la informatica como
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recurso de apoyo a la docencia? Hay dos aspectos a considerar, la
tecnologia por si sola no es suficiente para la comprension de
propiedades de la distribuciéon muestral, sino que las actividades
y la ensefianza de tipo constructivista tienen un rol importante
(delMas, Garfield y Chance, 1999) y, lo otro, que las tecnologias
son medios y recursos didacticos, movilizados por el profesor,
que algunas veces aumentan los problemas educativos en vez de
resolverlos. Hoy en dia, se tiene acceso a suficiente literatura
disponible en internet sobre la utilizacion de tecnologias de la
informacion y la comunicacion en la enseflanza de la
probabilidad y estadistica. Sin embargo, se carece de
metodologias para evaluar instrumentos de aprendizaje. Una
clasificacion de los recursos que ofrece la web son los Software
libre (programa estadistico R y el programa @risk de licencia
limitada); los miniprogramas Java Applet y Geogebra para
ilustrar, simular y explorar conceptos estocasticos en un
ambiente dinamico y grafico; materiales educativos en linea
(libros en linea como The World of Visual Statistics; HyperStat;
Electronic Statistics Textbook); y revistas electrénicas vy
boletines de informacién (Journal of Statistics Education,
Statistics Education Research Journal, Statistics Teacher
Network boletin de 1la Nacional Council Teachers of
Mathematics).

La perspectiva didactica que se empleara como nuevo plan de
accion se sustenta en el enfoque onto-semiético de la cognicién e
instruccion matematica, desarrollada en la Universidad de
Granada, que toma los siguientes supuestos como base:

1. Significado institucional y personal. Los objetos matematicos
surgen de situaciones problematicas internas o externas a la
propia matematica y evolucionan progresivamente. Una practica
es significativa para una persona o para una institucion, si
cumple una funciéon para resolver el problema, comunicar,
validar o entender su solucidn, y estan orientadas a un objetivo
que implican una situacién-problema, un contexto institucional,
una persona y las herramientas semiodticas que mediatizan la
accion (Godino y Batanero, 1998). Para estudiar la problematica
del disefio de situaciones didacticas y la evaluacién de los
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conocimientos del sujeto, los autores distinguen el significado
institucional de un objeto matematico, como aquel compartido
dentro de una institucion y el significado personal es el que el
alumno tiene inicialmente o es adquirido a lo largo del proceso
de estudio. El objeto matematico se presenta como un ente
abstracto que emerge del sistema de practicas significativas,
ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas
matematicos. Este proceso es progresivo a lo largo del tiempo,
hasta que en determinado momento el objeto matematico es
reconocido como tal por la institucion. Una institucion esta
constituida por las personas involucradas en una misma clase de
situaciones problematicas. Luego, sufre transformaciones
progresivas segun se va ampliando el campo de problemas
asociado.

2. Elementos de significado. Para Godino (2002), la comprension
personal de un objeto es, en este modelo, la “apropiacion” del
significado institucional de dicho objeto. Se propone una
tipologia de objetos matematicos primarios, que denominan
“elementos del significado” (entendiendo aqui el significado en el
sentido sistémico-pragmatico) y son los siguientes: Situaciones-
problemas que originan actividades matematicas (situaciones-
problemas, aplicaciones) de donde surge el objeto; Lenguaje o
representaciones materiales utilizadas en la actividad
matematica; Procedimientos o modos de actuar ante situaciones
o tareas (algoritmos, operaciones, reglas de calculo); Conceptos
introducidos mediante definiciones 0 descripciones;
Proposiciones que tratan especificamente las propiedades
asociadas al tema; y Argumentos o razonamientos que se usan
para comprobar las soluciones de los problemas.

3. Configuraciones diddcticas. Los seis tipos de entidades
primarias descritos anteriormente estadn relacionados entre si
formando configuraciones, que Godino, Contreras y Font (2006)
definen como redes de objetos intervinientes y emergentes de
los sistemas de practicas. Conciben la evaluacion como el estudio
de la correspondencia entre los significados personales e
institucionales. La evaluacion de la comprension de un sujeto
tiene que ser relativizada a los contextos institucionales. Una

29



institucion dira que un sujeto “comprende” el significado de un
objeto si dicho sujeto es capaz de realizar las distintas practicas
que configuran el significado de dicho objeto institucional,
ademas de fundamentarlas y reflexionar sobre el proceso
seguido.

4. Criterios de idoneidad. También, definen los siguientes
criterios de idoneidad, con el propdsito de describir, analizar y
explicar fenémenos especificos ligados a los procesos de
instruccién matematica:

- Idoneidad epistémica: Se refiere al grado de representatividad
de los significados institucionales implementados (o
previstos), respecto de unos significados de referencia.

- Idoneidad cognitiva: Expresa el grado de proximidad de los
significados implementados con respecto a los significados
personales iniciales de los estudiantes, o de manera
equivalente, la medida en que el "material de aprendizaje” esté
en la zona de desarrollo potencial de los alumnos.

- Idoneidad semidtica: Tiene en cuenta las posibilidades que
ofrece una configuracion didactica para identificar conflictos
semioticos potenciales y de resolverlos mediante Ia
negociacion de significados.

- Idoneidad mediacional: Es el grado de disponibilidad de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo
de la actividad.

- Idoneidad emocional: Describe el grado de implicacion de los
alumnos en el proceso de estudio.

Este trabajo se interesa por describir el punto hasta el cual el
proceso de instruccion ha sido eficaz, principalmente en los
criterios de la idoneidad cognitiva y mediacional con que los
profesores de estadistica desarrollan su practica docente. La
propuesta considera acciones para mejorar la comprension
tedrica y practica de las distribuciones muestrales en un curso de
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estadistica universitario mediante la apropiacion progresiva de
tres configuraciones epistémicas diferenciadas. En la Tabla 2 se
presentan las conexiones de elementos de significado de dos
configuraciones epistémicas.

e En la configuracion manipulativa el estudiante trabaja con
dispositivos manipulativos (dados, fichas,..), papel-lapiz o
calculadora, sin utilizar notacién o calculo algebraico.
Aparecen  objetos  matematicos  especificos como
experimento aleatorio y estadistico, variable estadistica, su
distribucion y momentos, y el tipo de demostracion
preferente es el estudio de ejemplos y contraejemplos. Los
procedimientos son empiricos y graficos y el lenguaje se
reduce a expresiones verbales y graficas en papel y lapiz.

e La configuracion algebraica se caracteriza por el lenguaje
simbdlico y la demostracion deductiva, asi como el recurso a
elementos de algebra y analisis. Los procedimientos serian
analiticos y algebraicos, ademas de incorporar el uso de las
tablas de distribuciones para calcular probabilidades.
Aparecen la idea de convergencia, momentos, tipificacidn,
etc.

e La configuracion computacional amplia notablemente el
lenguaje, sobre todo el numero y variedad de
representaciones graficas dindmicas. Ademas del lenguaje
iconico, incorpora como procedimiento la simulacién y
permite trabajar con las variables estadisticas y aleatorias
simultaneamente. No posibilita el lenguaje algebraico ni la
demostraciéon deductiva. El argumento preferible es
inductivo, estudio de ejemplos, contraejemplos y Ia
generalizacion. Aparecen algunos conceptos como el de
aproximacion y distribucién muestral asintotica.
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Elementos de Configuracion Configuracion
significado algebraica computacional
Problemas - Obtener modelos - Obtencion experimental
matematicos parala | de distribuciones
distribucién de muestrales asintoticas
estadisticos - Investigar el
comportamiento de las
distribuciones muestrales
cuando cambian los
parametros
Lenguaje - Representacion - Representaciones
simbdlica dinamicas
- Expresiones - Términos e iconos del
matematicas programa
especificas
Procedimiento | - Calculo de - Simulacién, variacion de
probabilidades parametros,
- Transformaciones | €Xperimentacion
algebraicas
Conceptos - Variables y - Aproximacion,
convergencia distribucion muestral
- Modelo y asintotica
parametros - Funcién densidad
Propiedades - Tamafio muestraly | - Aproximacion normal
efecto en la de distribuciones clasicas
convergencia - Efecto de los
- Buen estimadory parametros sobre la
correccion de aproximacion
continuidad
Argumentos Demostraciéon - Visuales, generalizacion
deductiva y comprobacion de
ejemplos

Tabla 2. Configuraciones epistémica algebraica y computacional de la
distribucion muestral
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4. Reconstruccion

El nuevo plan de accion, con enfoque descriptivo y exploratorio,
esta centrada en el disefio, experimentacion y evaluacion de la
distribucion muestral y la formacién de ingenieros, y se
fundamenta en el enfoque ontosemiotico de la cognicion e
instrucciéon matematica (ver http://www.ugr.es/~jgodino/). A
continuacién se describen las etapas, cada una de las cuales
poseen un fin en si misma.

Etapas del nuevo plan de accion

Una primera fase es el andlisis epistémico a objeto de fijar el
significado institucional de referencia, que es la base del disefio
de la secuencia didactica de las distribuciones muestrales. Para
ello, se ha tenido presente las investigaciones de proposiciones y
conceptos relacionados con la distribucién muestral (Alvarado,
2007), y se ha desarrollado el andlisis conceptual-epistemolégico
del significado del teorema central del limite presente en los
libros de estadistica para ingenieros (Alvarado y Batanero, 2005,
2008). Se destaca la importancia y los problemas didacticos
asociados a la ensefianza de los conceptos. La falta de rigor
matematico del teorema detectado en el analisis de textos
universitarios, se considera que dificulta su comprension y a
apreciar su alcance de aplicacién. Ademas, de la carencia de
problemas con dispositivos de simulaciéon manipulable y la débil
rigurosidad en los ejercicios resueltos. Sobre la base del disefio
de la ensefianza del tema, a continuacion se analizan dos etapas
acerca de la implementacion y evaluacion de las configuraciones
epistémicas empleadas.

e Ensenanza basada en configuraciones diddcticas diferenciadas

La distribucion muestral relaciona las distribuciones de
probabilidades con la inferencia estadistica y es importante en el
trabajo del ingeniero, al proporcionarle herramientas
metodolégicas para analizar la variabilidad, determinar
relaciones entre variables, diseflar de forma Optima
experimentos, mejorar las predicciones y la toma de decisiones
en situaciones de incertidumbre. Se considera una simulacion
como un experimento estadistico de muestreo.
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La trayectoria didactica del proceso de estudio de la distribucion
muestral ha tenido en cuenta:

1.Delimitar los contenidos y secuencia de enseflanza de la
distribucion muestral: diseno de la muestra, distribucién de
estimadores obtenidos de poblaciones normales, distribucion de
estimadores obtenidos de variables aleatorias discretas,
distribucion de estimadores obtenidos de variables aleatorias
continuas.

2.Considerar un acercamiento global a propiedades importantes,
como el teorema central del limite, siguiendo el desarrollo
historico; la aplicacion en resolucion de problemas especificos de
ingenieria; la comprension de propiedades importantes como la
correccion de continuidad, supuestos de aplicacion y rapidez de
convergencia; basado en la tecnologia: Uso de @risk, Excel,
applets y la plataforma virtual ev@; el disefio de evaluaciones
parciales y finales.

3.Implementar en el disefio los elementos mas importantes del
significado de referencia de la distribucién muestral, adaptado al
tiempo disponible y conocimientos previos.

4. Utilizar en la ensefianza los diversos recursos didacticos a
través de las configuraciones epistémicas en los campos de
problemas aplicados a la ingenieria.

5.Establecer los objetivos de la evaluaciéon, que fue evaluar el
significado personal de los estudiantes al finalizar el proceso de
estudio y compararlo con el significado institucional
implementado. Dos objetivos especificos se plantearon: Estimar
la proporcién de alumnos en el grupo que muestran una
comprension y capacidad de aplicacion de ciertos elementos de
significado incluidos en la ensefanza, e identificar cuales de
estos elementos resultaron dificiles. Por tanto, la evaluacion va
mas alla de medir resultados, es un proceso de delimitar, obtener
y proporcionar informaciéon util para la toma de futuras
decisiones docentes.

A partir del 2006 se han implementado de forma sistematica
experimentos de ensefianza con distintos grupos de estudiantes
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de cinco especialidades de ingenieria (Informatica, Industrial,
Civil, Acuicultura y Pesca y Maritimo Portuario). Se ha llevado a
cabo la observacion de la ensefianza, la recogida de respuestas
abiertas de los estudiantes en tareas seleccionadas con un
andlisis cualitativo y mediante tablas se resumen los elementos
de significado observados durantes las cuatro lecciones. A
continuaciéon, se muestran actividades empleadas en las
configuraciones epistémicas.

Actividad 1. Configuracion manipulativa. Una caja contiene 4
fichas de las cuales 2 fichas son verdes. Simular la extraccion de
m muestras de tamafio n; formando las matrices nxm (tamafio
muestralxnimero de réplicas), (n,m) = (4,5), (10,1), (10,10) y
(30,10). Para cada caso: a) Construya una tabla de frecuencias
del nuimero de fichas verdes por muestra obtenida, b)
Represente los datos en un grafico de barras y comente sus
caracteristicas, c) Compare la media y varianza del experimento
con la media y varianza tedrica.

Es una actividad experimental de simulaciéon con fichas,
orientada a llegar a un enunciado intuitivo de aproximacion de la
suma de variables aleatorias a la distribucién normal a partir de
dispositivos didacticos, y se realizo colectivamente en el aula. Se
seleccionaron al azar 10 alumnos, sacando cada uno una ficha de
la bolsa que contiene 2 de color verde de un total de 4. Cada
alumno repitio el experimento 10 veces; se anota en el pizarrén
la matriz de orden 10x10, de valores 0 y 1 en las celdas. A
continuacion los estudiantes sumaron por columna el total de
“1”, pensada como una distribucion binomial de parametros
n=10 y p= %. Se construy¢ asi una distribucién de frecuencias en
clases individuales del numero de fichas verdes obtenidas en las
10 extracciones. Luego, los estudiantes dibujaron un grafico de
barras, con eje X los valores del recorrido 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, y
el eje Y las frecuencias absolutas de “1” en cada muestra. Se
compar6 la media tedérica con su valor experimental
correspondiente. La actividad resulté sencilla, y sirvié de
introduccién a otras actividades para realizar individualmente
fuera de la clase (Actividad 2 y 3), ejercitando el calculo
algebraico y transformacion de variables aleatorias, calculo de
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probabilidades a partir de materiales manuales; la media de la
distribucion aproximada de una suma de variables aleatorias es
la suma de las medias; la varianza de la distribuciéon aproximada
de la suma de variables aleatorias es la suma de las varianzas.

Actividad 2. Configuracion manipulativa. Suponga que gana si
obtiene un “6” al lanzar un dado legal. Simular las posibilidades
de ganar en los siguientes casos de varios lanzamientos del dado
(n,m) = (5,5), (10,10) y (30,10). Compare sus resultados con la
actividad 1.

Actividad 3. Configuracion manipulativa. Una maquina produce
articulos con cierto tipo de defecto, identificados como 0, 1 y 2.
Suponiendo que en una partida hay 20 articulos sin defecto, 30
con un defecto y 50 con dos defectos, se saca un articulo al azar y
se anota su valor, X;. La distribucion de X; sera:

02 x=0
P(X;=x)=40,3 x=1
0,5 x=2

a) Suponga que el articulo escogido primero se devuelve a la
partida y luego se escoge un segundo articulo y se anota su valor,
X>2. Obtenga la distribucion de probabilidades del promedio de
tres y cuatro articulos extraidos.

b) Dibuje con lapiz y papel y/o Excel las distribuciones de las
medias muestrales de tamafio 2, 3 y 4. ;En un mismo grafico
trace en linea discontinua como seria la distribuciéon muestral de
la media de tamano 57

c) Comente si la distribucion de la suma S, y el promedio X nson
similares.

d) Enuncie al menos una pregunta de contexto y resuelva
aplicando el teorema central del limite.

A modo de ilustracion se presentan dos actividades, apoyada con
applet, en que se describe su contenido y los posibles errores
que, a priori, es previsible que encontremos en las respuestas de
los alumnos participantes.
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Actividad 4. Configuracion computacional. La aproximacion de la
distribucion binomial bin(n,p) a la distribuciéon normal es
suficientemente buena cuando:

a) n es menor que 30 y np aproximadamente igual a 5
b) n es mayor que 30 y p menor que 0,05

c) n es mayor que 30y p aproximadamente igual a 0,5
d) n es mayor que 30 y cualquier p

e) n es mayor que 30 y p igual a 0,9

Esta actividad, presentado mediante expresiones verbales y
simbdlicas, pretende evaluar si el alumno reconoce las
condiciones que han de cumplir n y p para que la aproximacion
de la distribucion binomial a la normal sea suficientemente
precisa. Considera las propiedades de que la aproximacién
mejora con el nimero de sumandos y aproximar una
distribucion discreta por una continua. El alumno debe razonar
acerca de la convergencia como caso especial de un resultado
general. La respuesta correcta seria la alternativa (c), ya que la
forma de la distribucion es simétrica y cumple las condiciones de
muestras de tamafio mayor a 30 y ser tanto np como nq mayores
a 5. Los distractores incluidos evaluan los siguientes errores: (a)
pensar que la aproximacidn es buena para tamafos pequefios de
muestra; (b) aunque n es mayor que 30, el valor esperado np
=1,5 es menor que 5; (d) reconocer la precision de aproximacion
a la binomial sdélo mediante el tamafio muestral y no el
parametro p; (e) pensar en una buena convergencia para valores
del parametro cercanos a 1; si bien cumple la regla, por ejemplo
para np=30x09= 27 no se cumple para el complemento
nq=30x 0,1=3.

Actividad 5. Configuracion computacional. Se supone que X, el
nimero de accidentes por mes en un cruce de carreteras dado,
tiene una distribucién Poisson con u = 2. Si el namero de
accidentes durante seis meses es mayor a 10, se debera
reconstruir el cruce debido a un programa otorgado por el
estado.

a) La diferencia entre la probabilidad aproximada y probabilidad
exacta es de:
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1.0,01363 II.0,0 IIL. 0,03919 IV.0,00715
V. Ninguna de las anteriores.

b) ;Sera considerada la reconstruccion del cruce en el programa
de emergencia del estado? Comente.

En esta actividad, cuya solucion algebraica es dada en el Ejercicio
1, el alumno usara simbolos y expresiones verbales, también
utilizara el grafico y el calculo de la media, desviacion estandar y
probabilidad exacta ofrecida por el applet de la distribucién
Poisson, como se muestra en la Figura 1. Los distractores
incluyen los siguientes errores: b) no considerar la correccion de
continuidad, c) calcular la probabilidad a partir del valor 10 de la
variable aleatoria y sin considerar la correccion de continuidad,
d) calcular la probabilidad mayor o igual a 10 o realizar otro
calculo con error en el recorrido de la variable aleatoria.

Applet Distribucién Poisson

) =12

P

on

ws
0 I||‘ Mllll.
0 5 0 15 0
A

* Media: 12

X

Desviacion Estandar : 3,464

Probabilidad X |Al menos VI 1 JV =0,6527705824

Situacién - Problema

Las fallas en un determinado tipo de gria gue se emplea en la construccidn de edificios ocurren a razdn
de 1 cada 24 horas de operacidn. El sistema de mantenimiento contempla una inspeccién cada 8 horas.
Determinar |a probabilidad de que en ¢ horas de operacidn ocurran x fallas. Por ejemplo:

a) Determinar la probabilidad de que en 48 horas de operacidn ocurran por lo menos dos fallas?.

b) éCual es |a probabilidad de que en 72 horas de operacidn ocurran a lo mas dos fallas?.

Figura 1. Applet de la distribucién de Poisson

La Actividad 6 de tipo algebraica es una aplicacion del teorema
central del limite a variables continuas con distribucion
exponencial. Previo a los 20 minutos que dara el profesor para
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que intenten individualmente resolverlo, se les recuerda que en
el proceso de Poisson los eventos ocurren al azar
independientemente y a una tasa uniforme por unidad de
tiempo, definiendo la v.a. Y como numero de eventos en el
intervalo (0,t]. Si estamos interesados en X que es el tiempo que
transcurre hasta que el primer evento ocurre, entonces X es la
llamada v. a. exponencial con pardmetro A y se le menciona la
féormula de su funcién de densidad, asi como sus propiedades.
Una vez cumplido el tiempo de desarrollo de la actividad, el
profesor utiliza la pizarra para desarrollarla de forma algebraica
en conjunto con el grupo de alumnos, atendiendo algunas
preguntas planteadas. Posteriormente se analiza la frecuencia de
respuestas de algunos elementos de significados del teorema en
un grupo de alumnos.

Actividad 6. Configuracion algebraica. Los tiempos que tarda un
cajero en procesar el pedido de cada persona son variables
aleatorias independientes con distribucion exponencial con una
media de 1,5 minutos. ;Cudl es la probabilidad aproximada de
que se puedan procesar los pedidos de 100 personas en menos
de 2 horas?

Segin los datos del problema el algoritmo de resolucion
esperado del alumno es el siguiente: Tenemos E(X)=15=1/2,

donde A=2/3. Entonces la vaa. X~exp(A=2/3), y ademas la
varianza es V(X)= 1/7»2 =9/4 . Considerando una muestra de

100 personas Xj; X;..X1p0 anotamos P(ZX1<120):P(X<1,2).

Utilizando el teorema central del Ilimite para n=100,

- 2 7_
XN p=15,% =27% | X=15 N01) Asi, la probabilidad
n 100 | 3/20

pedida es P 7 12=15 =P(Z<-2)=0,02275.
3/20

La implementacion de la secuencia didactica de la distribucion
muestral se ha realizado con base en investigaciones
relacionadas, en un estudio historico del teorema central del
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limite y el andlisis de libros de texto de estadistica para
ingenieros. Los experimentos de enseflanza han detectado
dificultades que posiblemente surgirian en las evaluaciones
finales, y de algunas diferencias con respecto al significado
pretendido.

e Idoneidad del proceso de estudio

Se entiende la evaluacién como la correspondencia entre el
significado institucional presentado en la ensefianza y el
significado personal efectivamente construido por los alumnos
(Godino y Batanero, 1998), identificando sus dificultades y
errores. Durantes los ultimos semestres académicos se han
caracterizado los elementos de significado puestos en juego por
los alumnos, a través del analisis de sus soluciones escritas a
cuestionarios para evaluar la comprension de los alumnos sobre
las distribuciones muestrales. A objeto de describir los
elementos de significado usados correcta e incorrectamente por
los estudiantes en la resolucién y las conexiones que establecen
entre los mismos, se han llevado a cabo la aplicacion de distintos
instrumentos de evaluacion:

» Cuestionarios con items de tipo conceptual y algebraico
(Alvarado y Batanero, 2007) en la cual se analiza las
dificultades de comprension de la aproximacion normal a la
distribucion binomial;

* Problemas abiertos de tipo algebraico (Alvarado, 2007) que
permite un andlisis mas detallado del uso de argumentos y
procedimientos de los alumnos;

*» Proyecto de aplicacidn a la ingenieria con apoyo informatico
(Retamal, Alvarado y Rebolledo, 2007), en que los alumnos
con Excel y el programa @risk han simulado datos para
distintos valores de los parametros la convergencia de
distribuciones de probabilidades;

» Implementacion de un cuestionario en linea con Ia
plataforma moodle. El disefio contempla preguntas de
opcién multiple de respuesta Unica, un enlace web de las
distribuciones de probabilidades binomial y de Poisson para
resolver como una herramienta de calculo y de simulacion.
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La Figura 2 muestra parte del cuestionario presentado a una
muestra de estudiantes.

24 €1 dopartam.

a0
Punto/s: -2 sl iculos, L
Laplace-De Monre, de obtener mas de niculos defectuosos de una muestra de S0 articulos es de
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Figura 2. [tems de la evaluacién en linea de la
distribucion muestral

La actividad 3 estudia la distribucién de la suma de variables
aleatorias discretas idénticamente distribuidas y es interesante
de analizar, debido a que requiere estudiar algebraicamente y
graficamente el comportamiento de la distribucion de la suma o
media muestral a medida que se van agregando variables. Se le
pidi6 a una seccion de alumnos desarrollarla en parejas,
comenzando por la distribucion de la media de tamafio 3 y otra
secciéon debian comenzar por el estadistico de la suma de
variables aleatorias. No hubo dificultades en formar las 27
muestras posibles y la distribucion de la suma de v.a de tamafio
3, como se ilustra a continuacion:

! 9(5;:5}\

(0,0,0) = (0.1]3 = 0,008

(OIO‘L\{J,J,,C\I\'bo,n\, = 3(0,0\1\ = 0,026

(0,9, 2) (0,4, 13(0, 2,0 14,9, D(1,4,0) {2,0,0) = 3l0.02) % 3(ow
(0,1 2)(0,2,3)(1,0,D(1, 4, ) {1200 (2.0,) (20,00 0,20

41 (0 22) (o 20, 2, 0 (20,2 (2,4,4)(2,2,0) = 0,285
(2,2 (2,0,2)02,2,1) 0,225

(2.,2,2) = O0.2s
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De forma analoga los estudiantes desarrollaron la distribucion
de la suma o media muestral de tamafo 4 (apartado a)),
obteniendo ahora 3% = 81 muestras posibles. De los 66
estudiantes la mayoria dibujé con lapiz y papel milimetrado o en
Excel el comportamiento de la distribucion de la suma de
variables aleatorias segiin aumenta el tamafo de la muestra de 1
a 4, y observando que a medida que va aumentando el tamafo
extraido de la muestra, la curva que se obtiene va tomando la
forma de la distribucion normal. Se ilustra una grafica donde se
va mostrando por separado su comportamiento simétrico.
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Figura 3. Distribucion de la suma de 2, 3 y 4 variables aleatorias

Los comentarios realizados fueron en relaciéon a la simetria y
similaridad con la distribucién normal. Otra grafica presentada
para la suma de variables aleatorias con la prediccion intuitiva
del teorema central del limite es la siguiente:
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Figura 4. Prediccion intuitiva del teorema central del limite

Un resumen de frecuencias de respuestas a los procedimientos
de la actividad 3 se muestra en la siguiente tabla:

Aciertos(%) Errores(%)

Determinar la distribucion

muestral de X; o0 S;

a) Obtener la distribucién
muestral X, oS,

b) Dibujar la distribuciéon de las
sumas de v.a.

b) Dibujar la distribucion de los
promedios de v.a.

c) Comparar las distribuciones de
la suma y el promedio

d) Calculo y transformacion
algebraica de v.a.

d) Determinar la media de la
suma o promedio

d) Determinar la varianza de la
suma o media muestral

60 (90,9)

56 (84,8)

34 (51,5)
22 (33,3)
50 (75,8)
38 (57,6)
36 (54,5)

32 (48,5)

6 (9,1)

6 (7,1)

2 (3,0
2 (3,0)
4 (6,1)

6 (9,1)

2 (3,0)

Tabla 3. Frecuencias (porcentajes) de respuestas de la
Actividad 3 (n =66)
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Resultados preliminares, en diferentes actividades presentadas a
los estudiantes, sobre concordancias y diferencias entre el
significado personal y el significado institucional de 1la
distribucion muestral se mencionan a continuacidn:

- Los estudiantes de ingenieria han mostrado una mejor
comprensioén: en el analisis de la distribucion aproximada de la
media muestral que provienen de poblaciones binomiales, el
uso del lenguaje simbdlico con algunas excepciones, el
procedimiento algebraico y la tipificacion, la simulacién en la
resolucion del proyecto, las propiedades de la media y la
varianza de la suma de variables aleatorias.

- Los elementos que dan origen a conflictos semidticos son: no
reconocer campos de problemas en situaciones especificas de
aplicacion a la ingenieria, expresion verbal incorrecta de
conceptos relacionados con el teorema central del limite,
errores de estandarizacion al confundir la suma por el
promedio, no aplicar la correccion de continuidad, no ser
capaz de dar una decision en base al analisis de propiedades.

Conclusiones

En este trabajo se ha descrito el rol del docente de estadistica
centrada en su ensefianza a objeto de establecer en el mediano
plazo un modelo de actuacién docente pertinente y que
contribuya a la valoracién sobre los criterios de idoneidad
epistémica, mediacional y cognitiva del aprendizaje en los
estudiantes. La practica docente debe ser reflexiva, entendida en
el sentido que el profesor analice las distintas variables
involucradas en el proceso de instruccion matematica vy,
consecuentemente, sus formas de intervenir en ellos.

Se han abordado una secuencia didactica de disefio,
implementacidn y evaluacion de las distribuciones muestrales.
Se busca informacién sobre las dificultades de contenido
observadas en grupos de estudiantes universitarios, que nos
ayudara a mejorar la ensefanza y favorecer la habilidad para
realizar experimentos de simulacion en el disefio de procesos,
uso de técnicas y programas estadisticos para modelar, analizar
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y resolver problemas que describan fendmenos aleatorios en la
practica. Se considera un avance en presentar formas
alternativas de instrumento de evaluacion, en la cual se han
identificado muchos conflictos semidticos en las tres
configuraciones que nos proporcionard los medios para
aumentar la idoneidad en futuras experiencias. En cuanto a la
idoneidad del proceso de instruccion en estadistica, con base en
el andlisis epistémico, podemos mencionar avances preliminares
que consideraremos en futuras experiencias con los estudiantes:

¢ Idoneidad cognitiva: Se evidencia en el aprendizaje mostrado
en las distintas pruebas de evaluacion, aunque han sido
desigual. Logran familiarizarse con lo recursos informaticos
presentados siendo capaces de simular experimentos y
utilizan mas elementos de significado correctamente en las
actividades. Sin embargo existe diferencias de intensidad de
implementacién, por ejemplo en la argumentacion, y hay que
dedicar mas tiempo al tema.

¢ [doneidad mediacional: Se considera positiva pues permite a
los estudiantes el trabajo de las propiedades de la distribucion
muestral desde tres configuraciones didacticas diferenciadas
para facilitar la comprensién progresiva y su generalizacion.
Se amplian las representaciones conectando los modelos de
probabilidad con la experimentacion. El uso de medios como la
plataforma virtual aumenta las posibilidades de trabajo,
aunque hay que tener presente el esfuerzo cognitivo de los
estudiantes.

¢ [doneidad emocional: Para valorarla hay que tener en cuenta
las caracteristicas de los estudiantes de ingreso a la
universidad cuyas competencias matematicas son débiles y la
metodologia de ensefianza tradicional del docente, que en
alguna medida inciden en las tasas de reprobacién y
desmotivacion de los estudiantes. No obstante, se observa
implicacion alta en las distintas actividades implementadas.
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