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Resumen

El objetivo de este estudio es identificar ejemplos de momentos clave en el aprendizaje
de isometrias de alumnos de 3° de ESO. Mostramos tres ejemplos de momentos clave y los
analizamos para obtener nuevas caracteristicas que ayuden a refinar la propia nocién en
construccion de momento clave.

Abstract

In this study, we attempt to identify some examples of key moments in the learning of
isometries with students who are 14 and 15 years old. We show three examples of key
moments and we analyze them to find new characteristics that contribute to reconstruct the
notion itself of key moment.
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Introduccién

El objetivo de esta investigacion es realizar un estudio exploratorio, tratando de
identificar ejemplos de momentos clave (MC) en el aprendizaje matematico de
isometrias de alumnos de 3° de ESO. En la planificacion y la implementacion del
disefio instructivo se han considerado sesiones de resolucion de problemas de una
unidad didactica de Transformaciones en el plano con el soporte de un Software de
Geometria Dindmica (DGS) y puestas en comdn orquestadas por un tutor. Con la
finalidad de detectar evidencias de posibles momentos clave, nos fijamos en la
influencia de las interacciones entre parejas de alumnos con el tutor y con el soft-
ware. No es objeto de estudio analizar estas interacciones, sino detectarlas.

Resaltamos la importancia de investigar los momentos de aprendizaje por su re-
levancia en la mejora de la calidad del proceso de ensefianza y aprendizaje en su
conjunto. Por otra parte, hacemos notar que existe literatura de MC en el proceso
de ensefianza y aprendizaje de resolucion de problemas, como en Carrillo (2003),
gue concluye con la importancia con que tienen que ser considerados por los profe-
sores a la hora de llevar la resolucion de problemas al aula, pero con el foco en MC
del aprendizaje y en particular de las isometrias, la bibliografia existente es escasa,
circunstancia que confiere un valor cientifico afiadido a esta investigacion.

En esta comunicacion, presentamos parte del disefio instructivo, parte del andli-
sis de las interacciones e interpretamos tres MC de aprendizaje identificados en una
sesion de clase, que corresponde a la puesta en comun de la resolucién de un pro-
blema de isometrias. Esto, nos ayudara a tener una base sobre la que construir una
definicion de MC adecuada a nuestro contexto, objetivo fundamental en nuestra
investigacion en curso.

Marco tedrico

Una caracteristica general de MC en el aprendizaje, es que emerja de un estado
inicial con conceptos 0 procesos no asumidos y haya evidencias de que efectiva-
mente se produce un cambio en el aprendizaje. Dentro de nuestro planteamiento de
la investigacion, el MC debe estar influenciado al menos por una de las tres varia-
bles de interaccion que consideramos en nuestro marco teérico, la pareja de trabajo,
el tutor y el Software de Geometria Dinamica. Una representacion grafica de MC
se puede basar en la consideracion de las interacciones entre un estadio inicial y
uno final (Figura 1).
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FIGURA 1. REPRESENTACION GRAFICA DE MC

De acuerdo con estas consideraciones, el marco teérico de la investigacion se
estructura en base a tres aspectos, que van a permitir aproximarnos a una teoria
sobre los momentos de aprendizaje.

En primer lugar consideramos los aspectos cognitivos relacionados con la pro-
duccién de aprendizaje tanto de contenidos como de procesos implicados en la
resolucién de problemas sobre isometrias y en su argumentacién. Para ello, adap-
tamos el concepto de espacio basico de un problema y el de espacio béasico de la
accion tutorial humana de Cobo y Fortuny (2005). Estos aspectos también estan
relacionados con el disefio de la unidad didactica y los propdsitos de la misma.

En segundo lugar nos fijamos en la mediacion semidtica que produce un entor-
no de DGS en el aprendizaje y en particular en la génesis instrumental de los estu-
diantes (Rabardel, 1995). Utilizamos la idea de orquestacion instrumental
(Drijvers, Doorman, Boon, & Gisbergen, 2010; Trouche, 2005) con el fin de poder
analizar la gestion del profesor respecto a la génesis instrumental de cada alumno,
apoyéndose en la tutorizacion de la interaccion por parejas y la instrumentacion
(Iranzo & Fortuny, 2009).

En tercer lugar, nos fijamos en los aspectos de gestion del tutor, que tiene que ir
creando la necesidad de que los alumnos sigan un proceso de matematizacién ver-
tical (Garcia, s.d.). Damos importancia a los procesos relacionados con la gestion,
que se pueden ver como MC en el aprendizaje y en particular el proceso de filtra-
do “filtering approach” (Sherin, 2002). La estructura de las discusiones en el dise-
fio instructivo seguido ha involucrado tres componentes principales:
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(a) la generacion de ideas,
(b) la comparacion y evaluacion, y
(c) el filtrado.

Metodologia

La recogida de datos se ha llevado a cabo en una escuela de Barcelona con una
clase de 3° de ESO, donde se analizan en profundidad seis alumnos que trabajan
por parejas, Eli-Hu, Meri-Ca y Adri-Ma, y que han sido elegidos por su participa-
cion y calidad expresiva en la asignatura de matematicas. Para crear las parejas se
han tenido en cuenta niveles académicos similares, pero capacidades procedimenta-
les diversas. Los alumnos restantes de la clase no son objeto de la investigacion,
pero han realizado todas las actividades y tienen un papel significativo en las se-
siones de puestas en comun.

Durante el curso han trabajado el concepto de demostracion y el de conjetura,
aplicado sobre todo a temas algebraicos. Antes de realizar esta unidad didactica, los
alumnos realizaron otra de geometria basica para familiarizarse con el software y la
diferencia entre producir dibujos y figuras (Laborde & Capponi, 1994).

El disefio instructivo se ha estructurado en ocho sesiones como indica la si-
guiente Tabla 1.

Estructura esquematica de la Unidad Didéctica
SESION LUGAR TITULO
1 Clase ordinaria Introduccién + Test inicial
Prob. 1: Construir simetrias axiales
2 C. de ordenadores
Prob. 2: Identificar simetrias axiales y construir eje
3 C. ordinaria Puesta en comun prob. 1y 2
4 C. de ordenadores Prob. 3: Encontrar el centro de giro
5 C. ordinaria Puesta en com(in prob. 3
8 C. ordinaria Puesta en comuin + Valoracion global

TABLA 1. ESTRUCTURA DE LA UNIDAD DIDACTICA
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La sesion 1 consiste en resolver un test inicial por parejas con lapiz y papel. El
test es un instrumento para definir el nivel inicial de conocimiento de las parejas
que se estan grabando. En las sesiones 2, 4, 6 y 7, los alumnos trabajan por parejas
con un entorno de DGS vy asistidos por el profesor cuando plantean cuestiones. El
profesor tiene una guia para dar mensajes que se basa en el espacio basico del pro-
blemay el de la accidn tutorial humana, tal como ya se hizo en el estudio documen-
tado en Cobo y Fortuny (2005).

En las sesiones 3, 5y 8, el profesor gestiona una puesta en comun de todos los
alumnos de la clase y se conserva la distribucion por parejas para poder seguir ob-
servando la interaccién. Cabe notar, que aun teniendo la guia del espacio basico del
problema, hay que poner especial atencion en la gestion, para incorporar no sélo
los conocimientos requeridos, sino los procesos de resolucion que se pueden ver
involucrados.

En esta comunicacion nos centramos en la sesion 5, correspondiente a la puesta
en comun de la resolucién del problema 3 (ver Figura 2), escogida por su riqueza
en el papel del tutor como orquestador y por la riqueza de conocimientos concep-
tuales y procedimentales que involucra.

Los datos de esta sesidn surgen de registrar en video la hora de clase desde dife-
rentes angulos y de grabar la voz de los seis alumnos participantes en la investiga-
cion, para poder centrar nuestra atencion en ellos. En este caso, la investigadora,
hace también el papel de tutora.

Imaginad que nos contratan en una fabrica, para ayudar a resolver un problema:

Tenian una maquina que nos giraba las piezas de un sitio a otro, como se muestra en la
animacion anterior, pero la llevaron a arreglar, y ahora que ya funciona perfectamente,
no saben doénde la tienen que colocar para que siga transportando las piezas como lo
hacia antes.

Ayudad a los técnicos a colocar la maquina de giro en su sitio. Escribid argumentos pa-
ra convencer a los técnicos de vuestra solucidn. Tenéis la ventana del GeoGebra para
ayudaros a resolver la situacion.

FIGURA 2. ENUNCIADO DEL PROBLEMA 3
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Antes de proponer el problema 3 a los alumnos, lo hemos analizado haciendo
una adaptacion del espacio basico del problema, incluyendo los mensajes del espa-
cio de accion tutorial humana. Como se observa en la Figura 3, el esquema de
resolucion del problema lleva incorporados los mensajes que el profesor puede
proporcionar durante la resolucion del problema segun el punto en el que se en-
cuentran los alumnos. Asi, con alumnos de niveles y ritmos de trabajo distintos, el
profesor puede ser flexible en cuanto a qué rama de resolucion debe seguir cada
pareja teniendo en cuenta que podran reflexionar sobre los puntos a los que no
hayan llegado en la puesta en comun. En este caso, el problema no solo es intere-
sante por la variedad de procesos involucrados sino por la riqueza de rigor matema-
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tico que se requiere para resolverlo totalmente.
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Analisis de datos

En este apartado, mostramos ejemplos significativos que hemos detectado para
ilustrar el concepto preliminar de MC con el que estamos trabajando.

Una vez recogidos los datos, se han transcrito las conversaciones y las acciones,
en una tabla como la que se muestra en la Tabla 2.

TABLA 2. ESQUEMA DE LA TRANSCRIPCION DE LOS DATOS

En un anélisis méas detallado donde se trata como caso cada uno de los indicios,
modificamos la tabla para centrarnos en el candidato a MC que hemos detectado.
Hacemos una reorganizacion de las columnas para cada caso, conservando como
individuos los protagonistas del cambio en el aprendizaje y sus parejas; también
conservamos la figura del tutor y la aparicién de software cuando la hay. Finalmen-
te creamos unos conectores de influencia para dar dinamismo al MC y evidenciar
graficamente las diferentes interacciones que se han producido.

De la sesion analizada que tratamos en esta comunicacion hemos escogido tres
ejemplos de MC que resultan interesantes por sus caracteristicas basicas represen-
tadas en la Figura y por la riqueza del entorno en el que estan contextualizados.

A continuacion vamos a analizar cada uno de estos ejemplos. Recordamos que
nuestro objetivo es encontrar diferentes ejemplos de MC de forma exploratoria, con
lo que so6lo tenemos la estructura de la Figura para localizarlos y no tenemos defi-
nidos previamente otros requisitos. Queremos que sean los ejemplos los que nos
ayuden a crear una definicion.

Hemos escogido dos primeros momentos significativos desde el punto de vista
de procesos de resolucién del problema. Uno es directamente influyente en el otro,
asi los dos son consecutivos en la Tabla 3. La clase se encontraba en un punto en
gue acababan de conjeturar que el centro de giro de la maquina se situaria en el
punto de corte de las mediatrices de los puntos homologos (Figura 4), pero tenian
un caso particular en que encontraban el giro de otra forma, prolongando los seg-
mentos (Figura 5).
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‘Momento Clave 1. Generalizacion de casos particulares’

En la Tabla 3 podemos observar un cambio en el aprendizaje de Meri (linea 8),
y una evidencia de que su punto de partida (linea 4), no era el mismo que al final.
Esta alumna empieza diciendo que la conjetura funcionaria para dos segmentos
cualesquiera excepto en un caso concreto, pero después ve gque se puede considerar
un caso particular del general y que no hay necesidad de mencionarlo. Estas son
dos de las caracteristicas que tenia que cumplir la secuencia identificada para ser
MC en el aprendizaje.

También ha habido una influencia indirecta de la tutora, mediante la orquesta-
cion que hace de la discusién en clase, se encuentra en el punto de filtraje de las
diversas ideas que han ido generando los alumnos y que ella ha comparado y eva-
luado. En este caso da prioridad al aprendizaje de procesos, ya que hay errores en
el contenido matematico de las ideas de los alumnos, no es cierto que la maquina
de giro se pueda colocar en cualquier punto de las mediatrices coincidentes como
sugieren los alumnos, aunque es de esperar que en un filtraje posterior se vaya refi-
nando el contenido matematico. Esta influencia indirecta basada en el “filtering
approach” (Sherin, 2002), hace que la orquestacion sea crucial en el desarrollo del
MC. Los procesos de generalizaciéon no se podrian haber aprendido si se hubiese
cortado la discusién para filtrar los contenidos matematicos erréneos.
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TABLA 3. GENERALIZACION DE CASOS PARTICULARES

Respecto a la interaccién de Meri con otros agentes a parte de la tutora, en este
caso esta la influencia de su pareja y de otros alumnos, que son los que hacen in-
tervenciones de tipo progresivo (Cobo & Fortuny, 2005), ya que introducen proce-
dimientos matematicos, que a ella le influyen en el cambio que evidencia, como
fijarse que en el caso particular también se pueden hacer mediatrices, y que se cor-
tarian en el punto encontrado, aunque, también en infinitos mas (linea 6).

‘Momento clave 2. Enriquecimiento de los procesos de resolucion del pro-
blema de demostracion’

En este caso consideramos que Eli, hace una aportacién muy interesante a raiz
de la intervencion de su compafiera. El cambio en el proceso de resolucion del pro-
blema en Meri, ha influido directamente en un cambio en el aprendizaje, también
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de procesos, de otra compafiera, Eli. No hay evidencia del estado inicial, pero con-
sideramos que por omisién, no lo sabia anteriormente. Aparentemente la Unica
influencia sobre ella es el comentario de su compariera, pero si ampliamos la mira-
da, es con todo el episodio anterior, con el que ha interaccionado.

Eli hace la reflexion de que igual que en este caso concreto se ha acabado viendo que si
que era un caso particular, piensa que puede haber otros casos concretos que quizd hagan
replantearse la conjetura (linea 12). Defiende que si algunos segmentos hacen que sus media-
trices se corten en un punto, y asi queda determinado el punto donde colocar la maquina, y
algunos segmentos hacen que sus mediatrices sean coincidentes, determinando entonces que
hay infinitos puntos donde colocarla (recordar que es un concepto matematico erréneo), pues
que también debe haber segmentos que estén colocados de tal forma que sus mediatrices
queden paralelas, y que habria que pensar qué pasaria con la maquina.

Vemos pues que hay un enriquecimiento de los procesos de resolucion del problema de
demostracidn, pero que a la vez, también hay contenidos matematicos implicitos que van
siguiendo un proceso de filtraje con la ayuda de la orquestacion de la tutora. Notamos que es
un punto muy importante la gestién de la tutora basada en generacion de procesos, porgque en
este ejemplo, si hubiera filtrado los conceptos matematicos erroneos (Sherin, 2002), nos
aventuramos a conjeturar que no se hubiera llegado a dicho comentario.

‘Momento clave 3. Refutar una conjetura con visiones distintas. Dos ejemplos pa-
ralelos.’

Antes de analizar el episodio, contextualizamos que una vez los alumnos ya habian re-
suelto el problema de manera general, la tutora decide filtrar los contenidos matematicos
erréneos lanzando la pregunta: “En este caso (Figura Figura ) todos veis claro que podemos
poner la méaquina en cualquier punto de las mediatrices?” (linea 1)
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FIGURA 6. CASO PARTICULAR DE MEDIATRICES COINCIDENTES

Este ejemplo de MC, tiene la peculiaridad de que son dos momentos con la estructura re-
querida que suceden en paralelo pero con caracteristicas distintas, y justamente por ese moti-
vo los hemos querido mostrar aqui. Vamos a mostrar primero la Tabla 4 y a continuacion
haremos el anélisis de los dos momentos.
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TABLA 4. REFUTAR UNA CONJETURA CON VISIONES DISTINTAS
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Al principio, tanto Eli como Ma, ponen de manifiesto que creen que cuando los
dos segmentos estan alineados, la maquina de giro se puede situar en cualquier
punto de las mediatrices coincidentes, incluso contrariamente a Hu, la pareja de Eli,
gue opina que no (linea 3), ella se reafirma en su opinion (linea 10).

Después, influenciada por la orquestacion de la tutora, que en este caso pone én-
fasis en los contenidos matematicos, acepta que el giro no va a ser de 180°. De
todas maneras, no ve la falsedad de su conjetura, simplemente considera, que sera
otro &ngulo de giro. Cuando la tutora insiste en qué angulo seria si no son 180°, Ma
dice que no lo preguntan (linea 22), como si no se pudiese determinar. Esta insis-
tencia por no aceptar que el centro de giro no se puede poner en cualquier punto,
puede venir influenciado también del hecho de que en este momento de la discu-
sién nos encontramos dentro de una demostracién empirica en la que han hecho un
ejemplo genérico, pero que a peticion de algunos compafieros, estan haciendo ex-
perimentos cruciales (Gutiérrez, 2005) que puedan usar de contragjemplos para
refutar la conjetura y que ellos tengan un cierto recelo a que se evidencie que la
conjetura no era correcta.

Un compafiero propone construir la situaciéon con GeoGebra, y muchos ya pre-
vén que el segmento homdlogo no coincidira con el que buscan. Eli, ha tenido la
influencia del software, que en este caso lo han utilizado para comprobar un hecho
concreto y dice que entonces es imposible (linea 30). Notemos que ha sido mas
decisivo para ella el hecho de ver que en el GeoGebra no sucede gue no las expli-
caciones que estaba dandole Hu, su pareja.

Ma sigue diciendo que con el GeoGebra no han visto que no se pudiese con
ningln angulo, s6lo el de 180°. Y esta intervencion hace que la tutora haga una
orquestacidon instrumental (Drijvers et al., 2010; Trouche, 2005), para que el hecho
de no tener un grado alto de instrumentacién no condicione la fase ascendente
(Arzarello, Micheletti, Olivero, & Robutti, 1998) en la que se encuentran. Eli, des-
pués de ver que con la barra deslizadora del GeoGebra tampoco funciona, se con-
vence definitivamente, y hace diversas intervenciones donde transmite que el caso
en el que los segmentos estan alineados, hay que tratarlo a parte y que la solucién
s6lo sera el punto medio de los puntos homologos.

Vemos que no generaliza sino que ve como a excepcion sélo a ese caso (linea
42). En cambio, Ma, ve esta excepcion como un caso particular de todos los pares
de segmentos simétricos (linea 43).

En este caso se evidencia que aunque los dos alumnos parten, a priori del mis-
mo estado inicial, estando presentes en la misma puesta en comun, a cada uno le
influyen variables distintas y llegan a estados finales distintos.
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Discusion y resultados

Con esta experiencia hemos puesto de manifiesto que respecto a una primera definicion
de MC, hay ejemplos que siguen las caracteristicas que hemos definido.
Situados en nuestro marco, podemos considerar que se produce un momento de aprendizaje,
cuando se puede identificar un conato de cambio entre un estado inicial y uno final en un
proceso de aprendizaje personal. En nuestro caso hemos identificado tres momentos que se
desprenden del analisis anterior:

1. Generalizacion de casos particulares.
2. Enriquecimiento de los procesos de resolucién del problema de demostracion.
3. Refutar una conjetura con visiones distintas.

Estos "momentos de aprendizaje™ corresponden a instantes precisos en que se ha presen-
tado una oportunidad educativa de forma interesante y en su contexto, de manera que el co-
nocimiento se ha podido aprovechar y ampliar a través de una conversacion y
descubrimiento.

Como hemos mencionado en el marco tedrico, el proceso de “filtering approach” (Sherin,
2002) se hace evidente en los tres episodios. El tutor en la experiencia descrita, ha filtrado las
ideas, centrando la atencién de los estudiantes en un subconjunto de las ideas matematicas
que en cada momento se han planteado. La esencia del filtrado es que determina que se pro-
duzca un cambio en el estado final de aprendizaje, como observamos en los tres momentos
identificados. Como se observa en el analisis, la gestion del profesor en este punto es crucial e
intencionada, por ello, lo consideramos una interaccidn presente, pero externa, en las caracte-
risticas del MC que queremos definir, asi llegamos a una representacion gréfica més refinada
de la estructura de MC (ver Figura 7).

En resumen, consideramos que cualquier momento puede convertirse en un momento de
aprendizaje y esto puede ocurrir en las distintas fases de aprendizaje como hemos observado
en nuestros resultados: en la fase de generacion de ideas, el 1, en la de comparacion y evalua-
cién, el 2'y en la fase de filtrado, el 3.
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Asi, un MC de aprendizaje es una oportunidad de aprendizaje "aprovechada"
por los alumnos, es decir, una oportunidad de aprendizaje en la cual se produce y
se hace evidente un aprendizaje "efectivo” en el sentido de evolucion de los cono-
cimientos de los alumnos, entendiendo conocimientos como un concepto muy
abierto que abarca la generalizacion (momento 1), la mejora de las competencias
deductivas (momento 2) y aprender el proceso de validacion de una conjetura
(momento 3).

El cambio de crecimiento conceptual y procedimental, identificado en un mo-
mento de aprendizaje, como es el caso de la evolucion en el conocimiento sobre
procedimientos de los ejemplos citados anteriormente, puede provenir tanto de la
negociacion de significado, del intercambio de perspectivas multiples y/o del cam-
bio de nuestras representaciones internas a traves del aprendizaje colaborativo,
como podemos observar en distintos puntos de los episodios descritos.
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