Grafos y su potencial educativo
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Resumen

Luego de realizar investigaciones en distintos niveles educativos y
en diferentes contextos sociales, se llegdé a la conclusion que el
trabajar con algunos conceptos de grafos ayuda a los alumnos en
varios aspectos dentro del proceso de ensefianza. En particular,
hace que los alumnos realicen razonamientos matemadticos tipicos
de la matemdtica discreta, a partir de la intuicién, exploracion,
descubrimiento y planteo de distintas hipdtesis. También pueden
utilizar a los grafos como “organizadores”, con el fin de facilitar la
comprension y el aprendizaje, realizando representaciones y
modelizaciones de situaciones cotidianas.

Muchos docentes desconocen el tema, otros solo tienen un minimo
conocimiento del mismo e incluso algunos, atin cuando manejan
mds conceptos de esta temdtica no saben como presentarlo a sus
alumnos.

El objetivo del dictado de este curso es transferir el tema, es
importante destacar que se hard referencia a la diddctica y a la
metodologia a utilizar de acuerdo a las edades de los nifios con
quiénes se desee trabajar. Por ultimo, cabe agregar que con estos
encuentros se busca generar en los asistentes la inquietud de
profundizar en el estudio de esta teoria en el futuro y movilizarlos
a enseriar el mismo a sus alumnos.

Introduccion

Puede observarse en los distintos niveles educativos, incluida la
enseflanza universitaria, las serias dificultades de los
estudiantes para lograr un aprendizaje significativo: les resulta
dificil proponer razonamientos propios, en muchas ocasiones no
logran resolver sencillos problemas que pueden presentarse en
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la vida cotidiana y que tienen relaciéon con la matematica. Es
probable que esta situacion esté relacionada con un modelo
cultural que busca reproducir el conocimiento mas que
producirlo; podemos tomar las palabras de Moisés Coriat: “No es
tan importante saber muchas cosas como saber como aprender
cosas nuevas”. Por otro lado, no se puede dejar de mencionar lo
dificil que resulta a los docentes despertar el interés de los
alumnos.

Una posible respuesta a la problematica anteriormente
planteada, estaria dada por la idea de plantear situaciones donde
el alumno tenga la posibilidad de explorar, descubrir, crear,
ensayar, probar, generar hipoétesis y conjeturas, discutirlas y
analizarlas. En este sentido, a partir de investigaciones
realizadas he concluido que los grafos constituyen una buena
herramienta para conceptualizar situaciones, para extraer
pautas y entender esquemas y lograr transferirlos a situaciones
nuevas. La Teoria de Grafos es un tema avanzado a nivel
universitario que, en general, no se encuentra en las curriculas
escolares y que permite realizar analisis y razonamientos muy
interesantes. Es decir, no hay necesidad de ser un experto en el
tema para usarlos con cierta soltura, por lo que considero que el
introducir algunos conceptos de grafos resulta util para
despertar el interés por la matematica, para ayudar al desarrollo
légico y a la vision espacial, también actiia como formador de la
intuicion y sostén del razonamiento abstracto. Podemos citar
nuevamente a Coriat: “Por medio de los grafos se facilita el acceso
de los alumnos a sus propias estrategias de aprendizaje, no porque
estas se describan necesariamente mediante grafos, sino porque el
ir y venir entre situaciones y estructuras puede facilitar la toma de
conciencia de los propios procesos metacognitivos”.

La finalidad del dictado de este curso es transferir algunos
contenidos de grafos a los asistentes, ya sean docentes en
formacién o en ejercicio. Se presentaran distintos conceptos de
la tematica en cuestién, haciendo hincapié en las actividades y
metodologia a utilizar en su ensefianza. Ademas, como un
curriculo debe estar bien articulado se propondra, en forma

294



sucinta, una posible graduacion de ciertos temas de esta teoria
para los distintos niveles educativos.

Pertinencia de la propuesta

A partir de investigaciones de tipo cualitativas realizadas pude
concluir que el introducir algunos conceptos de la Teoria de
Grafos en distintos niveles educativos hace que los alumnos:
realicen razonamientos matematicos tipicos de la matematica
discreta, a partir de la intuicion, exploracion, descubrimiento y
planteo de distintas hipoétesis. También pueden utilizar a los
grafos como “organizadores”, con el fin de facilitar la
comprension y el aprendizaje, realizando representaciones y
modelizaciones de situaciones cotidianas. Por altimo, es un tema
que resulta motivador para los alumnos, dando la posibilidad de
cambiar de actitud frente a la asignatura matematica.

La planificaciéon y el desarrollo de este trabajo tienen como
marco teorico las teorias constructivistas, las cuales consideran
al alumno con una desarrollada capacidad de gestionar su propio
aprendizaje; de usar su conocimiento, habilidades previas y
seleccionar estrategias de aprendizaje adecuadas en la tarea que
se encuentra trabajando. Los procesos de aprendizaje que se
inducen en las clases tienen como objetivo facilitar al alumno
nuevas posibilidades de pensar, sentir y valorar, procesos que
deberian hacer que el alumno sea capaz de actuar y juzgar de
manera satisfactorias en situaciones nuevas que le puedan ser
planteadas. Para que esto realmente sea asi, es necesario que
sean construidos los nuevos contenidos del quehacer y del
pensamiento, éste es el aspecto dinamico del proceso de
construccién: hacer que el alumno busque e investigue, para que
asi pueda crear una nueva forma de actuar o de pensar por
propio impulso.

Como muchos docentes ain no conocen el tema grafos, la
finalidad de este curso es transferir algunos conceptos del
mismo a los asistentes, haciendo referencia a la didactica y a la
metodologia a utilizar en los distintos niveles educativos. Es
decir, dar el puntapié para generar en ellos la inquietud de
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profundizar en el estudio del tema en el futuro, de manera que se
sientan movilizados a introducirlo en el dictado de sus clases.

Grafos, no se encuentra, en general, en los curriculos de ninguno
de los niveles educativos; es relativamente nuevo, en él queda
aun mucho por descubrir.

“En definitiva, uno nunca llega al punto de poder usar su
creatividad. No parece haber nada por hacer, como si todo
estuviera contestado, todo dicho...y no solo no es asi, sino todo
lo que hay por descubrir o inventar es de un volumen increible.
Miles de matemdticos en todo el mundo piensan problemas
cuya solucion se ignora, y no sélo hoy, porque hay preguntas
que se plantearon hace cuatrocientos afios y aun no se sabe
qué decir al respecto. Es hora, entonces, de buscar diferentes
maneras de seducir...” (Paenza, 2008)

A modo de sintesis, puede establecerse que existen distintos
argumentos para introducir algunos conceptos de la Teoria de
Grafos en los curriculos de los distintos niveles educativos.
Citaremos para tal fin el texto de Rosenstein, J., Franzblau, D.,
Roberts, F. (1997), donde se detallan los siguientes puntos:

Referido a la aplicabilidad: en los afios recientes varios temas
de esta teoria han sido utilizados creando diversos modelos en
distintas areas.

Referido a la accesibilidad: para entender las aplicaciones del
tema en muchas situaciones es suficiente tener conocimientos
de aritmética y en otras solamente de algebra elemental.

Referido a la atraccién: existen algunas situaciones sencillas de

resolver y también otras que hacen que los alumnos deban
explorar para poder llegar a los resultados.

Referido a la adecuacion: a aquellos estudiantes que no tengan

problemas en matematica les dara mayor preparaciéon para las
carreras que elijan y para los que no les va bien en esta
disciplina es apropiada pues puede dar la posibilidad de un
nuevo comienzo.
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Contenidos a desarrollar

Es muy amplia la variedad de contenidos que se desprenden de
la teoria de grafos y mas aun, la cantidad de ejemplos posibles;
para acotarlos, en funcion del tiempo permitido por este curso
son seleccionados aquellos que dan el puntapié inicial para
empezar a comprender esta teoria. Nos centraremos tanto en el
desarrollo tedrico, como en narrar las experiencias que resultan
muy significativas para transmitir y motivar la busqueda de
nuevos conocimientos en cada participante desde el ambito
personal, como también en la transmisién a sus alumnos. Cada
docente generara sus propias herramientas para llevar al aula,
pero ofrecemos la experiencia para poder graduar los
contenidos.

Los temas que se presentarian en el curso se dan a continuacion,
junto a ciertos conceptos que se considera pertinente aclarar:

Recorridos Eulerianos

El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) escribio el
primer articulo cientifico relativo a grafos, el que apareci6é en
San Petersburgo, donde a partir de un problema concreto se
hace la pregunta ;en cudles grafos se puede encontrar un camino
cerrado que recorra todas las aristas una sola vez? Esta pregunta
termina dando origen a los dos siguientes teoremas:

1. Un grafo conexo con todos sus vértices de grado par contiene
un camino cerrado que pasa una y solo una vez por cada una
de las aristas y es llamado camino euleriano cerrado.

2. Un grafo conexo contiene un camino Sup que pasa una sola vez
por cada arista si y sélo si a y b son los unicos vértices de
grado impary es llamado camino euleriano abierto.

El problema euleriano esta relacionado directamente con el de
las figuras unicursales, que son las que pueden ser recorridas de
un solo trazo sin repetir segmentos. Un entretenimiento muy
conocido y relacionado con este concepto es el cominmente
denominado: “figura del sobre", que se presenta a continuacidn:
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Grafo que representa al juego del sobre

Como en este grafo hay sélo dos vértices de grado impar, existe
camino euleriano abierto, para dibujar la figura sin levantar el
lapiz ni repetir aristas. Debe comenzarse el trazado en uno de los
dos vértices inferiores y finalizar en el otro.

Lema del apreton de manos

Es un importante resultado dentro de la teoria de grafos, que se
debe también al matematico suizo Leonhard Euler, que dice: “en
cualquier grafo la suma de los grados de los vértices es par, es
decir que en cualquier grafo existe un nimero par de vértices de
grado impar”.

Grafos planares

Son aquellos grafos que pueden dibujarse en el plano de manera
que sus aristas solo se corten en vértices del grafo. En los grafos
planares conexos la diferencia entre la suma del numero de
vértices y de regiones y el numero de aristas es igual a 2
(vértices + regiones - aristas = 2). Este concepto es el
correspondiente a un conocido pasatiempo; en él se pregunta si
es posible proveer de luz, agua y electricidad, a tres casas, de
forma tal que las respectivas redes de distribucién, supuestas en
un mismo plano, no se intersequen. Contestar a esta pregunta
equivale a determinar si el grafo determinado es planar. Como
no lo es, se puede afirmar que no es posible que las redes de
distribucion no se superpongan.

Coloreo de grafos

Un grafo es coloreado de manera tal que a vértices adyacentes
correspondan colores diferentes, el nimero minimo de colores
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con el que puede ser coloreado es denominado el numero
cromatico del grafo. Es importante destacar que para colorear
cualquier grafo planar es suficiente con cuatro colores. El
problema que parece haber dado origen a este tema es el
mencionado por Moebius en 1840 y es consecuencia de una
hipotesis de los fabricantes de mapas, que dice: “Supuesto que
cada pais estd constituido por una tnica region conexa y que toda
frontera entre paises estd formada por arcos de curva (no las hay
constituidas por un solo punto) todo mapa sobre un plano, o
equivalentemente sobre la superficie de una esfera, puede
colorearse utilizando a lo sumo cuatro colores y de forma que
paises limitrofes tengan colores distintos”. Este problema tuvo en
vilo por mas de un siglo a los mas famosos matematicos del
mundo, recién fue demostrado en 1976 por Appel y Haken.

Grafos bipartitos

Son aquellos grafos en los cuales el conjunto de vértices puede
descomponerse en dos subconjuntos disjuntos A y B, tales que
s6lo hay aristas entre A y B. Todo grafo bipartito puede
colorearse con 2 colores.

El grafo que representa al problema de los recursos es bipartito,
cada uno de los tres vértices que representan a las casas esta
unido con cada uno de los tres vértices que representan a los
servicios.

Grafo completo

Un grafo es completo cuando cada vértice esta relacionado
mediante una arista con todos los demas. El nimero cromatico
de un grafo completo de n vértices es igual a n.

Grafo valuado
Cuando a cada arista del grafo se le asocia un peso o valor.
Arbol

Son grafos conexos que no tienen ciclos. En los arboles de n
vértices hay siempre un numero igual a (n-1) aristas. El
concepto de arbol surgié en estudios sobre redes eléctricas y
también en otros referidos a quimica, esto fue aproximadamente

299



100 afios después de la aparicién del primer escrito de Euler,
que fue mencionado anteriormente. En la actualidad tiene
muchas aplicaciones en algoritmos para computacién.

Un arbol minimal cubriente de un grafo G es el arbol de menor
valor o peso que contiene a todos los vértices del grafo G y un
arbol maximal cubriente de un grafo G es el arbol de mayor valor
0 peso que contiene a todos los vértices del grafo Gy

Recorrido hamiltoniano

Es un recorrido que pasa una y solo una vez por cada uno de los
vértices del grafo. Tiene aplicaciones en muchos problemas, el
mas conocido, sea probablemente el denominado “El viajante de
Comercio”.

Este ultimo tema es aun hoy un problema abierto, pero es
importante que los docentes, sobre todo de la ensefianza media,
cuenten con herramientas de este tipo. Cabe aclarar que los
alumnos no necesitan una base matematica importante para
poder comprenderlo y de esta manera tienen una vision distinta
de la matematica, pues tienen la posibilidad de comprender que
no esta “todo resuelto” en esta disciplina, creencia que, en
general, es muy fuerte en ellos.

A partir de las experiencias llevadas a cabo y atendiendo a que
un curriculo debe estar bien articulado a través de los diferentes
niveles, se da, a continuacion, una posible graduaciéon de los
contenidos:

e Nivel Inicial

En este nivel, uno de los ejes de la matematica es la construccion
del espacio, por eso es factible trabajar los conceptos de cierre,
vecindad, separacion y orden. Los chicos pueden jugar
realizando distintos recorridos en un grafo (los vértices son
lugares indicados con dibujos, por ejemplo), sobre todo en el
sentido hamiltoniano, ya que es mas facil para ellos, pasar por
determinados lugares y no por determinados caminos.
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e Primera parte de la ensenianza primaria

En este ciclo se pueden usar los grafos para representar
situaciones concretas. El pensamiento del nifio de esta edad hace
que perciba cada problema individualmente, sin alin captar las
regularidades, pero sugerimos enfrentarlos a una gran variedad
de situaciones diferentes y entretenidas, que iran desarrollando
la intuicion, base “fértil” para futuras generalizaciones y
comprension de propiedades.

También se puede hacer que los nifios coloreen grafos o
regiones, tratando que lo hagan con la menor cantidad de colores
posibles, a esta edad no lo haran de manera algoritmica, lo haran,
en general, por ensayo y error.

e Segunda parte de la ensefianza primaria

Se continuara trabajando con grafos que representen
situaciones cotidianas, un poco mas complejas que en el nivel
anterior, poniendo la mirada en clasificaciones sencillas y en la
definiciéon de los elementos del grafo, para estimular la busqueda
de regularidades, discutir sus propias conjeturas y obtener
conclusiones.

Se dan aqui los primeros pasos hacia la argumentacion y
formulacion de hipotesis, aunque luego la manera de verificarlas
o refutarlas siga siendo la realizacion reiterada de la experiencia.
Ya en este nivel son capaces de hallar generalizaciones, por
ejemplo, las condiciones de existencia de recorridos eulerianos
abiertos y cerrados.

Se puede trabajar en este nivel con problemas que tengan
solucidn utilizando el coloreo de grafos y también con el lema del
apreton de manos, es importante destacar que este problema
tiene cierto acercamiento al concepto de infinito.

e Primera parte de la ensefianza secundaria

En esta etapa se producen cambios cognitivos en los alumnos,
ellos pueden acceder a un mejor nivel de abstraccion y
representacion que en los afios anteriores. Por lo tanto, en este
ciclo, podran plantearse los problemas de grafos como tales, sin
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necesidad de estar ligados a un problema concreto, realizando
razonamientos propios de la matematica discreta y
generalizando. Se puede también trabajar de manera inversa,
darles grafos y pedir que ellos busquen situaciones que puedan
ser representados por estos.

Pueden trabajar con grafos planares, encontrar la relaciéon de
Euler a partir de ejemplos concretos. En este nivel los alumnos
estan en condiciones de realizar justificaciones de la misma, por
supuesto acordes a sus edades.

Como en esta etapa se dan los primeros pasos hacia un
pensamiento logico-formal, se debe seguir estimulando la
capacidad de conjeturar, hacer uso de las propiedades ya
conocidas, realizar justificaciones. También se debe hacer que
encuentren algunos algoritmos, por ejemplo, los necesarios para
encontrar arboles minimales y maximales cubrientes. Citando a
Landa, “Ensenar a los alumnos a descubrir procesos es mds valioso
que ddrselos ya formulados”.

e Segunda parte de la ensefianza secundaria

Los estudiantes se encuentran plenamente en la etapa de
desarrollo del pensamiento formal, ya son capaces de razonar
con hipotesis verbales y al razonar sobre hipotesis la realidad se
vuelve secundaria en relacién con la posibilidad, lo real se
subordina a lo posible, justamente la deduccion légica es uno de
sus instrumentos. Por lo tanto, en este nivel se puede presentar a
los alumnos situaciones para que ellos realicen demostraciones y
también problemas en los cuales deban plantear distintas
conjeturas y evaluar el valor de verdad de las mismas, con
justificaciones ya mas formales. Cabe aclarar, que es necesario y
fundamental que los estudiantes reconozcan el razonamiento y
la demostraciéon como aspectos fundamentales de la matematica.

En este nivel es interesante que los alumnos hallen la relacion
entre grafos y poliedros, o equivalentemente entre la relacion de
Euler trabajada en el nivel anterior y la relacion poliedral, ya que
es muy importante que los estudiantes trabajen con distintas
representaciones.
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Con respecto a los temas, se profundizarian los vistos en el nivel
anterior y se incluirian algunos nuevos. Un tipo de actividad
interesante es que los alumnos encuentren algoritmos y que los
escriban formalmente, ya sea para hallar arboles minimales y
maximales cubrientes, para coloreo O6ptimo o para casos
relacionados con los recorridos eulerianos.
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