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Resumen

Considerando la resolucion de problemas, como una forma de
hacer matemadticas, presentamos una descripcion del desarrollo
del taller, incluyendo las situaciones problemdticas que
propusimos en él y las respectivas soluciones de las actividades
individuales y grupales.

Introduccion

El objetivo fundamental es contribuir a la formaciéon matematica
de los participantes del taller, a partir de reflexiones
individuales y en grupo sobre soluciones de problemas no
rutinarios de matematicas, propios de olimpiadas matematicas
internacionales. Consideramos que la resoluciéon de problemas
es fundamental en la formacion basica y continua de los
profesores, tanto porque en general la resolucién de problemas
es una forma de hacer matematicas, como porque el profesor, en
ese marco, debe estimular las capacidades de descubrimiento y
creatividad de sus alumnos en el proceso de aprendizaje, y es
muy importante que él mismo viva la experiencia de afrontar
retos similares a los que viven los estudiantes. Para ello, resultan
muy pertinentes los problemas de olimpiadas matematicas.

Este taller resulta importante no sélo por el valor formativo de la
resolucion de problemas en general, sino también por la
institucionalizacidn y relevancia que van teniendo en el Peru las
olimpiadas matematicas. El taller esta orientado principalmente
a profesores de educacion secundaria, pero puede ser tutil
también a profesores de nivel superior.
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Metodologia

La metodologia prevista para el desarrollo de este taller se basa
en el aprendizaje colaborativo, partiendo de situaciones
problematicas y estimulando a los participantes a que resuelvan
problemas de dificultad graduada en torno a tal situacion, en
fichas especialmente elaboradas para trabajos individuales y
otras para trabajos grupales. El proposito es que la solucién de
los problemas que se les vaya presentando contribuya a que los
participantes examinen distintos aspectos del pensamiento
matematico y retinan elementos para resolver un problema de
olimpiadas. Los responsables del taller atienden consultas,
valoran las iniciativas, estimulan el analisis de los problemas y
ponen en comun reflexiones importantes en torno a las
soluciones de los problemas. Lo ideal es que haya exposiciones
de los grupos, pero esto no siempre se puede hacer por
limitaciones de tiempo. Es importante también que alguno de los
responsables del taller haga una exposicion aclarando e
integrando ideas en torno a la situacion y los problemas
trabajados y que se concluya con la exposicion de un aspecto
tedrico relacionado con la solucion de alguno(s) de los
problemas.

Situaciones problematicas
Situacion 1: Tablero incaico

En cada casilla de un tablero n x m (n y m nimeros enteros
mayores que 1) se escribe un entero no nulo. Dicho tablero se
llama tablero incaico si en cada una de sus casillas, el nimero
escrito en ella es igual a la diferencia de los nimeros escritos en
dos de sus casillas vecinas.

Nota: Se llaman casillas vecinas a aquellas que tienen en comun
uno de sus lados.

Actividades individuales

I1. Construir tableros incaicos 3x3
2. Construir tableros incaicos 3x4
3. Construir tableros incaicos 4x4
4. Construir tableros incaicos 5x5
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Solucion
Mostramos tres tableros incaicos en cada caso

[1. Construir tableros incaicos 3x3

2 -1 2 2 2 | -6 1 ]1-3]-2
1 1 1 4 4 | -4 -2 -1 1] -1
-1 2 | -1 6 | -2 | -2 5 3| -4

2 |-1]2]-1 2 2 1-6] 2 2 ]-1]1-4]5
1 1 1 1 4 1 4]-4]-4 -3 ]-11] 3 1
-1 2)-11 2 6 | -2]-21|-2 1 ]1-2|5] 4

2 ]1-1]12]-1 2 2 ]1-6] 2 2 |1-1]1-41]5
1 1 1 1 4 14 ]-4] -4 -3]-11] 3 1
-1 2)]-1)] 2 6 |-2]-2]-2 1 ]1-2]5] 4
1 |-2]-1|3 2 14] 6] 8 -1] 2 1 3

2| -1 2 1-11]12 2 2 -6 | 2 2 21-1]1-415 3

1 1 1 111 4 1 4 ]1-4]|-4] 4 -3 ] -1 3 1 2

-1 2 11211 61-2]|-21-2]6 1 -2 5 4 2

1]-21-1]3]2 2] 4 6 8 2 -1 2 1 3 1

1] 2 31614 4 | -2 2 4 | -2 2 1 1 2 1
Actividades grupales

G1. Examinar si es posible construir tableros incaicos 6x6. En
caso afirmativo mostrar y en caso negativo justificar.
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G2. Examinar si es posible construir tableros incaicos 11x11. En
caso afirmativo mostrar y en caso negativo justificar.

G3. Examinar si es posible construir tableros incaicos n x n, para
todo n > 2. Justificar completamente sus afirmaciones.

Solucion

Veremos que es posible construir tableros incaicos nxn para
todo n > 2, con base en los ejemplos de las actividades
individuales.

G1. Examinar si es posible construir tableros incaicos 6x6. En
caso afirmativo mostrar y en caso negativo justificar.

2 |-1]1]2|-1{2]1 2 12)1-6|22]2
1 1] 1]1]1]3 4 14 ]1-4]-4]14] 4
-1 21112 (1]-2 6 |-21-2]1-2]161]-2
1 1-2]1-1]3]12]1 214]16]18]2]4
-1 2]1-3]16( 4] 3 4 1-21214]-2]6
716]18]5[1]2 216141-2]2]-4

G2. Examinar si es posible construir tableros incaicos 11x11. En
caso afirmativo mostrar y en caso negativo justificar.
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G3. Examinar si es posible construir tableros incaicos n x n, para

Como se puede observar en los ejemplos anteriores, los
tableros de mayor tamafio pueden ser cubiertos con

todo n > 2. Justificar completamente sus afirmaciones.
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tableros menores. En particular, afirmamos que todos los
tableros n x n, con n > 5, pueden ser llenados con
subtableros de 3 x 3,3 x4 y 4 x 4. A continuacién veremos
la demostracion de esta afirmacion.

Primero, es conocido que todos los numeros naturales n > 5,
pueden ser multiplos de 3; 6 dejar resto 1, al ser divididos entre
3; 0 dejar resto 2, al ser divididos entre 3. Veamos la
demostracién de la afirmacion para cada uno de estos casos:

i) n=3k:

En este caso, basta dividir el tablero n x n en k? subtableros de 3
x 3, de la siguiente manera:

0 0O
0 0 0
0 0 0
0 0 0
000

Ahora, basta llenar cada subtablero 3 x 3, con alguno de los
ejemplos dados en las actividades individuales, y como en cada
subtablero se cumple la condicién de tablero incaico, entonces
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en el tablero de n x n también se cumplira la condicion de tablero
incaico, pues el numero escrito en cada casilla es igual a la
diferencia de los nimeros escritos en dos casillas vecinas.

Veamos un ejemplo de llenado del tablero:

ol al2]2]al2]2]1] 2 2 1|2
AEEEEEEERER EREE 10 1] 1
Al 2 {1]al2]1]1]2] 1] 2] -1
2l al2]2]afl2]2]1] 2 2 |-1]2
111 111111 1 o o ol1]1]1
Al 2 | a]al2]1]1]2] 1] 2]
2l al2]2]afl2]2]1] 2 2 |-1]2
AEREEERERER KR 111]1
Al 2 a]al2]1]1]2] 1] 2] -1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
2l al2]2]afl2]2]1] 2 2 |-1]2
1l el a1 1 oo ol1]1]1
Al 2 {a]al2]1]1]2] 1] 2]
ii) n=3k+1

En este caso, como n > 5, tenemos que k> 1 y podemos decir que
n =3 (k-1) + 4, por lo cual podemos dividir el tablero de n x n en
(k-1)? subtableros de 3 x 3, (k-1) tableros de 3 x 4, (k-1) tableros
de 4x 3 y 1 tablero de 4 x 4. Veamos:
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 00
0 00

Ahora, basta llenar cada subtablero3x3,3x4,4x3 y 4 x4 con
alguno de los ejemplos dados en las actividades individuales, y
como en cada subtablero se cumple la condicién de tablero
incaico, entonces en el tablero de n x n también se cumplira la
condicién de tablero incaico, pues el nimero escrito en cada
casilla es igual a la diferencia de los nimeros escritos en dos
casillas vecinas.
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Veamos un ejemplo de llenado del tablero:

2|2|-6]2|2]-6 2(2|6]2]2]|-6]2
414|-4|la]4]|4 4lal-alalala|4
6|-2|-2]6]2[2], o ol6l2l-2[6]-2]-2]-2
2|2|-6]2[2]-6 2 6]2]|2|-6]|2
4|4|-4la]a]4 4lal-alalal-a]4
6|-2[2]6]-2[-2 6|-2|-2]6|-2]|-2]-2
0 0
0 0
0 0
2|2|6l2[2]-6 2(2|6]2]2]-6]2
41al-alafal-4alo o olala|a]la]a|-4]4
6 |-2[2]6]-2]-2 6|-2]-2]6|-2]|-2]|-2
2|4l6]2]4]6 2 6l2]2]|-6]2
2 2|2 2|0 0 ol2 2|4|a|-4]-4
6|-4]-2]-6]-4]|-2 6|-4|-2]6|-2]-2]-2
2 |-al-2]2]-4]-2 2[-4|-2]2]4|6]8
iii) n=3k+2

En este caso, como n > 5, tenemos que k > 1 y podemos decir que
n =3 (k-2) + 8, por lo cual podemos dividir el tablero de n x n en
(k-2)? subtableros de 3 x 3, 2(k-2) tableros de 3 x 4, 2(k-2)
tableros de 4 x 3 y 4 tableros de 4 x 4. Veamos:
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Ahora, basta llenar cada subtablero 3x3,3x4,4x3 y 4x4 con
alguno de los ejemplos dados en las actividades individuales, y
como en cada subtablero se cumple la condicién de tablero
incaico, entonces en el tablero de n x n también se cumplira la
condicion de tablero incaico, pues el numero escrito en cada
casilla es igual a la diferencia de los numeros escritos en dos
casillas vecinas.

Veamos un ejemplo de llenado del tablero:
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1 |-3]-2 1|1-3]-2]-2|-1]-4]5])-2]-1]-4]5
21-1]1-110 0 Op-2)-1}|-1}-3]-1]3 11-3]-1]3]1
5 3| -4 S| 3]1-4)1)-2)514]11]-2]51]4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
1 |-3]-2 11-3]-2]-2|-1]-4]5])-2]-1]-4]5
21-1]1-110 0 Op-2)-1}1-1}-3]-1] 3 11-3]-1]3]1
5 3 | -4 5| 3|-4)1]-2]5]4)11|-2|5]4
22 1-311 21-3111-2)-1]-4|5]-2]-1f-4]5
-1 ] -1 -2 -1 -1]1-21-3]-11] 3 11-3]-1]3]1
-4 1 3 5 -41 3 1 ]1-2]5]4]1]-2]514
5 1| 4 0 0 0 S| 1]14]-1]2 1 |1 3}]-1] 2 113
22 1-311 21-3111-2)-1]-4|5]-2]-1f-4]5
-1 ] -1 -2 -1 -1]1-21-3]-11] 3 11-3]-1]3]1
-4 1 3 -4 1 3 1 ]1-2]5]4]1]|-2]514
5 1] 4 5]11]14]-1]°2 1 |1 3}]-1] 2 113

Con esto hemos concluido la demostracion. Considerando los
ejemplos de tableros incaicos de 3 x 3,4 x4y 5 x 5, podemos
afirmar que es posible conseguir tableros incaicos n x n, para
todo n > 2.

Situacion 2

En una reunién hay cierto nimero de personas; algunas de ellas se
conocen entre si (relacion simétrica) y otras no. Se sabe que cada
persona conoce solamente a otras tres personas.

Representaremos a las personas como puntos en el plano
(también llamados vértices) y cada vez que dos personas se
conocen unimos los vértices correspondientes mediante una
linea (también llamada arista). Esta representacién de vértices y
aristas recibe el nombre de grafo.
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De

esta forma, podemos representar cualquier grupo de

personas mediante un grafo. Este grafo nos dara la informacion
acerca de las personas que se conocen y las que no.

Actividades individuales

I1.

[2.

[3.

Examinar si es posible que en la reunion haya solamente 4
personas.

Examinar si es posible que en la reunién haya solamente 8
personas.
Examinar si es posible que en la reuniéon haya solamente 6
personas.

Solucion

I1.

[2.
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Examinar si es posible que en la reuniéon haya solamente 4
personas.

Es facil ver que cada persona puede conocer a las otras tres,
representando la situaciéon mediante un grafo:

A este grafo suele llamarse grafo 4-completo.

Sin embargo, no se cumple que haya algunas personas que
no se conocen entre si. Por esta razdn, concluimos que no es
posible que haya solamente 4 personas en la reunion.

Examinar si es posible que en la reunién haya solamente 8
personas.

Si es posible, y vamos a mostrar dos formas de resolver el
problema.

Primera forma. Dividimos a las 8 personas en dos grupos de
4, y en cada grupo hacemos que todos se conozcan entre si.
De esta forma obtenemos un grafo que consiste en la
“duplicacion” del grafo del problema anterior:



Dicho de otra forma, este grafo esta formado por dos grafos
4-completos.

Segunda forma. El grafo a continuacion, es un poco mas
elaborado y surge del hecho de que un cubo tiene 8 vértices,
y de cada vértice salen 3 aristas:

[3. Examinar si es posible que en la reuniéon haya solamente 6
personas.
Si es posible. El siguiente grafo lo muestra:

Actividades grupales

G1. Examinar si es posible que en la reunion haya solamente 40
personas.

G2. Examinar si es posible que en la reuniéon haya solamente
2010 personas.

G3. Examinar si es posible que en la reunién haya solamente 5

personas.
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G4. Examinar si es posible que en la reunién haya solamente
2011 personas.

G5. Enunciar y demostrar un teorema, a partir de la situacion
planteada y de los problemas anteriormente resueltos

Solucion

G1. Examinar si es posible que en la reunion haya solamente 40
personas.

Si es posible, solo necesitamos separar a las 40 personas en
10 grupos de 4, y hacer que en cada grupo todas se conozcan
entre si. Es decir, con las 40 personas formamos 10 grafos
4-completos.

G2. Examinar si es posible que en la reunion haya solamente
2010 personas.

Como 2010=4x501+6 formamos un grupo de 6 personas y
501 grupos de 4, y en cada grupo ya sabemos como resolver
el problema, es decir, el grafo seria:

501 veces

G3. Examinar si es posible que en la reunién haya solamente 5
personas.

Vamos a demostrar que no es posible.

Supongamos que haya 5 personas A, B, C, D, E, tales que cada
una conoce a otras 3. Digamos que A conoce a B, C, y D,
entonces A no conoce a E, hasta ahora tendriamos:
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(las lineas punteadas significan que no se conocen) Como E
debe conocer a otras tres personas, éstas deben ser B, C, D:

B

Como B debe conocer a uno mas, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que conoce a C, y no a D.

Vemos que C ya conoce a 3, entonces C no conoce a D, pero
entonces D solo conoceria a 2 personas, que contradice la
condicién inicial.

G4. Examinar si es posible que en la reunion haya solamente
2011 personas.
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G5.

154

Vamos a demostrar que no es posible. Es mas, vamos a
demostrar que no es posible que haya un nimero impar de
personas.

Sea n un numero impar. En un grupo de n personas, no es
posible que cada una conozca a 3 personas.

Demostracion

Supongamos que sea posible. Una persona que no pertenece
al grupo, escoge dos personas, si ellas se conocen les da un
caramelo a cada una, si no se conocen sigue de largo; y hace
lo mismo con todas las parejas que se pueden formar en el

n :
grupo (para ser exactos, hace (Ej veces la misma

operacion). Cuando acaba de repartir los caramelos es claro
que ha repartido un numero par de caramelos, pues en cada
operacion reparte 0 6 2 caramelos. Por otro lado, al final
cada persona termina con 3 caramelos, pues cada una
conoce a 3 personas. Por lo tanto, la cantidad total de
caramelos es 3n, y como n es impar, la cantidad total de
caramelos es impar, lo cual es una contradiccion.

En particular si n=5, obtenemos una nueva demostracion del
problema anterior.

Enunciar y demostrar un teorema, a partir de la situacion
planteada y de los problemas anteriormente resueltos

Teorema. Decimos que un grupo de n >4 personas es ctbico, si
cada una de ellas conoce a otras 3 personas del grupo.

a). Sin es impar, no es posible encontrar un grupo cubico de
n personas.

b). Si n es par, es posible encontrar un grupo ctbico de n
personas.

Demostracion
La parte a) ya fue demostrada en el problema anterior.

Para la parte b):



e Si n = 4k, formamos k grupos de 4 personas cada uno, y
hacemos que en cada grupo todas las personas se
conozcan.

e Sin =4k + 2, formamos un grupo de 6 personas tales que
cada una conozca a 3 de ellas (problema 3 de las
Actividades individuales) y las 4k - 4 personas que
quedan las separamos en k - 1 grupos de 4, y en cada
grupo hacemos que todas las personas se conozcan.

Problemas sobre miiltiplos

1. Si se tienen siete numeros enteros cualesquiera, ;siempre hay
dos de ellos cuya diferencia es multiplo de 6?

Solucion

Todo numero entero al ser dividido por 6 deja un resto igual a 0,
1,2,3,4 065, es decir, solo tenemos 6 posibilidades, entonces por
el principio de casillas entre estos 7 numeros hay dos con el
mismo resto, los cuales van a tener una diferencia multiplo de 6.

2. Si se tienen tres numeros enteros cualesquiera, ;siempre hay
dos de ellos cuya suma es multiplo de 2?

Solucion

Todo numero entero tiene dos opciones, ser par o impar,
entonces por el principio de casillas entre estos 3 niumeros hay
dos con la misma paridad, los cuales van a tener una suma
multiplo de 2.

3. Si se tienen siete niimeros enteros cualesquiera, ;siempre hay
tres de ellos cuya suma es miltiplo de 3?

Solucion

Todo numero entero al ser dividido por 3 deja un resto igual a 0,
1 6 2, es decir, sélo tenemos 3 posibilidades, entonces por el
principio de casillas entre estos 7 numeros hay tres con el
mismo resto r, los cuales van a tener una suma multiplo de 3.
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4. Si se tienen cinco niimeros enteros cualesquiera, ;siempre hay
tres de ellos cuya suma es miltiplo de 37

Solucion

Todo niimero entero al ser dividido por 3 deja un resto igual a 0,
1 6 2, es decir, sélo tenemos 3 posibilidades. Si entre los 5
numeros hay uno de cada resto entonces estos 3 nimeros van a
sumar multiplo de 3, en caso contrario, hay un resto que no
aparece entre los cinco numeros, entonces nos quedariamos sélo
con 2 posibilidades y por el principio de casillas entre estos 5
numeros hay tres con el mismo resto r, los cuales van a tener
una suma multiplo de 3.

5. Si se tienen cuatro numeros enteros cualesquiera, ;siempre
hay tres de ellos cuya suma es miiltiplo de 3?

Solucién
La respuesta es NO y basta mostrar un ejemplo: 0, 1, 3, 4.

6. Encontrar el menor entero positivo n con la siguiente
propiedad: para n numeros enteros cualesquiera siempre es
posible encontrar 18 de ellos cuya suma es multiplo de 18.
(Selectivo IMO - Peru, 2002)

Solucion

Vamos a demostrar que el menor entero positivo n con dicha
propiedad es n = 35. Primero demostremos que n = 35 cumple
dicha propiedad. Supongamos que tenemos 35 nimeros enteros
cualesquiera, entonces entre dichos numeros hay 3 cuya suma es
multiplo de 3, sean aj, bs, ¢1 dichos numeros, entonces a; + by +
C1= 3m1.

Separamos estos 3 numeros de los demas y nos quedan 32
numeros enteros, entre los cuales también van a haber 3 cuya
suma es multiplo de 3, sean ay, by, ¢z dichos numeros, entonces
a, + bz +C2 = 3m2.

Separamos estos 3 numeros de los demas y nos quedan 29
numeros enteros, entre los cuales también van a haber 3 cuya
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suma es multiplo de 3, sean a3, bs, c3 dichos nimeros, entonces
az + b3 + C3 = 3m3.

Y asi sucesivamente podemos encontrar los nimeros as, ba, cs,...,
ai1, b11, c11, donde ag + by + ¢4 = 3my, ..., a11 + b1 + c11 = 3mi1.

Obsérvese que los naimeros mji, my,..., mi1 también son enteros,
entonces entre dichos nimeros hay 3 cuya suma es multiplo de
3, supongamos sin pérdida de generalidad que sean m; + m; +
m3 = 3Kk;. Separamos estos 3 numeros de los demas y nos quedan
8 numeros enteros, entre los cuales también van a haber 3 cuya
suma es multiplo de 3, supongamos que sean my + ms + Mg =
3k;. Separamos estos 3 numeros de los demas y nos quedan 5
numeros enteros, entre los cuales también van a haber 3 cuya
suma es multiplo de 3, supongamos que sean m; + mg + mg =
3ka.

Finalmente, entre los nimeros ki, ks, k3 hay dos cuya suma es
multiplo de 2, supongamos que sean k; y kz; luego la suma de los
18 nimeros a; + by + c1+a; + by + co +...+ ag + bg + g = 3m; +
31’1’12 +..+ 3m6 = 3(1’1’11 + My + M3 + My + M5 + m6) = 3(31{1 + 31{2) =
9(k1 + kz), el cual es multiplo de 18.

Por lo tanto n = 35 cumple la propiedad del problema y para

demostrar que este valor es el minimo basta mostrar un

contraejemplo con n = 34 el cual puede ser:
0,3,6,.,48,1,4,7,..,49.
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