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Resumen: Se utilizan ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencia para construir modelos
matematicos que describen situaciones dadas. Se utilizaran herramientas computacionales para
simular los modelos construidos.
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Introduccion

Un modelo matematico consiste en la descripcion de un sistema usando conceptos y lenguaje
matematicos.

Es importante construir modelos matematicos para ciertos fendmenos, para una mejor comprension de
dichos fendémenos y para predecir cualitativa y cuantitativamente el comportamiento del sistema bajo
ciertas condiciones o en situaciones que sean de nuestro interés.

La modelizacion matematica consiste en identificar un conjunto de valores (variables de estado,
constantes y parametros) que representan el estado del fenomeno estudiado, asi como establecer un
conjunto de relaciones matematicas entre dichas variables que permiten conocer cémo responde el
modelo a cambios en dichas variables. Con el modelo, el investigador podr4 utilizarlo para comprobar y
contrastar hipdtesis de comportamiento del sistema modelado.

Cuando el modelo utilizado es muy complejo es necesario hacer una simulacion del fendmeno. En este
caso hay que utilizar analisis numérico y tecnologia digital para aproximar las soluciones numéricas de
los modelos utilizados y simular, es decir, reproducir aproximadamente las principales caracteristicas de
su comportamiento.

Una simulaciéon por computador es un programa que intenta reproducir, con fines pedagdgicos o
cientificos, un fendmeno natural a través de la visualizacion de los distintos estados que dicho fenomeno
puede representar.

Utilizaremos ecuaciones diferenciales o en diferencia para construir algunos modelos matematicos para
describir ciertos fendémenos fisicos y bioldgicos, y el software gratuito Easy Java Simulations (EJS) para
hacer simulaciones con el modelo construido.

EJS es una herramienta de modelado y de autor de alto nivel que permite crear simulaciones digitales en
Java. Al ejecutar la simulacion, EJS genera codigo Java y lo compila. Ademas utiliza archivos auxiliares
y de librerias para ejecutar el programa compilado. Otra ventaja del EJS es que contiene un editor de
ecuaciones diferenciales que genera automaticamente el codigo Java necesario. Los algoritmos resuelven
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Existen otros ambientes para modelacion y simulacion como por ejemplo:
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- Modelica

- OpenModelica

- Modelicac (Scilab lo incluye)

- SimForge

- IDA Simulation

- Dymola de Dassault Systems

- SimulationX

- Wolfram System Modeler

- Wolfram MathCore

- MapleSim de MapleSoft
A continuacion se desarrollan o bien se proponen modelos matematicos, con la solucion analitica para
los mas sencillos o con la respectiva simulacion para otros un poco mas complejos. Algunos buenos

textos para trabajar con modelos matematicos via ecuaciones diferenciales son Blanchard, Devaney y
Hall (2012), Edwards y Penney (2001), Zill (2006).

Crecimiento poblacional (1 especie)

Sea P(t) el nimero de individuos de una poblacion (humana, insectos, bacterias) en el instante f.
Supongamos que la tasa de nacimiento @ (nacimientos por individuo por unidad de tiempo) y tasa de
mortalidad § (muertes por individuo por unidad de tiempo) son constantes.

En un corto intervalo de tiempo At ocurren (en promedio) aproximadamente aP(t)At nacimientos y
BP(t)At muertes. Asi, el cambio AP en P(t) esta dado aproximadamente por (@ — B)P(t)At, y por lo
tanto

P _ li il ( )P(t) = kP
dt ~ atBoAt «a-p B

con k= a— f.

Si P(0) = P, podemos encontrar P(t) en cualquier instante t positivo resolviendo el problema con valor

. .. .dP

1n1c1ala = kP, P(0) = P,.

Separando variables e integrando tendremos: fd?P = [kdt+ C, es decir InP(t) = kt + C lo que es

equivalente a P(t) = e**C = pyekt endonde P, = e es el nimero de individuos de la poblacion
en el instante t = 0.

At)
10

k=0
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El economista y reverendo inglés Thomas Robert Malthus fue uno de los primeros en intentar modelar
matematicamente el crecimiento poblacional humano. En 1798 ¢l publicoé la primera (de seis ediciones)
de su libro Ensayo sobre el principio de la poblacion y su hipdtesis era que la rapidez a la que crece la
poblacion en cierto instante es proporcional a la poblacidn total en ese momento. Este tipo de idea se
conoce como maltusianismo.

En 1838, el matematico belga Pierre-Frangois Verhulst, tras leer el ensayo de Malthus, public6 un modelo
que contemplaba la capacidad del ambiente como un factor que impedia el crecimiento ilimitado de la
poblacion. Se supone que un medio ideal tiene una capacidad sostenible maxima y que por lo tanto

dP
i P(t)f(P)

tal que f(P) haga que el crecimiento de la poblacion sea mas lento al acercarse a la capacidad méaxima
del ambiente. Por lo tanto f(P) tiene que ser una funcidon decreciente, y la mas sencilla de ellas es una
funcion lineal.

N

) 2 4 6 8 10

K P

La ecuacion de la recta anteriores f(P) = r — % P, y por lo tanto la ecuacion de Verhulst es

b _ P(1 P)— P(K—P), a=-—
dc | k)~ ¢ YTk

La ecuacion anterior es mas conocida como ecuacion logistica y su solucion se denomina funcion
logistica. Es una ecuacion en variables separables. La grafica de la funcion logistica se conoce como
curva logistica.

Esclaroque P =0 y P = K son soluciones de la ecuacion. K es la capacidad maxima del ambiente (se
supone que es una constante positiva). Si suponemos que 0 < P < K, separando variables e integrando
obtenemos

KeaKt K
Kc + e™t 1+ Kce oKt

P(t) =
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¢ es una constante de integracion. Observe que cuando 7 tiende a infinito, P(t) tiende a K, la capacidad
maxima del ambiente. Para calcular la constante ¢ hay que dar una condicién inicial. También se puede
mostrar que

d*p K

— =2 ZP(P— —) P—K

dt? “ 2 ( )

Por lo tanto P(t) es creciente y concava hacia arriba si 0 < P < g; creciente y concava hacia abajo si

g <P<K.EnP = g existe un punto de inflexion.

En los modelos anteriores, utilizamos las siguientes hipotesis:

. La poblacion en estudio se encuentra aislada, es decir, no compite con otras especies por sus
alimentos ni por el habitat.

. La poblacion en estudio no sirve de alimento ni se alimenta de otra especie.

« La cantidad de alimento y el habitat de la especie son abundantes (modelo de Malthus), pero
limitados (modelo de Verhulst).

Crecimiento poblacional (2 especies)

En esta seccion analizaremos modelos para dos especies gobernadas por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden de la forma

d
d_’t‘ = f(x,y) = Ax()(a — bx(t) —cy(®)) (1)

d
Y — g0ny) = ByO(a -0 -©) @

x(t) representa el nimero de individuos de una poblacién en el instante t, y(t) representa el nuimero de
individuos de la segunda poblacion en el instante t, a, b, ¢, @, 5, € son pardmetros reales no negativos
mientras que 4, B son parametros reales.

La tasa de crecimiento de la poblacion x es Aax(t) para A positivo. El término Acy(t) en (1) y BBx(t)
en (2) se denomina términos de competencia. En la ausencia de ellos las ecuaciones se reducirian a las
logisticas.

Un caso particular del sistema anterior que corresponden a b =0, =0,A=1,B = —1son las
conocidas ecuaciones de Lotka-Volterra para un modelo depredador-presa.

Modelo predador-presa

Consideremos las ecuaciones de Lotka-Volterra

dx, b
— = ax; — bx;x
dt 1 142
dx, J
— = cx1Xx, —dx
dt 1X2 2
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x4 representa el numero de presas, x, el nimero de predadores en el instante ¢, a, b, ¢, d son pardmetros,
ax, y —dx, son las tasas de reproduccion de cada especie en ausencia de interaccion con la otra especie,
cx1Xx, representa el aumento de los predadores en la presencia de las presas y —dx;x, la reduccion de
las presas en la presencia de los predadores.

Utilizaremos el ambiente de modelacion y simulacion EJS, ejecutando EjsConsole.jar y abriendo el

archivo ModeloPredadorPresa.ejs.

A D 3 Do) B sxE Mé0pm Q =

@ EasyJava File Project
ene EjsS 5.2 - ModeloPredadorPresa.ejs
Descripcion © Modelo Vista m|
Variables Inicializacién © Evolucion Relaciones fijas Propio Elementos 0D
Imagenes DOy )
por segundo
100 =
w e Preim [y
Derivada &
axxl - b¥x1¥x2 &
>
@
CkX1¥x2 — d*x2 4
S
=)
]

1

3 20

VIR
Bdo  Euler B 7ol 0.00001
PPV 1
Cor 2
Arranque

En la vista Modelo, Evolucion observamos las dos ecuaciones diferenciales digitadas. EI método

numérico seleccionado es el de Euler.

En la vista variables (figuras abajo) definimos las variables dindmicas, sus valores iniciales normalizados

e @

Eventos

@ EasyJavaSimulations File Project
‘000 EjsS 5.2 - ModeloPredadorPresa.ejs
Descripcion © Modelo Vista
© Variables Inicializacion Evolucion Relaciones fijas Propio Elementos
pardmetros | EiEBISARIGE
Nombre Valor inicial Tipo
t 0.0 double
dt 0.5 double
x1 0.6 double
X2 0.2 double
y los valores de los parametros
@ Easy Java Simulations File Project
o [ ] EjsS 5.2 - ModeloPredadorPresa.ejs
Descripcion © Modelo Vista
O Variables Inicializacion Evolucion Relaciones fijas Propio Elementos
UBAEmEos) Variables dinamicas
Nombre Valor inicial Tipo
a 0.1 double
b 0.2 double
[ 0.2 double
d 0.05 double
max 1.5 double
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Ejecutamos la simulacion dando clic en el tridngulo verde en el panel vertical del lado derecho

Inicializamos la evolucion de las variables dindmicas con el tiempo, la grafica azul representa la
poblacion de presas, la roja la de predadores.

[ JOX Modelo de Predador-Presa
Evolucion en el tiempo
T T T T

Predadores (r) y presas (2)

140 160 180 200 220 240

120
tiempo
También graficamos, en el espacio de fases, la relacion entre los predadores y las presas para los

pardmetros y las condiciones iniciales dadas. Posteriormente podemos cambiar los valores de los
parametros a, b, ¢, d y observar lo que sucede con las poblaciones de las presas y los predadores.

a:0.100
b: 0.200 00 i Diagrama de espacio de fases
c:0.200 2 / \
% N
d:0.050 J//_- ™
12} (/\
g T f D0\
N\
g 08 \\ \
\ \_\ \\
& 06 \ \
/)
04} J/
0.2 i\ 54
N
0 " H
) -05 0 05 1.0 15 2.0
dijo.500 PréS{Haga clic para seleccionar condiciones iniciales|
> b
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Sistema masa-resorte

Un objeto de masa m es conectado en un extremo de un resorte de longitud L y de masa despreciable. El
otro extremo del resorte se encuentra fijo en un muelle (figura abajo).

Supongamos que la reaccion del sistema al desplazamiento Ax desde la posicion de equilibrio puede
modelarse mediante la ley de Hooke: Fy, = —kAx en donde k es una constante que depende de las
caracteristicas fisicas del resorte.

Agregamos una fuerza de rozamiento que supondremos ser directamente proporcional a la velocidad del
objeto y que se opone al movimiento: F. = —bv , b es el coeficiente de rozamiento. Para finalizar

afiadimos una fuerza externa sinusoidal: F, = Asen(wt), w es la frecuencia de la fuerza aplicada y A su
amplitud.

Si utilizamos un sistema de coordenadas con el eje x ubicado horizontalmente y con origen en el extremo
fijo del resorte entonces la segunda ley de Newton se escribe como:

d?x

dx
mﬁ = —k(x—L)— bE + Asen(wt)

que se escribe como el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

dx_

at ¥
dv k b A
—=——((x—-L)——v+—sen(wt)
dt m m m

Sigue la implementacion del modelo y su simulacion con EJS.

@ EasyJava Simulations File Project £+
[ ] ® EjsS 5.2 - JavaExamples/MassAndSpringComplete.ejs
Descripcion O Modelo Vista
Variables Inicializacion © Evolucién Relaciones fijas Propio Elementos
ISHES Equations
por segundo
100 \ar lnden 1 lncrementa _dit
Estado Derivada
) dx
20 dJi- VX
dvx
agfr - —-k/m x(x-L) - bxvx/m + forde(t)/m
1<
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El sitio http://www.compadre.org/OSP contiene varios modelos matematicos interesantes que pueden ser
simulados con EJS, como por ejemplo el de una bola que cae libremente, bajo la accion de la gravedad,

e, . 4 d%z
y es rebotada en el suelo, gobernada por la ecuacion diferencial — = —g
dt?

O Descripcion © Modelo

Vista

) Variables Inicializacion © Evoluciéon Relaciones fija:
Imagenes i Explicit Euler Evoluti
por segundo
5100 Var. Indep. t @ Incremento 0.02
- Estado Derivada
=20 dz
- ﬂ = vz
-1 dvz
z dt — -9
- 10
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(] [ ) Caida Libre 3D () [ ) Caida Libre 3D

Un modelo discreto sin simulacion

Felix sac6 una lata de soda de la refrigeradora. La temperatura inicial de la soda es 6 grados Celsius
mientras que la temperatura ambiental, de su casa, es constante de 31 grados Celsius.

El cambio de temperatura en la soda por unidad de periodo de tiempo es directamente proporcional a la
diferencia entre la temperatura ambiental y la de la soda, la cual se mantiene uniforme (ley de Newton
de calentamiento).

Si T, es la temperatura de la soda después de n periodos de tiempo entonces

ATy =Tpy1 —Tn = k(31 —-T,)

Por lo tango el modelo para el calentamiento de la soda es

Thi1 =Tp +k(B1—-T,)
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Félix mide la temperatura de la soda 1 periodo de tiempo después de sacarla de la refrigeradora y
encuentra que es 11 grados Celsius. ;Cudl es la temperatura de la soda 4 periodos de tiempo después de
sacarla de la refrigeradora?

Para responder a la pregunta planteada podemos calcular el valor de k utilizando el modelo y los datos:
TO = 6, T1 = 11

Por lo tanto k = 0,2 y el modelo es
Tps1 =Tp +0,2(31—T,)

Ahora podemos construir una tabla con el modelo:

0 1 2 3 4
6 11 15 18,2 20,76

Después de 4 periodos de tiempo la temperatura de la soda es 20,76 grados Celsius.
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