LAALGEBRIZACION DE LOS PROGRAMAS
DE CALCULO ARITMETICOY
LA INTRODUCCION DEL ALGEBRA
EN SECUNDARIA

Ruiz, N. (1), Bosch, M. (2), Gascén, J. (1)

Universidad Auténoma de Barcelona (1), Universidad Ramon Llull (2)

Resumen

El trabajo que presentamos se sitlia dentro del marco tedrico de la Teoria Antropoldgica
de lo Didéactico (TAD). Se propone un modelo epistemoldgico de referencia Util para fun-
damentar la génesis escolar del algebra considerada como instrumento de modelizacién, a
partir del esbozo de tres etapas del proceso de modelizacion algebraica.

Abstract

This paper is situated in the framework of the Anthropologic Theory of the Didactic
(ATD). It proposes a reference epistemological model to provide a basis for the school
genesis of algebra as a modelling tool, through the progressive development of the three
stages of the modelling algebraic process.
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Algunas consecuencias de la aritmetizacion escolar del algebra

El trabajo que vamos a presentar se fundamenta en las conclusiones expuestas
por Pilar Bolea (2002) en su tesis doctoral. En ella la autora muestra en qué sentido
la institucion escolar interpreta generalmente el algebra elemental como una arit-
mética generalizada, es decir, identifica el algebra escolar con el uso del simbolis-
mo o “lenguaje algebraico” y lo opone a un supuesto “lenguaje aritmético”.

En Bolea et al. (2004) se muestra que una de las consecuencias de la interpreta-
cion del algebra escolar como aritmética generalizada es la ausencia del algebra
como instrumento de modelizacién en las matematicas que se estudian en la Edu-
cacion Secundaria Obligatoria. Trabajos posteriores en el &mbito de la TAD han
mostrado las conexiones de este fendmeno con la incompletitud de las OM de
Secundaria (Fonseca, 2004) y con el fendmeno de la desarticulacion de la ma-
temaética escolar (Garcia, 2005). También se ha constatado que la ausencia del
uso del instrumento algebraico en la ESO dificulta enormemente el desarrollo
de la modelizacion algebraico-funcional en el transito de la ESO al Bachillerato
(Ruiz-Munzon, 2006), lo que obstaculiza la emergencia de las cuestiones pro-
bleméticas que podrian dar sentido al uso de funciones y al calculo diferencial.

Los trabajos citados muestran la importancia didactica del caréacter prealge-
braico de las matemaéticas que se estudian en Secundaria y el alcance de los
fendmenos didacticos relacionados con la aritmetizacién del algebra escolar*
Aparece por tanto el problema didactico de cémo realizar la introduccion del
algebra de manera funcional esto es; como un instrumento de modelizacion.

Desde la Teoria antropolégica de lo didactico (TAD) se postula que el algebra
debe interpretarse como un instrumento genérico de modelizacion de praxeologias
u organizaciones matematicas (en adelante OM). En particular, el algebra escolar,
antes de ser tematizada como objeto explicito de ensefianza, debe utilizarse para
profundizar el estudio de determinadas OM previamente construidas. Para ello
proponemos un modelo epistemoldgico de referencia (MER)? que sustenta la géne-
sis, y el posterior desarrollo del proceso de modelizacién algebraica durante la en-
sefianza secundaria. Este modelo distingue diferentes etapas del proceso de
algebrizacion que describiremos y ejemplificaremos aqui. La propuesta didactica
que concreta una posible implementacion de esta génesis y desarrollo forma parte
de una investigacion en curso que no describiremos en este trabajo.

! En Garcia (2007) puede consultarse una sintesis de los trabajos de la TAD en el &mbito del lgebra
escolar.

2 La descripcién del MER de una actividad matematica se realiza en términos de OM (Sierra, 2006).
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Un MER para sustentar el proceso de algebrizacion

Partiremos de la nocion clésica de “problema aritmético” considerando aquellos
problemas que pueden resolverse mediante una cadena de operaciones aritméticas
(+, -, %, /, etc.) ejecutables a partir de los datos del problema, datos que acostum-
bran a ser cantidades conocidas de ciertas magnitudes. Las técnicas clésicas de
resolucion recurren a discursos verbales y operaciones aritméticas para calcular la
cantidad incégnita. Siguiendo la propuesta de Yves Chevallard (2005), a dicho
proceso de resolucién o cadena estructurada y jerarquizada de operaciones aritmé-
ticas lo denominaremos Programa de Célculo Aritmético (PCA, para abreviar).

Para fundamentar la génesis escolar funcional del algebra entendida como
herramienta de modelizacién, tomaremos como sistema inicial a modelizar una OM
en torno a los “problemas aritméticos” escolares. Utilizaremos para ejemplificar el
proceso un tipo de problemas aritméticos especialmente sencillos, con las ventajas
e inconvenientes que provoca el empleo de ejemplos presuntamente “genéricos”.
Provocaremos la emergencia de cuestiones que muestran la necesidad de considerar
y tratar las técnicas o procesos de resolucion como objetos de estudio en si mis-
mos. Este es también, uno de los fundamentos de las propuestas de ensefianza des-
de el movimiento Early-Algebra (Molina, 2009).

Esta objetivacion del proceso de resolucion de un problema aritmético constitu-
ye precisamente la primera funcion (y no la menos importante) de la nocion de
PCA. Tal como indica Chevallard (2005), los PCA aparecen y se ejecutan en el
trabajo matematico de los alumnos desde los inicios de la ensefianza primaria, pero
nunca se plantean cuestiones sobre su descripcién, justificacién o alcance. Dicho
en otros términos, los PCA forman parte de la préactica matematica escolar, pero
son objetos no matematizados o paramatematicos. Un ejemplo prototipico de pro-
blema aritmético es el siguiente:

PO: Gabriel piensa un nimero, le suma 25, divide el resultado entre 2, res-
ta 8 y lo multiplica todo por 3. Si al final obtiene 21, ¢qué nimero pensé
Gabriel?

La resolucién aritmética (genuinamente verbal) seria; “Si al final obtiene 21, an-
tes de multiplicar por 3 tenia 7, antes de restarle 8 tenia 15, antes de dividir entre 2
tenia 30 y antes de sumar 25 tenia 5. Luego Gabriel pensé el nimero 5”.

Podemos suponer que el problema anterior forma parte de las tareas que com-
ponen cierta OM gue tomamos como sistema inicial y que denominamos S:
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S = OM en torno a problemas aritméticos + ejecu-
cion de PCA (en forma retérica) + Patron de Analisis-
Sintesis®

Veremos que en S (y en los sucesivos modelos de S) surgiran cuestiones de na-
turaleza tedrica, esto es, cuestiones relativas al porqué se obtiene el tipo de resulta-
do que se obtiene, a la interpretacion de estos resultados, a las condiciones que se
requieren (en términos de relaciones entre los datos) para que un tipo de problemas
tenga solucidn o ésta sea Unica, etc. Este tipo de cuestionamiento provocara la ne-
cesidad de ampliar el sistema inicial mediante progresivas modelizaciones, amplia-
cion que caracterizaremos a continuacion.

Primera etapa del proceso de algebrizacién

Identificamos la primera etapa del proceso de algebrizacion con el momento en
que es necesario considerar el PCA como un todo, es decir, producir una formula-
cion escrita’ (simbolica) del PCA, que ya es, en cierto sentido, una expresion alge-
braica. Aparece entonces la necesidad de construir nuevas técnicas, esencialmente
de “simplificacion”, para trabajar sobre las expresiones algebraicas.

Definiremos expresion algebraica como la formulacion simbdlica de un PCA
que, en general, podremos utilizar para modelizar tanto el proceso de resolucién de
un problema aritmético como su estructura. Por “simplificar un PCA” se entiende
la operacion de transformarlo en otro equivalente® y que, en cierto sentido, sea mas
“sencillo” o més “adaptado” para utilizarlo en una actividad matematica concreta.
Para ello, se introducen simbolos de naturaleza puramente formal (m, ¥, X, ©) que

% El Patron clasico de Anélisis-Sintesis constituye la técnica de resolucién por excelencia de los
problemas aritméticos (Gascon, 1993), entonces un PCA también puede considerarse como la Sinte-
sis de la resolucion (inicialmente oral) de una cierta clase de problemas aritméticos.

* Explicitando su estructura de forma global y, por lo tanto, tomando en consideracién la jerarquia de
las operaciones, las reglas del uso de paréntesis y las propiedades de las relaciones entre ellas (ele-
mentos tecnoldgicos).

® Dado un cierto dominio numérico D, se dice que dos PCA con argumentos n; € D, P(ny,..., ny) y
Q(ny,..., ny) son equivalentes en D < P(ny,..., ny) = Q(Ny,..., n) Vn; € D. Denotaremos esta relacion

mediante el simbolo = haciendo abstraccion del dominio D en el que ambos PCA toman el mismo
valor numérico (siempre que esto no produzca confusion).
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permiten identificar y explicitar los argumentos del PCA y cuyo ambito numérico
debe delimitarse.

VVeamos como una pequefia modificacion en la eleccion de los datos y la incég-
nita del problema PO puede dar lugar a una tarea que se sitta fuera de S, dado que
requiere la explicitacion del proceso de resolucion. Este trabajo ya se ubica en lo
que consideramos la primera etapa del proceso de algebrizacion:

Pla: Piensa un numero, simale el doble de su consecutivo, suma 15 al re-
sultado y, por ultimo, resta el triple del nimero pensado inicialmente.
¢ Qué resultado has obtenido? Repite el proceso con otro nimero diferente
¢, Se obtiene siempre el mismo nimero? ¢ Por qué?

Este problema se puede representar mediante el PCA:

PCA(a, b,c,d):=a+b(a+1)+c-da

Enel caso en que b =2, ¢ =15, d = 3y a es el nimero pensado. Por ejemplo, si
a =49, se obtiene: PCA (49, 2, 15, 3):= 49 + 250 + 15 - 3-49 = 17. Si se toma
a =10, se obtiene: PCA (10, 2, 15, 3):=10+ 211+ 15-3.10=17.

En este PCA, la variable a actia como pardmetro y la incognita del problema
planteado corresponde al resultado obtenido al ejecutar el PCA.

La resolucidn aritmética del problema, es decir la ejecucion del PCA indicado,
proporciona siempre el mismo resultado numérico (17), independientemente del
namero pensado inicialmente a. Aparece, por tanto, una cuestion tecnolégica
(“¢Siempre se obtiene el mismo resultado independientemente del nimero pensa-
do? ¢Por qué?”) que no se puede responder facilmente con las técnicas aritméticas
de la OM inicial®. Para responder a este tipo de cuestiones se requiere traducir la
formulacion retorica del PCA a su formulacion escrita en linea y su posterior sim-
plificacion:

PCA(a, 2,15,3);=a+2(a+1)+15-3a=a+2a +2+15-3a= 17.

Esta operacion justifica que el resultado obtenido al ejecutar el PCA propuesto
en Pla no depende del nimero inicial.

Denotaremos por M1 la OM en la que se lleva a cabo esta primera etapa del
proceso de algebrizacion y que constituye una primera ampliacion de S.

® Aunque es cierto que la simplificacion puede hacerse oralmente en casos sencillos como el que aqui
presentamos, es facil complicar el PCA para hacer que la técnica oral de simplificacion sea impracticable.



550 Ruiz, N., Bosch, M., Gascon, J.

S c M;: Problemas representables por un PCA escrito P(x, al,..., ak) que contiene

un simbolo no numérico x (pardmetro) + técnicas de simplificacion de expresiones
algebraicas.

Los elementos justificativos de esta OM se ven ampliados puesto que, para jus-
tificar la nueva practica matematica, no basta con las propiedades de las operacio-
nes aritméticas entre cantidades de magnitudes. En particular, aparece la necesidad
de ampliar el significado de los signos “+” y “~ para considerarlos no solamente
como signos operativos sino también como signos predicativos (Cid, 2001).

Veamos otro ejemplo de problema situado en M1 (y fuera de S):

P1b: Noelia y Marga piensan, independientemente, sendos nimeros. Noe-
lia multiplica su nimero por 3, resta 18 y acaba dividiendo este resultado
entre 9. Marga resta 4 al nimero que penso, a continuacion multiplica el
resultado por 5y acaba dividiendo el resultado por 10. Si, casualmente,
obtienen el mismo resultado final, ;qué relacion hay entre los nimeros
pensados por Noelia y Marga?

Si denotamos por n el nimero pensado por Noelia y por m el pensado por Mar-
0ga, los resultados obtenidos después de aplicar los respectivos PCA son:

PCA(n, 3, 18, 9):% =% -2 yPCA(M,45, 10)::£m—"151£ =7 -2
Igualando los dos PCA ya simplificados se obtiene n/3 = m/2, es decir, n = %m:

el nimero pensado por Noelia es tres medios del nimero que pensd Marga.

Los ejemplos considerados, P1a y P1b, ponen en evidencia dos tipos particula-
res de cuestiones no resolubles en S que motivan el acceso a la primera etapa del
proceso de algebrizacion. Se puede plantear otro tipo de cuestiones cuya respuesta
requiera ampliar explicitamente el &mbito numérico subyacente a los problemas
aritméticos considerados, comportando por ejemplo, la introduccion de los nime-
ros negativos (Cid y Bolea, 2010).
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En PO los argumentos de los que depende el PCA son datos numéricos conoci-
dos y el dato desconocido es una cantidad. En cambio en Pla y P1b no todos los
datos son numeéricos (algunos son relaciones) y, ademas, la incégnita tampoco es
un resultado numérico. Esta es, esencialmente, la caracterizacion de los problemas
que se sitlan en la primera etapa del proceso de algebrizacion.

En esta primera etapa podemos situar también aquellos problemas cuya resolu-
cién requiere resolver una ecuacién de primer grado donde la incognita aparece
Unicamente en uno de los miembros. Aqui, el significado de la nocién de ecuacion
es el usual y puede expresarse como la igualdad entre dos PCA que contienen (al
menos uno de ellos) una o0 mas incognitas.

Denotamos por M1’ la OM que contiene este tipo de problemas y que esta in-
cluida en M1. Veamos un ejemplo en los que la resolucién consiste en aplicar la
técnica inversa precedida por la técnica de simplificacion:

P1b’: Si en el problema P1b afiadimos la informacion que Noelia penso el
namero 9. ¢ Qué nimero pensd Marga?

Usando la respuesta dada en P1b se obtiene:
3m/2 =9;
m=06
Marga penso el 6.

Puntualizamos que en M1 no existe propiamente una técnica general de resolu-
cion de ecuaciones pero si es posible, como hemos visto, realizar la resolucion de
ciertas ecuaciones muy estereotipadas, caracterizadas por no tener que “manipular
la incognita” porque ésta aparece Unicamente en uno de los miembros de la ecua-
cion (Filloy et al., 2008).

Segunda etapa del proceso de algebrizacion

El paso a la segunda etapa del proceso de algebrizacion se identifica con la ne-
cesidad de igualar dos PCA. Se requiere de nuevas técnicas, las técnicas de cance-
lacion, puesto que hay que manipular una igualdad de dos PCA como un nuevo
objeto matematico (ecuacion). Dichas técnicas tienen por objeto obtener “ecuacio-
nes equivalentes” y no solo PCA equivalentes como pasaba con las técnicas de
simplificacion caracteristicas de M1. Aparece asi un segundo modelo M2 que,
ademas de aumentar el nivel de algebrizacion, amplia y completa M1:
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M, c M.: Problemas representables por una igualdad entre dos PCA con los

mismos argumentos no numeéricos: P (x1, x2, al,..., ak) = Q (x1, x2, b1,..., bs)

+ técnicas de cancelacién

Veamos un problema que se sitda plenamente en M2:

P2: Judit piensa dos numeros positivos n y m. Al triple de n le resta la dife-
rencia entre m y n. Ahora a m le suma n, le suma el triple de my finalmen-
te suma 2 al resultado. Si el resultado de las dos secuencias de
operaciones coincide ¢Qué relacion existe entre ny m?

El primer calculo que hace Judit se puede escribir como:
PCA1(n, 3, m):=3n—-|m-n|;

Y el segundo como:
PCA2(m,n,3,2)=m+n+3m+2=4m+n+2;

En este caso, no conocemos el resultado numérico de ejecutar cada uno de los
PCA, pero si podemos expresar la condicion del problema como una igualdad entre
dos PCA:

3n—m-n|=4m+n+ 2;

Aplicando las técnicas de cancelacion se obtiene:

3n-m-n|+m-n|-2-4m-n=4m+n+2+|m-n|-2-4m-n;

Im=n|= 2n-4m-2;

Acabamos de encontrar una relacién entre las variables my n.

En esta etapa se empiezan a construir las técnicas ecuacionales que modifican el
uso de los signos Y, en particular, del signo “=", entendido en aritmética como in-

dicador para ejecutar una accion y que pasa ahora a representar también una igual-
dad entre los resultados de dos PCA.

A continuacion describiremos una OM incluida en M2, la denominaremos M2'
y tiene la misma relacién con M2 que M1’ tenia con M1. Se trata de la OM que
contiene las tareas resolubles con una ecuacién de una Unica incdgnita, por ejem-
plo:

P2’: Si en el problema P2 afiadimos la informacion que n es el cuadruple
de m menos 20.
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Partiendo de la relacion encontrada en el problema P2 y estableciendo la nueva
relacion n = 4m — 20, se obtiene la ecuacion a resolver:

[20 - 3m| = 2(4m - 20) — 4m - 2.

Después de realizar algunas manipulaciones algebraicas que no detallaremos
aqui, se obtienen una unica solucion n = 68 y m = 22.

La solucion de las tareas de M2’ es siempre un valor numérico concreto. Habi-
tualmente, el modelo dominante del algebra escolar como aritmética generalizada
la reduce al trabajo en M2’, esto es, a la traduccion del lenguaje natural al lenguaje
algebraico y a la resolucidn de ecuaciones con una incognita. Nuestro modelo epis-
temoldgico propone un proceso de algebrizacion mas amplio que no sélo incluye
las tareas de M2 sino que requiere una nueva ampliacion para considerar relaciones
entre PCA con varios argumentos.

Tercera etapa del proceso de algebrizacién

La tercera etapa del proceso de algebrizacion corresponde al momento en que se
requiere una fuerte generalizacion de los problemas de M2 debido a la necesidad
de no limitar del nimero de variables y de no distinguir entre incognitas y parame-
tros.

Por ejemplo, el siguiente problema ya no forma parte de M2:

P3: ¢Qué relacion hay entre el perimetro P y el area A de un triangulo
isdsceles? ¢En qué casos P y A determinan un dnico triangulo is6sceles?

El modelo algebraico considerado no tiene cabida en M2 y se podria expresar
como sigue (no detallamos los calculos aqui):

—2-P-b3 + P2:h2 = 16:-A2.

Se requiere una nueva organizacién matematica, M3, que contiene M2 y consti-
tuye una completacion relativa de ésta (Fonseca, 2004), en el sentido que unifica
los tipos de problemas, técnicas y elementos tedricos de M2.
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M. c Ms: Problemas representables por una formula algebraica sin limitar el nimero

de variables y sin diferenciar las incognitas de los parametros:
PCA(X1, ..., xm, al, ..., an) = 0 + técnicas para estudiar cémo depende

cada variable de las restantes.

Las técnicas para abordar estas cuestiones en el ambito puramente algebraico
son bastante limitadas. Cuando el PCA es mas complejo, por ejemplo cuando no
tiene una estructura “lineal”, se necesita generalmente el paso a la modelizacion
funcional.

Conclusiones

Tomando como ejemplo particular la OM en torno a un tipo de problemas arit-
méticos lineales’, hemos eshozado cdmo podrian materializarse las sucesivas etapas
del proceso de algebrizacion, indicando la razén de ser de cada una de ellas.

El sistema inicial que hemos considerado retoma una actividad realizada por los
alumnos en una etapa educativa anterior, el clculo aritmético, para desarrollarlo y
abordar nuevos problemas que no pueden resolverse con la ejecucion de PCA. A
partir de aqui, el proceso de algebrizacion se presenta de forma sucesiva, amplian-
do cada vez el tipo de problemas que se pueden resolver y las nuevas cuestiones
que surgen. De la escritura de los PCA (primera etapa) se pasa a la necesidad de
establecer relaciones entre PCA con dos argumentos no numéricos (segunda etapa)
0 con un numero cualquiera de argumentos no numeéricos (tercera etapa).

El MER que hemos desarrollado muestra que la razon de ser del algebra escolar
no puede reducirse a la ampliacion de la solucién aritmética de los problemas me-
diante el calculo ecuacional. Se requiere un cuestionamiento “teérico” sobre los
PCA que genere la necesidad de escribirlos para modificarlos y relacionarlos. En
particular, el proceso de algebrizacion elemental culminaria en M3 (trabajo con
férmulas) y no en M2’ (trabajo con ecuaciones).

Mas alla de la ESO, el desarrollo del modelo epistemol6gico que hemos descri-
to aqui conduce hacia los niveles de modelizacion (algebraico)-funcional y al uso

" Hemos preferido usar ejemplos de PCA con estructura “lineal” porque son més adecuados para el
proceso de introduccion del instrumento algebraico. Sin embargo, para ejemplificar el salto que
representan las sucesivas etapas del proceso de algebrizacién es mas adecuado utilizar PCA no linea-
les.
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de las técnicas del célculo infinitesimal, aportando asi cuestiones problematicas que
constituiran una posible razon de ser al célculo diferencial de Bachillerato (Ruiz-
Munzén, 2006). Nuestro trabajo actual se concentra en el analisis de la experimen-
tacion de secuencias de ensefianza basadas en este modelo, tanto en la ESO como
en el bachillerato.
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