CARACTERIZACION DEL CONOCIMIENTO
MATEMATICO PARA LA ENSENANZA
(MKT) DE MATRICES EN
BACHILLERATO

Sosa, L., Carrillo, J.

Universidad de Huelva

Resumen

En este articulo se presentan los resultados correspondientes al analisis del MKT para
ensefiar matrices en bachillerato. Intentamos identificar y comprender los dominios del
MKT que ponen en juego dos profesoras de dicho nivel al ensefiar el tema de matrices. De
este estudio exploratorio pudimos obtener mas evidencia de un subdominio, el KCT, del
cual pudimos clasificar dos categorias: uso de ejemplos y gestion de la participacion y
dentro de esta Ultima, las subcategorias: preguntas y respuestas.

Abstract

This paper presents the results of an analysis of mathematical knowledge for teaching
(MKT) in the Spanish upper secondary (high school). We aim to identify and account for
the domains of MKT deployed by two teachers working on the topic of matrices at this
level. From this exploratory study we were also able to obtain evidence of a subdomain of
knowledge of content and teaching (KCT), two categories of which could be identified: use
of examples and management of participation, and within this latter, the subcategories of
questions and answers.
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La formacion continua del profesorado de matematicas de bachillerato, en su
mayor parte, se organiza desde los CEPs y las Consejerias de Educacion (con
diversos formatos) o desde asociaciones del profesorado. Sin embargo, es noto-
ria la ausencia de una institucién que tenga la encomienda de reglar la consis-
tencia de la secuenciacion y del seguimiento de esa secuencia de los temas
ofrecidos para su formacion. A la inconsistencia y escasez de propuestas forma-
tivas, hemos de afiadir la ausencia de un modelo tedrico que describa especifi-
camente el MKT* en bachillerato.

Este articulo forma parte de una investigacion sobre el MKT de dos profesoras,
en los contenidos de Algebra en segundo de bachillerato (alumnos de 17-18 afios).
Una de ellas imparte matematicas a la especialidad de Ciencias Sociales y otra, al
Cientifico-Tecnologico, incluyendo varios temas: matrices, determinantes, sistemas
de ecuaciones lineales y programacion lineal. En este escrito describimos sélo la
caracterizacion del MKT en bachillerato evidenciada por las dos profesoras en el
tema de matrices.

Un modelo para el MKT

La discusion de la complejidad del conocimiento profesional es una pre-
ocupacion constante de los investigadores en Educacion Matematica, habien-
do ocurrido, como prueba de esa preocupacion, un Research Fora en el PME
(2009)?, titulado Teacher knowledge and teaching: considering a complex
relationship through three different perspectives en el que se han discutido
tres perspectivas: Mathematics for teaching (Davis y Simmt, 2006),
Knowledge Quartet (Rowland, Huckstep y Thwaites, 2005) y Mathematical
knowledge for Teaching (Ball, Thames y Phelps, 2008).

En la propuesta de Davis y su grupo de investigacion denominada Mathematics
for teaching (MfT), ven a los profesores como sistemas y les interesa saber como
aprenden, estos investigadores distinguen a las matematicas para la ensefianza co-
mo una rama especifica dentro de las matematicas y organizan sus investigaciones
en torno a ‘estudio de conceptos’ (concept studies). En la perspectiva de Rowland
y colaboradores conocida como Knowledge Quartet se aporta un marco teérico
desarrollado inductivamente a partir del andlisis de clases videograbadas de estu-
diantes para profesor de primaria, proponen cuatro categorias del conocimiento:
fundamentos, transformaciones, conexiones y contingencias. Y finalmente,
Mathematical knowledge for Teaching propuesto por Ball y sus colegas, sus inves-

! Denotaremos el Conocimiento Matematico para la Ensefianza con MKT por sus siglas en inglés
(Mathematical Knowledge for Teaching) porque es un término bastante acufiado por Deborah Ball y
su grupo de investigacion.

2 En la reunién del grupo de Psychology of Mathematics Education (PME) celebrado en Tesalénica,
Grecia 2009.
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tigaciones se centran en el MKT, en particular en nivel primaria, estudiando dicho
conocimiento a partir de la préctica del profesor; ellos proponen un modelo en el
que hacen un refinamiento a los dominios del conocimiento del contenido (SMK) y
didactico del contenido (PCK) propuesto por Shulman (1986) adaptado a las ma-
tematicas, incluyen el KCC en el PCK, obteniendo asi s6lo dos grandes parcelas
(como se muestra en la Figura 1): SMK'y PCK.

Shulman (1986) propone tres dominios basados principalmente en la idea cen-
tral de enfocar los estudios al rol del contenido a ensefiar: Conocimiento del conte-
nido a ensefiar (SMK), referido al conocimiento del contenido y su estructura.
Conocimiento didactico del contenido (PCK) constituido por el conocimiento del
contenido que incorpora los aspectos mas relacionados a su ensefianza. Y conoci-
miento curricular (KCC), consiste del conocimiento sobre qué contenidos deben
aprender los estudiantes y la orientacion que deben tomar esos contenidos en el
aprendizaje (incluye los materiales curriculares de los que hace uso el profesor).

En este estudio recurrimos a Ball et al. (2008), porque nuestro objetivo es identificar los
subdominios del MKT y en el modelo presentado por Ball et al. se hace una distincién entre
diferentes tipos de conocimiento matematico para la ensefianza; porque es un modelo que
surge directamente del estudio y analisis de la practica del profesor y porque en este modelo
se le da un enfoque particular al conocimiento especializado del contenido, es decir, al cono-
cimiento matematico (puro) propiamente necesario por los profesores para afrontar sus mal-
tiples tareas en la ensefianza.

Conocimiento didactico del
contenido PCK

Conocimiento del contenido SMK

o

Conocimiento

Conocimiento del contenido y de los
alumnos (KCS)

comun del conteq Conocimiento

nido o Conocimiento del
Especializado

contenido y de la
o del contenido ensefianza (KCT)
Conocimiento del
horizonte matemé- (SCK)
tico (HCK) Conocimiento curri-
cular (KCC)

FIGURA 1. DOMINIOS DEL MKT (BALL ET AL., 2007)
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De estos subdominios podemos destacar lo siguiente:

El CCK es el conocimiento matematico y habilidades necesarias para resolver
las tareas que los alumnos realizan. El SCK es el conocimiento matematico y habi-
lidades que son propias/Unicas de la profesion de los profesores, pues incluye su
capacidad para distinguir, averiguar, valorar e interpretar la validez de diversas e
inesperadas respuestas de los alumnos. Y el HCK se refiere al conocimiento de la
trayectoria de un contenido matematico a lo largo de las diversas etapas educativas,
asi como las conexiones intra y extramatematicas.

Por su parte, el KCS incluye las habilidades que tienen los profesores para pre-
decir lo que a los alumnos les parecera facil, dificil, interesante, aburrido, agobiante
o motivador. ElI KCT se refiere a las habilidades para saber qué representaciones
son mas adecuadas para ensefiar un contenido especifico y usar diferentes métodos
y procedimientos para ensefiar ese contenido matematico.

Metodologia

Se expone una investigacion enmarcada dentro del paradigma interpretativo
(Latorre, et al. 1997), porque intentamos comprender e interpretar el MKT en ba-
chillerato, es decir, estudiamos un aspecto de corte cognitivo. Por tanto, el investi-
gador juega un papel importante en dicha interpretacion, caracteristica distintiva de
este paradigma (Bogdan & Biklen, 1994).

Participantes

Las participantes en esta investigacion son dos profesoras (Emi y Aly),
seleccionadas intencionalmente para que dieran informacion a los objetivos de la
investigacion, son reconocidas como excelentes profesionales por sus colegas, su
institucion y sus propios alumnos. Las dos imparten matematicas en segundo afio
de bachillerato en Espafia (Emi ensefia a estudiantes de Ciencias Sociales (CS) y
Aly, a estudiantes de Cientifico Tecnoldgico (CT)), son licenciadas en Matemaéticas
y poseen varios afos de experiencia en la ensefianza (Emi, 21; Aly, 13).

Coleccion de datos y analisis

El equipo de investigacion asistio simultdneamente durante tres meses, a las cla-
ses de Emi y Aly con los estudiantes de CS y CT respectivamente, de ellas se fil-
maron 15 de cada una, con una duracién aproximada de 50 minutos por clase, la
camara fue enfocada a la profesora y colocada detras de los estudiantes tratando de
alterar la observacion lo menos posible. La observacion no participante se com-
plementd con notas de campo por parte de la investigadora, cuestionarios y entre-
vistas (instrumentos utilizados para triangular los resultados). Los datos que
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presentamos en este articulo provienen de las transcripciones de 8 de las clases
filmadas (cuatro por profesora) correspondientes solo al contenido de matrices.

Para el analisis de los datos tomamos dos instrumentos, uno para organizar la
informacion de las transcripciones y poder analizarlas (adaptamos un modelo ci-
mentado en las ideas de otros anteriores para modelar la ensefianza®) y otro para
identificar los subdominios del MKT (Ball et al., 2007), con la alerta permanente
de descubrir posibles subdominios nuevos o matizar los existentes.

Analisis de las clases observadas

El analisis de las clases es realizado a partir de tres acercamientos.

En el primer acercamiento, basados en las transcripciones y usando los dos ins-
trumentos mencionados arriba, identificamos los subdominios del MKT en todas
las clases, que fueron divididas en episodios y sub-episodios fenomenol6gicamente
coherentes de manera recurrente, regidos por un objetivo. De este primer acerca-
miento obtuvimos una primera clasificacion de descriptores evidenciados para cada
uno de los subdominios del MKT.

En el segundo acercamiento se hizo una seleccion de cuatro clases (2 por profe-
sora) para analizarlas nuevamente con mayor profundidad, atendiendo a los si-
guientes criterios marcados por la propia naturaleza de esta investigacion: 1.
Aquellas donde se evidencie un mayor nimero de subdominios (no necesariamente
distintos) del MKT, 2. Aquellas en las que queden representados todos los descrip-
tores de la clasificacion obtenida en el primer acercamiento, y 3. Aquellas en las
que se activen distintos subdominios del MKT, y no solo KCT y CCK, que son los
dos subdominios de los que se obtuvo mas evidencia.

El tercer acercamiento es la fase de construccion de nuevos descriptores y refi-
namiento de los identificados previamente, asi como de la verificacion de que la
adaptacion de la informacion, evidenciada de la practica de las dos profesoras,
corresponda a esos descriptores en su totalidad (en esta fase se va puliendo simul-
tdneamente el primer y segundo acercamiento al andlisis), aspirando a la calidad de
estudios cualitativos.

De estos tres acercamientos al analisis de las clases de las dos profesoras al en-
sefiar el contenido de matrices, obtuvimos algunos descriptores del MKT, los cua-
les concretamos en la siguiente caracterizacion.

® El modelo presentado por Schoenfeld (2000), y las adaptaciones efectuadas por Monteiro, et al.
(2008) al area de las ciencias y por Ribeiro, et al. (2008) a la matemética en temas de primaria.
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Caracterizacion del MKT de matrices en bachillerato

CCK

El CCK, en este caso, consiste principalmente en saber la definicién de matri-
ces; saber lo que caracteriza a los distintos tipos de matrices; saber hacer ejemplos
(o ejercicios); saber la operatividad, propiedades, utilidad o aplicacion de matrices
y saber o conocer cuando sus estudiantes tienen una respuesta correcta/incorrecta®.

SCK
De este dominio s6lo encontramos un descriptor.

Consideramos el siguiente como descriptor del SCK porque es el profesor, a di-
ferencia de otros profesionales, el que cae y hace caer en la cuenta de ese conoci-
miento matematico especializado para la ensefianza, es decir, de que no se pueden
multiplicar tres matrices al mismo tiempo.

Saber que la multiplicacion de matrices es una operacién binaria, y que por tan-
to en el caso en que haya que multiplicar tres matrices, se debe colocar paréntesis o
simplemente tomar en cuenta que hay que efectuar el producto de dos matrices
primero, es decir, saber que no hay forma de multiplicar tres matrices simultanea-
mente.

(Emi clase 4, lineas 409-415)

409 Emi: La propiedad asociativa A por B por C [(AB)C],

410 si tengo que multiplicar tres matrices ¢cémo lo hago?
411 Tres matrices no se pueden multiplicar, es decir,

412 si me dicen A.B.C no hay forma.

413 Es Multiplicamos A por By luego por C.

414 Emi: Bueno, ¢pero cuales vamos a tomar primero?

415 Primero B 'y C o primero A por B.

* En este dominio y en los posteriores, por cuestiones de espacio no podemos mostrar la evidencia de
cada uno de los aspectos que hemos descrito anteriormente, sélo escribiremos una o dos unidades de
informacion.

% Es es el seudénimo de los estudiantes en conjunto.
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HCK

Otro de los subdominios de los que no se obtuvo mucha evidencia fue el HCK;
a continuacion mostramos el descriptor que encontramos:

Saber que las propiedades de las matrices constituyen la estructura de espacio
vectorial (aunque no aborde el tema de estructura de espacio vectorial porque el
programa para CS no lo incluye).

Emi les comenta que las propiedades de las matrices estan relacionadas con otro
tema mas general, estructuras algebraicas (espacio vectorial), que en este bachille-
rato [de CS] no estudian estructuras [algebraicas] pero en el CT si.

(Emi clase 4; lineas 170-172, 182-185)

170 Emi: | si nosotros estudiaramos estructuras algebraicas,

171 estas propiedades son muy importantes

172 porque junto con las de la suma,

182 en matematicas de ciencias [bachillerato cientifico tecnolégico] si,
183 se habla de estructuras de espacio vectorial,

184 de todas formas cuando hagamos ejercicios si vamos a aplicar
185 estas propiedades [de matrices] que por eso os estoy dando,

KCS

Los descriptores correspondientes a este dominio responden a aspectos previso-
res de las profesoras para ensefiar matrices a estos estudiantes: Prever las dificulta-
des y necesidades que puede tener un estudiante, la confusion que pudiera tener el
estudiante con algo que se esté viendo en clase o posteriormente en las clases si-
guientes, una posible situacion concreta susceptible de error para los estudiantes en
ejercicios posteriores o que los estudiantes pueden suponer una idea errénea sobre
alguna propiedad de matrices. Ademas de saber lo que a los estudiantes les parece-
ra cansado y aburrido al presentarles matrices.

Ejemplo referente a prever una posible situacion susceptible de error para los
estudiantes.

La situacion es mostrada por Aly como medida preventiva en situacion de ries-
go de error de los estudiantes, ella se adelanta a una situacion que podrian tener los
estudiantes en ejercicios posteriores y con el objetivo de que tengan idea de lo que
deben hacer ante una situacion similar a la que les plantea, Aly les comenta el caso
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en el que al diagonalizar una matriz, en la diagonal principal obtuvieran 1, 3, 1 en
lugar de 1, 1, 1 y que en ese caso sélo habria que multiplicar por 1/3 toda la fila en
la que se encuentra el 3.

(Aly clase 4, lineas 520-533)

520 | Aly: Pero vamos a ver, que sucederia si ya hubiéramos obtenido los
ceros

521 y en la diagonal en lugar de tener 1, 1, 1, tuviéramos 1, 3, 1

522 ¢qué hacemos para quitar de aqui ese 3?

523 ¢qué se os ocurriria?, ¢nada?,

524 Si yo quiero conseguir un 1y tengo un 3

525 ¢qué hago para quitar de ahi eso? ¢qué haria?

526 |E11% Dividir entre 3.

527 | Aly: Dividir toda la fila [en la que se encuentra el 3] entre tres
528 o multiplicar por un tercio que es lo mismo,
529 bueno ya digo que este no es el caso pero cuando pase €so
530 pues ya sabéis lo que hay que hacer,
531 dividir toda la fila entera por un nimero
532 o multiplicar toda la fila entera por un ndmero,
533 eso esta perfectamente definido, vale.
KCT

En este dominio, de acuerdo a los descriptores evidenciados, podemos estable-
cer dos categorias:

Uso de ejemplos

En esta categoria podemos distinguir la capacidad para decidir con qué ejemplo
0 ejercicio empezar, cuando y cuales usar para enfatizar, reforzar o generalizar
cierta idea matematica (eg las propiedades de las matrices); para considerar la apli-
cacion del concepto en un ejemplo para ir induciendo luego la definicién del con-
cepto (eg Emi considera la aplicacion de matrices en el ejemplo de criptografia

® E11 es seudénimo del estudiante etiquetado con el niimero 11.
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para ir induciendo luego la definicién de matriz, E1, p2A) o para aprovechar el
ejemplo para hacerles notar, explicitamente al desarrollar el ejemplo los aspectos
relevantes del contenido matematico que pretende ensefiar ese dia en clase. Tam-
bién obtuvimos evidencia de la capacidad para improvisar la construccién y pre-
sentacion de un ejemplo para enfatizar cierta idea matemaética, de tipo
contextualizado (en su entorno, en el que los protagonistas son los propios estu-
diantes y se pretende que vean que las matrices se utilizan en estudios socioldgicos
para ver la opinion que tienen esas personas de si mismas dentro de un grupo) o no
contextualizado (un ejemplo parecido al que pudiera aparecer en el libro de texto
tradicionalmente).

Ejemplo referente a aprovechar el ejemplo para hacerles notar aspectos relevan-
tes del contenido matematico que pretende ensefiar ese dia en clase.

Emi les da los elementos de esta matriz y les hace notar en el ejemplo de la
matriz de 4x5:

El nimero de filas y columnas que tiene esa matriz.
Que los elementos de la matriz pueden ser enteros y fraccionarios.

Cdémo localizar un elemento sabiendo los subindices, es decir, hacerles ver que para
localizar un elemento s6lo hay que contar la fila y la columna para conocer su posi-
cion.

(Emi clase 1, lineas 370-387)

Gestidn de la participacion. En esta categoria podemos destacar dos sub-
categorias:

Preguntas. Aqui podemos distinguir la capacidad para introducir una nueva
pregunta para hacerles ver que es equivocada la respuesta de un estudiante y orien-
tar la pregunta a la respuesta que la profesora quiere escuchar; para ir haciendo
preguntas a los estudiantes sobre cierta idea, no necesariamente a cierto estudiante
(algunas veces las contesta ella misma y otras los estudiantes), hasta llegar a escu-
char lo que la profesora desea; y para formular una nueva pregunta para introducir
un nuevo concepto.

Ejemplo referente a introducir una nueva pregunta para hacerles ver que es
equivocada la respuesta de un estudiante y orientar la pregunta a la respuesta que
quiere escuchar.

En este caso, Emi habla de una matriz de dimensiéon mxn y pregunta qué tipo de
nimeros serdn m y n. E3 contesta que son enteros y entonces Emi les hace notar
gue eso no tiene sentido, hasta escuchar que my n son naturales.
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(Emi clase 1, lineas 258-264)

258 |Emi: ¢my nqué seran?

259 ¢ QUué tipos de nimeros?

260 |E3" Enteros.

261 Emi: ¢Enteros?

262 ¢ Tendria sentido que m y n fueran nimeros negativos o decimales?
263 | ES8: Naturales.

264 | Emi: Naturales, muy bien m y n van a ser siempre nimeros naturales

Respuestas. Aqui podemos destacar que se observa la capacidad para decidir
qué respuestas de los estudiantes aceptar, cuales ignorar y cuéles destacar para
usarlas luego; para orientar una respuesta correcta a un lenguaje matematico acep-
tado en la matematica escolar por convencién matematica; y para aprovechar una
respuesta incorrecta para hacer ver las consecuencias en el contenido.

Ejemplo referente a orientar una respuesta correcta a un lenguaje matematico
aceptado en la matematica escolar, es decir, atendiendo o enfocado a una conven-
cion matematica. En este caso E3 da una respuesta correcta respecto a la ubicacién
del elemento de la matriz con subindices 2 y 3, E3 responde que ese elemento esta-
ria en la tercera columna, segunda fila, pero Emi orienta esa respuesta para que se
vayan acostumbrando a decir primero el nimero de filas y luego el nimero de co-
lumna, en concordancia con esa convencién matematica.

(Emi clase 1, lineas 330-335)

330 |Emi: Entonces por ejemplo el elemento a dos tres, el que tiene los subindices
331 2y 3, ¢dénde esté situado?

332 |E3: En la tercera columna segunda fila.

333 |Emi: | Vamos a ver, aunque da lo mismo decir primero el nimero de columnas
334 y luego el nimero de filas, nos vamos a acostumbrar a dar primero el
335 namero de filas y luego el nimero de columnas.

" E3 'y E8 son seuddnimos de los estudiantes etiquetados con el nimero 3 y 8 respectivamente.
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KCC

Su conocimiento curricular esté orientado a saber qué contenidos deben apren-
der los estudiantes y la orientacion que deben tomar esos contenidos en el aprendi-
zaje y sus principales fuentes son: Programacion, libro de texto y temario para
examen de admision en la universidad.

Conclusiones

Consideramos que una de las principales aportaciones del trabajo es obtener un
primer acercamiento al estudio del conocimiento matematico para la ensefianza en
el gremio de profesores de bachillerato, en este caso presentamos los principales
descriptores que permiten hacer una primera caracterizacion del MKT en matrices
y que en este estudio exploratorio pudimos obtener més evidencia del KCT, del
cual pudimos clasificar categorias y subcategorias, o que puede resultar 16gico si
consideramos que lo que analizamos es la ensefianza del profesor directamente
desde su practica.

Coincidimos con Rowland et al. (2009, p.72) en que los ejemplos son usados
todo el tiempo en la ensefianza de las matematicas y para algunas razones diferen-
tes. En nuestro estudio pudimos observar que las profesoras hacen uso de los
ejemplos para distintas razones, tanto para presentar después del ejemplo la defini-
cion del concepto, como para aprovechar el ejemplo para hacer hincapié en los
aspectos mas relevantes del contenido, ademas de ponerse en evidencia su capaci-
dad para improvisar la construccion de ejemplos debida a su experiencia al impartir
el tema de matrices.

En cuanto a la gestion de la participacion, se destaca la evidencia de que las pro-
fesoras ya tienen bien estructurado en su mente lo que desean ensefar en la clase,
de tal forma que tratan de ir haciendo preguntas orientadas a lo que desean impartir
(algunas veces se contestan ellas mismas), de tal forma que cuando los estudiantes
responden, ellas orientan esas respuestas nuevamente a la estructura prevista por
ellas.

Los seis subdominios del MKT son claves para ensefiar matematicas, pero de
acuerdo con Ball et al. (2007, p34) el SCK es uno de los subdominios que podria
ser mas interesante para el investigador. Plantearse el SCK es a nuestro juicio, una
de las grandes aportaciones del modelo teérico de Ball y sus colegas, por la propia
definicion de éste.

Para finalizar, cabe mencionar que los descriptores que nos permitieron caracte-
rizar el MKT de matrices en bachillerato aln estan en refinamiento y construccién-
reconstruccion porque nos interesa sustentar los subdominios del modelo que pre-
tendemos construir para el MKT en bachillerato.
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