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Resumen

Presentaremos una sintesis del estado del arte de las investigaciones realizadas, desde la
Didactica de la Matemdatica, sobre la enserianza y el aprendizaje del dalgebra lineal.
Observamos que un grupo de ellas se resalta la importancia de las conversiones entre
diferentes registros de representacion, mientras que otros grupos de investigaciones
resaltan los niveles de descripcion, los puntos de vista y los modos de razonamiento. En
segundo lugar, presentaremos investigaciones basadas en andlisis historicos y
epistemologicos. Todo ello prueba la riqueza del dlgebra lineal como un campo de

investigacion en Diddctica de la Matematica.

1. Estado del arte de la investigacion en didactica de las matematicas del algebra

lineal

Dorier (1998) presenta una sintesis de varios trabajos realizados sobre la ensefianza y
aprendizaje del Algebra Lineal y afirma que la investigacién de Harel (1985)
constituye uno de los componentes esenciales para comprender la vasta reforma de la
enseflanza del Algebra Lineal, en la década de los ochenta en los Estados Unidos. El
Grupo de Estudio del Curriculo Linear Algebra (LACSG), comité de profesores de
todo Estados Unidos, reflexionan sobre una reforma de la educacion universitaria en
algebra lineal (Carlson y al., 1993). Este grupo elabord un documento, en forma de
recomendaciones, que se organizan en torno a cuatro ejes: La demostracion, un tiempo
suficiente para la ensefianza del algebra lineal, nuevas tecnologias educativas y los

contenidos que deberian incluirse.

Harel (1985) utiliza tres principios de concretizacion, necesidad y generalizacion para
explicar las dificultades que enfrentan los estudiantes para tratar con ejercicios
elementales de algebra lineal en los que los vectores son funciones, por el hecho de

que el concepto de funcion como vector no es concreto para ellos. En otras palabras,
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los estudiantes no construyen el concepto de funcion, como un objeto matematico,

como una entidad en un espacio vectorial.

Un requisito previo para la realizacion del principio de concretizacion es que los
estudiantes construyan la comprension de un concepto en un contexto concreto para
ellos. Este requisito es la base de un programa de algebra lineal que Harel (1985)

desarrolld para estudiantes de secundaria.

Por el principio de necesidad, “para que los estudiantes aprendan lo que pretendemos
enseflarles, deben tener una necesidad de ello, donde “necesidad” se refiere a la

necesidad intelectual, no la necesidad social o econémica” (Harel, 2000, pag 185).

Como ha observado Harel en experimentos, los estudiantes no s6lo no ven la necesidad
del concepto de espacio vectorial, sino por ejemplo que tampoco comprenden la

afirmacion de los axiomas del espacio vectorial.

Mientras que los dos primeros principios se refieren al aprendizaje, el principio de

generalizacion esta mas ligado a la ensefianza del algebra lineal.

En consecuencia, el trabajo de Harel se basa explicitamente en una progresion gradual
en la generalizacion. La posible confusion entre el objeto vector y su representacion
analitica practicamente no se aborda. Sin embargo, varios estudios han demostrado
que la necesidad de separar los objetos de sus diferentes representaciones es uno de
los problemas esenciales del aprendizaje del algebra lineal, particularmente en
América del Norte (trabajo de Hillel y Sierpinska). En esa misma linea, Dorier (1998),
comenta que el concepto de espacio vectorial es central en el algebra lineal, un curso
de algebra lineal en el primer afio de la universidad, no puede abordar directamente la
presentacion axiomatica de la estructura del espacio vectorial. El vector elemento de
un espacio vectorial puede representar varios objetos matematicos de muy diferentes
naturalezas. Un curso de algebra lineal debe hacer frente a la generalidad del tipo de
representacion. En Francia y en paises como Marruecos, por ejemplo, la tradicion es
que uno introduce desde el primer afio de universidad la teoria mas general
(axiomatica) con ejemplos geométricos, mientras que en América del Norte o Brasil,
el marco de las tuplas y el calculo de la matriz siguen siendo predominantes en la
educacion temprana. Sin embargo, cualquiera que sea la eleccion de los programas,

todos los estudios, llevados a cabo en estos paises, muestran que en el centro de las
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dificultades se encuentran los problemas para manejar la generalidad de los objetos
introducidos y la naturaleza formal y abstracta de los nuevos conceptos, vinculandolos
con los conocimientos ya adquiridos en la educacion secundaria. Asi Dorier concluye
que el formalismo asociado a esta teoria parece ser una fuente de dificultades. Los
estudiantes tienen dificultad para poner significado de ciertos conceptos, por falta de

una conexion mas visible con sus conocimientos previos.

Dorier concluye que, bajo diversos marcos analiticos, aparecen la riqueza de las
interacciones y los posibles juegos entre los diferentes modos de razonamiento o
representacion tanto en el funcionamiento del conocimiento como en el proceso de

aprendizaje y las dificultades que genera.

Asimismo, Dorier comenta el trabajo de Investigacion Raymond Duval (1993 y 1995)
que se basa sobre registros de representacion semioética y el funcionamiento cognitivo.
Segun Duval "representaciones semioticas son producciones realizadas por el uso de
sefales que pertenecen a un sistema de representacion que tiene sus propias
limitaciones y la importancia operativa" (Duval, 1993, p.39). La tesis apoyada por el
autor es que "las representaciones semioticas no son sélo medios de exteriorizar las
representaciones mentales con fines de comunicacidn, sino que son también esenciales
para la actividad cognitiva del pensamiento". Se distingue la Semiosis como la
aprehension o la produccion de representacion semidtica. Noesis, aprehension

conceptual de un objeto.

En su tesis, Pavlopoulou (1994), presentd un analisis de cuatro investigaciones
realizadas durante dos afios, en una seccion de primer afio de Diploma de Estudios
Universitarios Generales (DEUG) en Estrasburgo. Este analisis demuestra muy
claramente que el nivel de competencia de los estudiantes en las actividades de
conversion es generalmente muy bajo y que la presencia de registro simbélico es un
factor importante de fracaso. Sin embargo, una pregunta planteada por el delicado
analisis, sin resolver lo que realmente es que, la comprension conceptual del vector
como parte de un espacio formal del vector y la capacidad de convertir al registro

simbdlico es la causa o efecto.

Para Joel Hillel y Anna Sierpinska (1995), la comprension del algebra lineal requiere
que los estudiantes empiecen a pensar en objetos y operadores de algebra no en

términos de relaciones entre matrices, vectores u operadores particulares, sino en
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términos de estructuras enteras de objetos como: espacios vectoriales sobre algebras
y clases de operadores lineales, que pueden ser transformados, representados de
diferentes maneras y considerados como o no isomorfos. Los autores utilizan el

enfoque de Piaget y Garcia (1989) Intra, inter y trans-nivel de pensamiento.

Hillel y Sierpinska asocian esta dificultad con la complejidad de los vinculos entre
varios tipos de lenguajes. El lenguaje de la teoria general (espacio vectorial,
subespacio, dimension, operadores, kernel, etc.) llamado lanzamiento abstracto. El
lenguaje de la teoria mas especifica de K"(tupla, matriz, rango, soluciones de un
sistema de ecuaciones, etc.) llamado lenguaje algebraico. El lenguaje geométrico del
espacio bidimensional o tridimensional (vector geométrico, puntos, lineas, planos y

transformaciones geométricas) denominado lenguaje geométrico.

Anna Sierpinska, Asrtrid Defence, Tsolaire Khatcherian y Luis Saldanha , estos
autores distinguen tres modos de razonamiento (o pensamiento) en el trabajo conjunto
en algebra lineal; los describen como sintéticos-geométricos, analiticos-aritméticos y

analiticos-estructurales.

Asi, Sierpinska et al. no consideran los modos de pensamiento geométrico, analitico,
aritmético y estructural como etapas en la evolucion del pensamiento algebraico, sino
como formas de razonar y ver cosas que son utiles especialmente cuando estan en

interaccion. Asi es como se proponen ver su papel en la ensefianza.

Sin embargo, algunos ejemplos también muestran que los estudiantes no siempre
prefieren un argumento analitico-aritmético para un argumento estructural o un
argumento aritmético-geométrico sintético analiticamente argumento. El analisis de

los autores sugiere que los estudiantes pueden ser muy creativos en el razonamiento.

Alves Dias se centra en los problemas de articulacion entre diferentes representaciones
simbolicas de los sistemas de algebra lineal, (Alves - Dias. 1993) y (Alves - Dias y
Artigue, 1995), muestran que las primeras nociones son por lo general introducidas
algebraicamente: la representacion simbdlica intrinseca, la representacion por

coordenadas, la representacion por ecuaciones y matrices.

Mostraron una dificultad fuerte para que los estudiantes usen los conceptos de algebra

lineal en marcos formales fuera de las tareas rutinarias donde se puede poner en
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practica una técnica precisa. Estos analisis han permitido especificar la naturaleza de
lo que los autores han llamado el obstaculo del formalismo. Muestran que, mas que
cualquier otro contenido ensefiado al mismo nivel, la teoria de espacios vectoriales
aparece como un dominio abstracto y formal para los estudiantes que se sienten
ahogados por las nuevas definiciones y les resulta dificil relacionarse con lo que tienen

previamente aprendido (Dorier, 1998).

Los primeros estudios historicos (1990a Robinet 1986 Dorier, parte 1) mostraron que
la teoria de espacios vectoriales era muy reciente. Aunque los primeros intentos de
axiomatizacion datan de finales del siglo XIX, la teoria de los espacios vectoriales no
comenzod hasta 1930. Durante mas de 40 afios, los enfoques analiticos
(predominantemente basados en la teoria determinante) han prevalecido. Asi, el
analisis historico muestra las complejidades epistemologicas relacionadas con la
adopcion de la teoria axiomatica de espacios vectoriales como marco para el

tratamiento de problemas lineales.

El formalismo es, por su parte, intrinseca a la misma teoria, y aparece como un

requisito previo para la unificacion y generalizar aspectos.

Las condiciones descritas anteriormente sugieren la dificultad didactica. De hecho,
(como explicar esta dimension epistemoldgica del algebra lineal en su ensefianza?
Mas precisamente, ;coOmo podemos mostrar en un solo problema, o incluso en varios,
el interés de tal teoria, que es justamente hacer posible unificar varios promoviendo
generalizaciones? Esta dificultad fue examinada al principio de la investigacion de

Dorier-Robert-Robinet-Rogalski.

Fue en este proceso dialéctico de reflexion epistemolodgica entre analisis historico y
analisis didactico que se constituyd un enfoque basado en la nocion de apalancamiento

meta. Esta nocion habia sido introducida por Robert y Robinet (1993 y 1996).

Los primeros analisis didacticos revelaron dificultades en el uso de la definicion
formal de este concepto de dependencia lineal. Por otra parte, al pedirle a los
estudiantes que han dado una respuesta falsa ilustrar la geometria propuesta, la
mayoria se dan cuenta inmediatamente de que hay un error, sin embargo, no son

capaces de identificarlo.
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En las principales etapas del desarrollo historico, la dependencia lineal se basa en el
estudio de sistemas de ecuaciones lineales. Uno de los primeros textos que ponen
explicitamente este concepto hacia adelante se debe a Leonhard Euler y se titula: Sur
une Contradiction Apparente dans la Doctrine des Lignes Courhes, que data de 1750.
Euler analiza la llamada paradoja de Cramer. El estudio del problema lleva a
cuestionar el hecho de que un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
siempre determina una solucién unica, que es, al parecer, era el momento

implicitamente admitido por todos.

Ousman (1996), en su trabajo ha demostrado que los estudiantes universitarios (antes
de la ensefianza del algebra lineal) tienen concepciones similares de dependencia
inclusiva en las ecuaciones lineales. Pero las dificultades de los estudiantes no
muestran que una resistencia de su concepcion de dependencia inclusiva impida un

buen uso de la definicion formal.

Esta observacion los lleva a la hipotesis de que la dificultad didactica es en realidad
mas global, procede del proceso de generalizacion en el trabajo en la transicion a la

teoria de los espacios vectoriales.

Desde un punto de vista logico, existe una equivalencia de concepciones primitivas
con el concepto formal en cada uno de sus campos de aplicacion. Este doble analisis
historico-didactico muestra que la dificultad consiste en acceder al concepto formal a
través de un proceso que tenga en cuenta las concepciones primitivas y las

caracteristicas epistemologicas de este tipo de generalizacion unificadora.

Se trata basicamente de introducir un «salto cualitativo» desde el comienzo de la
formacion universitaria del dlgebra lineal, en sustitucion de la resolucion de problemas

por la del estudio mas tedrico de los sistemas.

La ensefianza del algebra lineal a nivel universitario. Analisis didactico y

epistemolégico

Lalaude (2016), en su investigacion comenta experiencias que ha tenido al desarrollar
su investigacidon con estudiantes de nivel universitario precisamente en la asignatura

de algebra lineal, presenta una sintesis de varios trabajos realizados sobre didactica de
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la matematica en la ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal.

Al respecto dice, que la linealidad aparece como un concepto esencial en matematicas
(Ellenberg, 2014) y por su ensefianza (Rouche, 2002). Desempeina un papel decisivo

en la ensefianza de algebra.

Asi mismo comenta que, a nivel de la educacion superior, el algebra lineal es un
dominio o campo matematico en el curriculo de la mayoria de las materias
matematicas que se ensefian. Este es el caso de las Clases de Preparacion con las

Grandes Escuelas (CPGE) en el que basa su trabajo.

El proposito de Lalaude, en su obra es tratar las transformaciones lineales en espacios
vectoriales finito-dimensionales mediante los métodos de las teorias mas generales.

(Halmos, 1942, prefacio, pag. V).

Por lo tanto, su trabajo de investigacion en didactica se refiere a este objeto de

aplicacion como un objeto de ensefianza dentro del CPGE.

La investigacion de Lalaude, tiene su origen en las dificultades que los estudiantes
encuentran cuando, en situaciones de resolucion de problemas de algebra lineal,
utilizan ciertas nociones matematicas abstractas para realizar un calculo o para
elaborar un razonamiento algebraico. En particular, los objetos del algebra lineal
parecen ser un obstaculo en el marco institucional del CPGE que Dorier (1997) llama
“el obstaculo del formalismo”, donde los estudiantes tienen dificultad para poner
significado de ciertos conceptos, por falta de conexidon con sus conocimientos previos.
Como resultado, la conducta, la observacion y el andlisis de numerosas sesiones de
preguntas orales realizadas en diferentes niveles de clases de CPGE los llevaron a

encontrar dificultades recurrentes para hacer frente a problemas de algebra lineal.

Al principio, surgen interrogantes acerca de los diferentes enfoques considerados en
la educacion superior para introducir y facilitar la apropiacion y el uso de las cosas
"espacio vectorial" y "aplicaciones lineales". Surgieron dos practicas epistemologicas

distintas de abordar en la ensefianza de algebra lineal:

Un enfoque, que Lalaude, le llama por ahora digital y basado en la nocién de sistema
lineal y matriz asociada. Este enfoque, iniciado por Mc Duffee en 1943, se destaca en

los afios 70 por la literatura anglosajona, entre ellas la de Anton publicé en 1973 y
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promovida en 1993 por el curriculo de Algebra Lineal Recomendaciones del Grupo
de Estudio (recomendaciones LACSG): Un curso orientado a la matriz debe proceder
de ejemplos concretos, y en muchos casos practicos, al desarrollo de conceptos

generales (...) (Carlson et al., 1992, p.42)

Un método mas formal y estructural en el que los espacios vectoriales definidos
axiomaticamente, se hereda Noether y Van Der Waerden popularizaron entre otros
por Birkho y Mac Lane (1941) y Bourbaki (1947) es un enfoque "tradicional" a la

ensefianza de algebra lineal.

Asimismo, Lalaude encuentra una presentacion axiomatica en la mayoria de los libros
franceses destinados a los estudiantes de educacion superior en licenciatura y CPGE
en particular. Mas especificamente, para entender las nociones de aplicaciones lineales
y matriciales, dos caminos parecen concebibles: basandose en el calculo matricial para
introducir nociones de aplicacién lineal o incluso espacio vectorial o, por otro lado,
construir el objeto matriz después de definir aplicacion lineal. En relacion con estas
discusiones, esboza algunas preguntas que motivan su investigacion didactica. Luego
se propone definir los contornos de un breve estado del arte del trabajo relacionado
con su problematica. Sus preguntas se refieren a ciertas nociones del algebra lineal y
la ensefianza durante los dos primeros afios de CPGE. Ademdas de las preguntas
relacionadas con los conceptos mismos, hay fenomenos de transicion que enfrentan
los estudiantes cuando pasan de la educacion secundaria a la educacion superior, o
incluso entre el primer y segundo afio de CPGE. El trabajo previo que presenta al
menos uno de estos temas, los conceptos de algebra lineal o las preguntas de

transicion.

Por lo tanto, de las reflexiones sobre la ensefianza de algebra lineal, se encuentra ante
un reflejo de naturaleza didactica. De hecho, para dar respuestas a las preguntas que
se plantea, primero debe determinar como mostrar las practicas, los razonamientos y
los procesos de aprendizaje involucrados en las situaciones de ensefianza que desea
estudiar. Luego, en un segundo paso, analiza cuidadosamente lo que se observa
estrictamente de acuerdo con las habilidades y conocimientos de los estudiantes, asi

como con sus modos de razonamiento.

La ensefianza de las matematicas, como ciencia de las condiciones especificas de la

difusion del conocimiento matematico (Brousseau, 1994, p.52), proporciona un marco
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de trabajo. “para evaluar la capacidad de un estudiante para movilizar su conocimiento
de un problema, para evaluar su comprension de los objetos matematicos, debemos
proceder a un analisis del razonamiento complejo que ¢l produce. Para llevar a cabo
un andlisis de razonamiento complejo, hay que contar con herramientas tedricas de
aprendizaje para el nivel de educacion y la complejidad de los objetos matematicos
estudiados, asi como en experimentos disefiados para responder especificamente a las

preguntas planteadas” (Lalaude, 2016).

Asi mismo, explica como estructura su investigacion. Para abordar las preguntas de
su investigacion, procede hacerlo en dos partes. En una primera parte, mas bien
tedrica, comienza proporcionando una vision general del trabajo educativo sobre
preguntas relacionadas con algebra lineal, relativas a la transicion entre los fendmenos
secundarios y superiores. En la segunda parte se presenta la metodologia que adopta
para proporcionar respuestas a las preguntas didacticas, aqui es mas experimental,
tiene la intencidon de llevar a cabo un analisis de razonamiento para identificar

dificultades producidos por los estudiantes en una situacion de preguntas orales.

A través del andlisis de los libros y programas de estudio, aclara el razonamiento, el
conocimiento que se puede esperar de un estudiante CPGE sobre aplicaciones lineales.
Luego, utiliza entre otros la nocion de organizacion matemdtica de la Teoria
Antropologica de lo Didactico. Hace un analisis semiodtico de una situacion
matematica priori basandose en un patréon semdantico. Utiliza el modelo terminado
Bloch y Gibel (2011), que analizan el razonamiento de la situacion. Hace hincapié en

lo que lo que la Teoria de Situaciones Didacticas con la Semidtica de Peirce.

En conclusion, desde los diversos enfoques tedricos, el andlisis del conocimiento en
su dimension historica y epistemoldgica nos permite comprender mejor ciertas
dificultades a las que se enfrentaban los estudiantes con el objetivo de introducir los

conceptos de algebra lineal.
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