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Resumen

El presente reporte forma parte de un trabajo mas amplio, cuyo objetivo fue construir un
modelo epistemologico de referencia para que los sistemas de ecuaciones lineales cumplan
el rol de instrumento de modelizacion en la educacion secundaria y verificar ademas si
satisfacen los rasgos caracteristicos en el sentido de Bolea. En esta presentacion nos
centraremos en mostrar qué significa adoptar el dlgebra como instrumento de
modelizacion algebraica, a través de un caso concreto como son los sistemas de ecuaciones
lineales. El presente reporte se enmarca en el ambito de la Teoria Antropologica de lo
Didactico (TAD), de la que se consideran algunos elementos teoricos como son la
modelizacion algebraica y los rasgos que la caracterizan. Asimismo, consideraremos a la
TAD como método de investigacion. Como resultado se obtuvo que es posible realizar una

modelizacion algebraica a través del tratamiento de los sistemas de ecuaciones lineales

Introduccion

En las tres ultimas décadas diversos investigadores del ambito de la didactica de la
matematica, se han dedicado a estudiar las diferentes posturas del algebra. Chevallard
(1994) hizo un estudio de lo que es el algebra, encontrando asi que en un inicio esto era
concebido como todo aquello que no era geometria. Con el pasar del tiempo, esta idea fue

cambiando y mas bien el algebra era entendida como todo lo que giraba en torno a la teoria
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de ecuaciones. Posteriormente, Gascon (1994) admite la presencia de una nueva forma de

ver el dlgebra, el mismo que resultaba de la generalizacion de las practicas aritméticas.

Por otro lado, Bolea, Bosch y Gascon (2001) conciben el dlgebra como un instrumento de
modelizacidn, el mismo que pasa a ser el nuevo modelo del algebra elemental en el &mbito
de la TAD. En esta misma linea, Bolea (2002) establece los rasgos para caracterizar este

nuevo modelo.

Siguiendo la misma idea, es preciso sefialar que nuestro reporte va considerar el algebra
como instrumento de modelizacion, lo que significa trabajar con una organizacion
matematica inicial para que posteriormente esta sea ampliada en el sentido de Chevallard,

segun lo manifiesta Sierra (2006).

En el presente reporte, mostraremos los pasos necesarios para llevar a cabo una
modelizacion algebraica tomando en cuenta los sistemas de ecuaciones lineales visto en el

trabajo de Campos (2017).

Asimismo, cabe sefalar que Bolea (2002) considera cuatro estadios para llevar a cabo una
modelizacion algebraica, los cuales detallaremos a continuacion segun lo manifiesta la
autora. El primer estadio trata de la problematica inicial, el cual consiste en tomar una
situacion problematica de indole intramatematica o extramatematica, con las cuestiones
que surgen acerca del sistema inicial y que en un primer momento no tienen respuesta
inmediata. El segundo estadio, se encarga de la construccion del modelo matematico en si,
en donde se define el sistema, asi como las variables y las relaciones que existen entre ellas.
En este estadio, la investigadora sefiala que las técnicas empleadas para poder construir

dicho modelo pueden organizarse por niveles de complejidad creciente.

El tercer estadio, esta relacionado al trabajo del modelo; esto significa que ahora pueden
ser resueltas las diversas cuestiones que en un inicio no tenian respuesta inmediata.
Finalmente, la autora sefiala que el cuarto estadio, tiene que ver con la posibilidad de
enunciar problemas nuevos, cuya solucion no hubiese sido posible si no hubiésemos

ampliado el sistema inicial.

Asimismo, consideramos que los sistemas de ecuaciones lineales son importantes como
objeto de estudio, ya que de acuerdo al Curriculo Nacional de la Educacion Basica Regular

del Perti (Ministerio de Educacion del Pera, 2016), su estudio ocupa un lugar significativo
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dentro del nivel secundario de nuestro pais, ya que éste tema es transversal a lo largo de la
educacion secundaria. Dicho todo esto, podemos afirmar que este es un tema relevante en
el desarrollo de los contenidos especificos de las ciencias. Debido a ello, tiene sentido hacer
nuestro estudio en torno al objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales, ya que hay
una serie de investigaciones en la educaciéon matematica que avalan la importancia de su
estudio desde los diferentes enfoques tanto del nivel secundario como del nivel

universitario, segun lo manifiesta Arenas (2013).

Dicho todo esto, es preciso sefialar que en este reporte vamos a usar a los sistemas de
ecuaciones lineales como tema para ejemplificar la concepcion del algebra como

instrumento de modelizacion algebraica.
La Modelizacion Algebraica:

La modelizacion algebraica se desarrolla teniendo en cuenta los estadios ya descritos
anteriormente, segin lo manifiesta Bolea (2002); lo cual va ser ejemplificado con la
modelizacidn algebraica llevada a cabo en el trabajo de Campos (2017) de la siguiente

manera:
Primer estadio
a) El sistema a modelizar:

Primero debemos establecer una organizacion matematica, pues la modelizacion algebraica

actlia sobre una organizacion matematica y no sobre cualquier sistema inicial.
Sistema Inicial: Organizacion Matematica S

Esta organizacion matemadtica S es generada por los tipos de tareas cuyo planteamiento

puede ser representado de la siguiente manera:

AX+Y+C=0 AX+Y+C=0
Y+F=0 X+F =0

donde A, C, F € R y son constantes conocidas, tal que A # 0. Por ejemplo, el siguiente

tipo de tareas:
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T, :Dada la ecuacion de la recta L y un punto P €L Si se conoce una de las coordenadas

del punto P , determine el valor de la otra coordenada.

t, : Sea la ecuacion de larecta L:y = —x—2. Si el punto P(a,1) el , determine el valor

ded.

La técnica asociada al sistema inicial S se basa en una cadena de operaciones aritméticas y
en la sustitucion. Con respecto al bloque tecnoldgico-tedrico podemos ver que se reduce
esencialmente al empleo de las magnitudes (longitud, 4ngulo plano, etc.), de las
operaciones y relaciones que existen entre ellas; asi como las propiedades que existen en

un determinado marco o contexto de la matematica.

Observamos que esta OM no tiene la necesidad de usar la nocion de sistema de ecuaciones
lineales, pues la técnica de esta OM es a través de operaciones aritméticas y luego el empleo

de la sustitucion. Ademas, la técnica puede ser reducida al uso de la siguiente formula:
x-F=¢  v-F (f1)

b) Las cuestiones generales

Vemos que en la OM inicial aparecen problemas en donde la técnica fracasa, por ejemplo,
. [I1] , . . L.
como no podemos determinar el valor de "D" a través de operaciones aritméticas en el

siguiente problema:

t, : En el monomio M(X, Y) = XzafbysaQb. Si GA.=30 y GR. (X) =6 , determine el
valorde a+b.

Esta tarea la podemos plantear de la siguiente manera:

7a+b-30=0
b+(-2a+6)=0

en donde si aplicamos la técnica (f1) de la OM inicial S obtenemos:
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a:§§%gg;b=2a—6.

con lo cual se puede observar que no podemos dar solucion al problema.
Segundo estadio
¢) — d) La definicién del sistema y el establecimiento de las relaciones entre las variables.

En este estadio se define una serie de pasos para poder resolver el problema planteado, tal
y como lo define Campos (2017) en su trabajo. Entre ellas, ademas se definen las

restricciones que debe satisfacer el problema.
Tercer estadio
e) El trabajo manipulativo

Considerando el problema anterior, vamos a manipularlo para poder asi obtener una técnica

que nos permita dar solucion a dicho problema.

2a-b, ,5a+2b

Sea M(x,y)=x*"y
Como GA.=30 y GR (X) =06, se tiene:
2a-b+52+20b=30 vy 2a-b=6

Estoes 7a+b=30 y b-2a=-6

Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

7a+b-30=0
-2a+b+6=0
7a+b-30=0
Luego
b=2a-6
7a+2a-6-30=0
Luego b—2a-6
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a=4
Entonces
b=2

Porlotanto a+b=06.
f) La interpretacion del trabajo

A partir del trabajo manipulativo que se llevo a cabo obtenemos respuestas a las tareas cuyo

planteamiento viene dado por un sistema que tiene la siguiente forma:

AX+BY+C=0
; A=BD.
DX+Y+F=0
Cuarto estadio
. . _ v2a-b,,5a+2b .
Entonces la tarea trabajada (En el monomio M(X,Y)—X y .81 GA.=30 y

GR (X) =6, determine el valor de @ + D), se incorpora a la organizacion.

Dicho todo esto, nuestro objetivo es mostrar la modelizaciéon algebraica respecto a un

sistema inicial. De aqui, podemos ver que surge la organizacion matematica S, generada

por los tipos de tareas cuyo planteamiento puede ser representado de la siguiente manera:

{AX+BY+C:0 A ZBD

DX+Y +F=0 ;

donde A, B, C, D, F € R y son constantes conocidas.

Técnica: Operaciones de expresiones algebraicas y sustitucion de una expresion a otra.

Tecnologia: Propiedades de las magnitudes y de las relaciones que existen entre ellas,
teniendo presente las propiedades que existen en cada uno de los contextos de la

matematica, asi como las propiedades de expresiones algebraicas.
Teoria: Teoria de ecuaciones.

Esta modelizacion matematica es una modelizacion algebraica pues modeliza

explicitamente y materializa la técnica de S,, haciendo parte la técnica de S a S, para
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provocar el rapido desarrollo de las mismas. Por ejemplo, en esta organizacion matemadtica

S, , podemos ver que la técnica puede ser reducida a la siguiente formula:

x-BF-C = y__F_DX (f2)
A-BD

También observamos que no tan solo la técnica se incorpora a la nueva técnica sino también
el bloque tecnologico-tedrico, los cuales son los rasgos caracteristicos de la modelizacion

algebraica.

En el trabajo de Campos (2017) se efectia este proceso de modelizacion algebraica hasta

la organizacion matematica S, .

Rasgos Caracteristicos de la Modelizacion Algebraica

Una vez que se ha elaborado una propuesta de una organizaciéon matematica cada vez mas
amplia y de complejidad creciente, es necesario que sea validada. Para ello, vamos a
apoyarnos en los rasgos caracteristicos propios de una modelizacion algebraica segin lo

manifiesta Bolea (2002).
Primer Rasgo Caracteristico

El primer rasgo caracteristico tiene que ver con la modelizacion tanto explicita como
materialmente de las técnicas matematicas que forman parte de la organizacion matematica
a modelizar. Esto significa que una vez que sea llevada a cabo dicha modelizacion, las
técnicas pueden ser tratadas como nuevos objetos matematicos lo cual sin lugar a dudas

posibilitara y provocara incluso el rapido desarrollo de las mismas.

Con respecto al primer rasgo caracteristico de nuestra propuesta, Campos (2017) sefiala
que la técnica de S, permite modelizar la técnica del sistema inicial S, en el sentido de
que la técnica en S, resulta de la generalizacion de la técnica dada en el sistema inicial S

ya que resuelve asi los tipos de problemas que pueden ser catalogados a lo largo de los

diferentes sistemas que hemos considerado en nuestra propuesta para poder ir del sistema

inicial Sy llegar al sistema S, .
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Asimismo, en el sistema S, una vez aplicada la técnica, se puede establecer formulas, la

cual se manipula como un objeto matematico independiente, lo cual permitira el rdpido
desarrollo de las mismas. Por ejemplo, Campos (2017) indica que en el caso de la

organizacién matematica S, se tiene que:

X = BF-CE ‘
AE-BD

Segundo Rasgo Caracteristico

Bolea (2002) sefiala que el segundo rasgo caracteristico se refiere a la modelizacion de
todos los componentes de la organizacién matematica que hace el papel de sistema. La
autora manifiesta que no solo se limitan a modelizar de manera aislada alguno de los

componentes de la organizacion matematica.

Con respecto al segundo rasgo caracteristico, las organizaciones matematicas presentadas
que han sido algebrizadas a lo largo de los diferentes sistemas, resultan de prolongar y
extender la organizacion matematica inicial, donde el modelo final se basa precisamente

en ampliar todos los componentes de la organizacion matematica:
Campos (2017) senala por ejemplo que:

S, : generado por los tipos de tareas cuyo planteamiento va ser representado de la siguiente

manera:

AE-BD=0

AX+BY+C=0
DX+EY+F=0 ’

donde A, B, C, D, E, F € R, las cuales son constantes conocidas.

Técnica: Para materializar la nueva técnica, debemos utilizar ecuaciones equivalentes, en
el ultimo sistema y operaciones aritméticas, asi, podemos escribirlo en términos de la

organizacion matematica S, .

Tecnologia: Relaciones y/o propiedades que existen en cada contexto de la matematica, asi
como las propiedades de expresiones algebraicas y las definiciones de las ecuaciones

equivalentes.
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Teoria: Teoria de las ecuaciones.

S, : generada por los tipos de tareas cuyo planteamiento sera representado de la siguiente

manera:

AX+BY+C=0
DX+EY +F=0

donde A, B, D, E, F € R, yson constantes conocidas, y C es el parametro que toma

valoresen R .

Técnica: La técnica que podemos emplear para la OM ampliada, S,, se basa en la

3
sustitucion, las operaciones de expresiones algebraicas, el uso de las ecuaciones
equivalentes y ademas encontrar un conjunto especifico del cual se puede obtener los

valores de los parametros, o sea de los términos desconocidos.

Tecnologia: Con respecto a la tecnologia podemos decir que el uso de esta técnica esta

respaldado por las ecuaciones equivalentes, y las operaciones en los nimeros reales, ya que

R es un cuerpo.
Teoria: Teoria de ecuaciones y teoria de cuerpos.

Ademas, las caracteristicas de la modelizacion como instrumento de modelizacion son las
siguientes, las mismas que son presentadas en la modelizacion realizada en el trabajo de

Campos (2017):

MA1: Como hemos podido ver, los sistemas de ecuaciones lineales es un instrumento
para resolver problemas de sistemas conocidos matematicos o extra matematicos:

aritméticos, geométricos, fisicos, comerciales, de la vida cotidiana, etc.

MA3: El instrumento algebraico permite plantear y resolver problemas de diferentes
ambitos matematicos (aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son

muy dificiles de plantear y resolver sin la nocion de sistemas de ecuaciones lineales.

MAS: Algunas de las mejores situaciones para introducir los sistemas de ecuaciones
lineales son los problemas en los cuales intervienen dos variables desconocidas o mas y

que, por ello, no pueden resolverse mediante técnicas directas aritméticas o geométricas.
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MAG6: Dado que los sistemas de ecuaciones lineales surgen inicialmente como
herramienta de modelizacion de sistemas matematicos o extra matematicos, e€s necesario
conocer minimamente el sistema que se quiere modelizar y, en particular, las limitaciones
del trabajo dentro de este sistema, que en este caso viene dado por las restricciones las

cuales dependeran del ambito en el que se trabaje.

Conclusiones y principales resultados

Por otro lado, podemos observar que nuestro objeto matematico sistemas de ecuaciones
lineales es un instrumento de modelizacion, ya que ha funcionado como instrumento para
modelizar los diferentes tipos de tareas en los diversos ambitos de la matematica del nivel
secundario, como lo hemos podido mostrar al hacer explicita la construccion de la

organizacion matematica de complejidad creciente.

En este sentido, cabe mencionar que nuestro interés es modelizar los diferentes tipos de
tareas que se encuentran relacionados a otros temas que nos generan sistemas de ecuaciones
lineales y puedan ser reducidos a los diferentes sistemas que hemos considerado en nuestra
propuesta, como por ejemplo dentro del ambito de la geometria analitica, problemas
relacionados a las funciones que nos obligan a usar finalmente los sistemas de ecuaciones

lineales, etc.

Dicho esto, podemos finalmente concluir que los sistemas de ecuaciones lineales cumplen

ese rol de instrumento modelizador.
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