4.1.4. Conicas en las geometrias del taxista y euclideana (Conferencia especial)
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Resumen

Para mejorar la comprension de las conicas, consideramos la circunferencia, elipse,
hipérbola en la geometria euclideana y la geometria del taxista. Se define cada conica
como un lugar geométrico, como un conjunto de pares ordenados de numeros reales que
satisfacen una ecuacion y como figuras que las representan en el plano tanto en la métrica

euclideana como en la métrica del taxista

Geometrias Métricas en el plano

. Consideremos un conjunto de puntos X en el plano con la estructura de espacio

vectorial.

Definicion 1. Una distancia o métrica d en X es una aplicacion
d:XxX - R
con las propiedades siguientes: paratodo punto P,Q,R € X
1. d(P,Q) =0, d(P,Q)=0siysolosiP =0Q
2. d(P,Q)=4d(Q,P)
3. d(P,R) <d(P,Q)+d(Q,R).
Un par (X, d) se llama espacio métrico.

Consideremos X = R? ={P = (x,y): x,y € R} con la estructura de espacio

vectorial.
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Eje tematico 4

La funcién dg definida por

dg ((x1, J’1)’ (xz, }’2)) = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

cumple las condiciones de la definicion 1, asi que es una distancia. Es llamada distancia

euclidiana. Es motivada por la longitud de un vector en el plano obtenida usando el

Teorema de Pitagoras. Elpar (R?, df) se denomina geometria métrica euclidiana.

La funcién d; dada por

dr ((x1 }’1): (xz, J’Z)) = |xz — xq|H y2 — ¥1l

También cumple las condiciones de la definicion 1. Es llamada distancia del taxista o de

Manbhattan. Es una distancia usada en espacios métricos.

Para todo par de puntos (xl, yl), (xz, yz) del plano R? se cumple la desigualdad

dg ((xl, 3’1),(952, 3’2)) < dr ((x1, )’1),(952, 3’2))

muy util en topologia.

Cénicas en las Geometrias Euclidiana y del Taxista

Definicion 2. Una circunferencia C es el lugar geométrico de los puntos de un plano

equidistantes de un punto fijo llamado centro.
Circunferencia con centro el punto C = (a, b) yradior

C={P:d(P,C)=r)

En la geometria euclidiana,
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Cs = {PGy) -2+ —b2 =7}
En la geometria del taxista
Cr={P(xy): |x—al+|y—bl=r}.

Trazamos la grafica de Cr.

@5

Figura 1. Circunferencia Cr.

La longitud de la circunferencia Cr es 42 r y el 4rea de la region limitada por Cp es

2r2,

Mostramos las graficas de una circunferencia de centro C(1,1) y radio 3 en G y Gg,

cuyas ecuaciones son

Cr: lx=1l+ly—-1=3

Co Jr—DZ+ (y— 12 =3.
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Eje tematico 4

Figura2. Circunferencias Cr y Cg.

Definicion 3. Dados unarecta L y un punto F' € L, la parabola P con foco F y directriz

L es el lugar geométrico de los puntos P del plano cuyas distancias a F y L son iguales.

Es decir,
P ={P: d(P,F)=d(P, L)}

las ecuaciones de las parabolas con foco F = (a,b) vy directriz L:mx +ny+c=0

en la métrica del taxista y euclidiana son, respectivamente,

|mx +ny + c|

Pr:lx—al+]y—b|l= max{|m|, [n|}

|mx + ny + c|

P Ja—aP b =

Mostramos las graficas de las parabolas con F = (—4,—1) ydirectriz L:2x +y = 0,

con ecuaciones

[2x + y|

Prilx+4|+|y+1|= >
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|2x + y|

PeJ(x+4)2+ (y+1)2= 7

Figura 3, Parabola Py
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Figura 4, Parabola Pr



Eje tematico 4

Definicion 4. Una elipse € es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la
suma de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es igual a una constante mayor

que la distancia entre los focos.
Dados los focos F; = (aq, by),F, = (a,, by) y constante 2a, a > 0,

€={P: d(P,F,) + d(P,F,) =2a}.

Una elipse en la geometria del taxista es el conjunto de puntos
Er ={P(x,y): |x —as| + |y = bi| + |x = az| + |y = by| = 2a}.

Y en la geometria euclidiana

&r = {POy): V@ —a)?+ (7 —b)? + J(r—a)? + (y - b,)? = 2a}

donde 2a es la distancia entre los vértices.

La figura siguiente muestra una elipse con centro el origen, focos F; = (—a4, 04), F, =

(a,, 0) vy constante 6.

Figura 5. Grafica de £ con centro (0,0) y focos en el eje X.

Las ecuaciones de la elipse con focos los puntos fijos F; = (2,6) ,F, = (4,1) y2a =

9 en la geometria del taxista y euclidiana son

Ertle=2]+]y—6[+|x—4|+]y—1]=9

€ V=22 + (-6 +/(x-4)2+(y-1)?2=09,
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respectivamente. Sus graficas se muestran en las Figuras 6 y 7.

Figura 6. Graficade Er.

Figura7. Grafica de &g

29

. 9 .
Notamos que el area de Er es 26 u%. En&g, a = 5. C= \/T y en consecuencia b =

V13. El 4rea de & es 9\/2ﬁ u?.
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Eje tematico 4

Definicion 5. Una hipérbola H es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que
el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es una

constante positiva
Silos focosson F; = (ay, by),,F, = (a,, b,) ylaconstante positiva es 2a, entonces

H ={P: |d(P,F;) — d(P,F,)| = 2a}.

Una hipérbola H'r en la geometria del taxista es el conjunto de puntos

Hr = {P(x,y):|(Ix —a.| + |y — b1]) — (|x — az| + [y — b2))| = 2a}.

Y en la geometria euclidiana,

3y = {POoy): Vo= a)?+ = b)? = VG = a)2 + (v — b,)? |} = 2a.
La distancia entre los vértices de Hy es 2a.

Por ejemplo, la ecuacion de una hipérbola cuyos focos son los puntos F; =

(=2,0), F, =(2,1) y constante 3 es

Hri|lx+2]+ 1yl —lx=2|— |y —1]| =3.

2

F1

- -2 '] 2
[l 20+ Jul (o =20+ |y~ LNI|= 1

-2
4

&

Figura 8. Grafica de Hy
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Las ecuaciones de una hipérbola con focos F; = (—2,3), F, = (1,1) y constante 3 en

la geometria del taxista y euclidiana, respectivamente, son:

He: [Ix+2]+1ly=3l-Ilx=1-|y—-1]| =3

Mg NG +22+G-32 -/ @-D2+ (-1 |=3.

Mostramos las graficas correspondientes en las Figuras 9 y 10..

Figura 9. Hr con focos (—2,3), (1,1).
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Eje tematico 4

Figura 10. Hy con focos (—2,3), (1,1)

En la geometria euclidiana, la ecuacién de la hipérbolaes 12 xy + 5y2-24x- 14y+17=0

y las de sus asintotas son y = 2y 1.66 x + 0.69 y=0.55.
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