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Resumen: Las dificultades en la traduccion del lenguaje verbal a ecuaciones se man-
tienen incluso en niveles universitarios. En esta investigacion pretendemos identificar
modelos explicativos de los errores cometidos cuando se construyen ecuaciones a par-
tir de enunciados que contienen relaciones de proporcionalidad. Con este fin, desarro-
llamos una experimentacion, en la que participaron 106 estudiantes universitarios, con
una metodologia mixta consistente en un estudio de grupo y en un estudio de casos. Los
resultados muestran que tanto el error de inversion como otros errores identificados pa-
recen consecuencia de interpretar incorrectamente el signo igual como indicador de si-
metria entre los miembros o son consecuencia de una traduccion lineal del enunciado.
Palabras clave: dalgebra, problemas verbales, error de inversion, razon y proporcion

Errors in the translation from word problems
involving ratios into equations

Abstract: The difficulties in the translation of verbal language into equations remain even
at the university level. This study aims to identify explanatory models of the committed er-
rors when the students set up equations from statements that contain proportionality relation-
ships. An experiment with 106 university students was carried out. The experimental design
consists of a mixed methodology that combines a quantitative study with a case study. Results
show that both reversal ervor and other identified errors seem to be the result of an erroneous
interpretation of the equals sign, in which the equals sign works as an indicator of symmetry
between both sides of the equation, or a consequence of a linear translation of the statement.
Keywords: algebra, verbal problems, reversal error, ratio and proportion
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ANTECEDENTES Y OBJETIVOS

Clement (1982) estudi6 las dificultades que presentaban estudiantes universitarios al
simbolizar en lenguaje algebraico ciertas relaciones expresadas en lenguaje natural. En al-
gunos items se proponia la traduccion de relaciones de proporcionalidad como: “Escribe
una ecuacion usando las variables C'y S para representar la siguiente afirmacion: ‘En el
restaurante de Mindy, por cada 4 personas que pidieron tarta de queso, hay 5 personas que
pidieron strudel’. Donde C representa el numero de pasteles de queso y S el numero de
strudels” (p. 17). Se encontrd que solo el 27% daban la solucion correcta y que el error
mas comun era invertir el orden de los nlimeros en la ecuacion (4C=5S). Sin embargo, la
parte en la que mas se profundizé fue en la traduccion de comparaciones multiplicativas
como, por ejemplo: “Escribe una ecuacion usando las variables S'y P para representar el
enunciado siguiente: ‘Hay seis veces tantos estudiantes como profesores en esta univer-
sidad’. Usa § para el nimero de estudiantes y P para el nimero de profesores” (p. 17).
Asi, en la coleccion de trabajos publicados por John Clement y colaboradores (Clement,
Lochhead y Monk, 1981; Clement, Lochhead y Soloway, 1980) se propusieron dos po-
sibles explicaciones para interpretar el error de inversion cuando se traducian compara-
ciones multiplicativas: 1) la coincidencia del orden de las palabras; y 2) la comparacion
estatica. Sin embargo, estos modelos no necesariamente darian cuenta del fendmeno de la
inversion en la traduccion de relaciones de proporcionalidad. Asi, en Rosnick y Clement
(1980) se muestran casos en los que estudiantes que no invertian en la traduccion de com-
paraciones multiplicativas si que lo hacia al traducir relaciones de proporcionalidad. De
hecho, en las entrevistas realizadas a estudiantes en Rosnick y Clement (1980) se puso de
manifiesto una falta de compresion conceptual en la interpretacion de las situaciones de
proporcionalidad que no se daba en la situacion de comparacion multiplicativa.

La novedad principal de la investigacion que presentamos reside en que se ha in-
tentado controlar el efecto de la variables de la tarea para observar su influencia sobre
la mayor o menor incidencia del error de inversion y otros errores de traduccion en si-
tuaciones de proporcionalidad. Esta misma linea ya ha sido seguida en los estudios de-
dicados al andlisis del error de inversion en la traduccion al lenguaje del algebra de
enunciados con comparaciones multiplicativas. Una de las lineas analizadas ha sido de-
terminar el efecto de la informacién matematica implicita que proporciona el contexto
descrito en el enunciado en la mayor o menor incidencia del error de inversion. Asi, una
situacion en la que se describe una relacion entre profesores y estudiantes permite deci-
dir qué cantidad es mayor y, por lo tanto, el resolutor podria utilizar este conocimiento
para determinar si la ecuacién que acaba planteando tiene o no sentido dentro de la si-
tuacidn descrita. Sin embargo, en estudios como los de Cohen y Kanim (2005), Gonza-
lez-Calero, Arnau y Belenguer-Laserna (2015) y Wollman (1983) se ha concluido que la
incidencia del error de inversion no se veia influida por la presencia de estas pistas con-
textuales. No obstante, el disefio experimental de estos estudios impidié determinar si
realmente la informacion implicita se tenia en cuenta, aunque no fuera relevante en rela-
cion con el error de inversion, o si ni tan siquiera era detectada por los sujetos.

El objetivo global de nuestra investigacion es describir modelos plausibles que expliquen
la aparicion de errores, y en especial del error de inversion, en la traduccion algebraica de re-
laciones de proporcionalidad. En este articulo nos proponemos, en concreto, (1) determinar
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Escribe una ecuacion usando las cantidades que aparecen en los botones para representar la siguiente afirmacion:

Probls 2 x o
ool En una guarderia, por cada 2 nifios hay 3 nifias’

Cantidades Operadores

2
= -

NUMERO DE NINOS =

Figura 1: Aplicaci(')n NUMERO DE NINAS

informatica disenada

para la recogida de
datos.

Ecuacion 2 NUMERO DE NINOS = NUMERO DE NINAS | 4

si se observan diferencias en el tipo de respuestas con error de inversion segin la inclusion
o no en los enunciados de contextos que permiten detectar qué cantidad es mayor; (2) des-
cribir el tipo de respuestas erroneas que producen los estudiantes en este tipo de tareas; e (3)
identificar los razonamientos empleados por los estudiantes cuando abordan estas tareas.

DISENO DE ESTUDIO EMPIiRICO
Participantes y metodologia general

En el estudio participaron 106 estudiantes de tercer curso del Grado de Maestro en
Educacion Primaria de una universidad publica espafiola. Los estudiantes estaban cur-
sando una asignatura sobre didactica de la aritmética y ya habian sido instruidos en la
ensefianza de fracciones y razon y proporcion. La eleccion de este nivel educativo res-
pondio a que en las investigaciones realizadas sobre el error de inversion es habitual re-
currir a estudiantes universitarios tanto de ciencias como de ciencias sociales (Clement,
1982; Fisher, Borchert y Bassok, 2011). Por otro lado, la existencia de estos estudios pre-
vios en este mismo nivel educativo nos permite contar con un referente a la hora de ana-
lizar los resultados de nuestra investigacion.

Como es habitual en la investigacion en educacion, nuestro estudio empirico recu-
rre a una muestra de conveniencia no aleatoria. El disefio experimental combina una fase
inicial de estudio de grupo con otra posterior de estudio de casos, lo que permite una
mayor comprension de los hallazgos cuantitativos (Kelle y Buchholtz, 2015).

Instrumentos

Hemos empleado en esta investigacion una herramienta informatica en la que el estu-
diante construye las ecuaciones en un entorno grafico. La aplicacion se puede configurar
para exigir que la respuesta del estudiante contenga algunos elementos de manera obli-
gatoria o para restringir los signos de operacion que puede utilizar (Fig. 1). Para cons-
truir las ecuaciones deben emplearse los botones con los signos de operacion y con las
etiquetas permitidas en cada problema. En el presente estudio se optd por restringir el
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tipo de operaciones que los estudiantes podian emplear, obligdndoles a usar la multipli-
cacion exclusivamente. Ademas se configuro el sistema para obligar que las respuestas
de los estudiantes contuvieran al menos un signo igual.

Se elaboraron dos items usando el mismo modelo empleado en Clement (1982) para la
“tarea del restaurante de Mindy”. Se hizo variar la presencia o no de pistas contextuales en
el enunciado, mientras se mantenia constante en ambos casos que se relacionaran cantida-
des discretas. Se decidio usar nombres, en lugar de letras, tanto en la descripcion de la tarea
como en las etiquetas de los botones para minimizar el posible efecto de que los estudian-
tes consideren las letras como abreviaturas de objetos en lugar de nimero de objetos (Kii-
chemann, 1978). Por esta misma razon se optd por utilizar un nombre en el que apareciera la
palabra nimero (nimero de profesores) en vez de otro en el que no apareciera (profesores),
pues, como sefiala Rosnick (1981), esto podria ser un posible desencadenante del error de in-
version. Ademas, el uso de la herramienta informatica garantizaba que todos los estudiantes
hiciesen uso de los mismos nombres para las cantidades a la hora de construir las ecuaciones.

Los items empleados fueron:

e Tarea médicos-pacientes (pista contextual). Escribe una ecuacion, usando las canti-
dades 3,29, NUMERO DE MEDICOS, NUMERO DE PACIENTES, para represen-
tar la siguiente afirmacion: “En un hospital, por cada 3 médicos hay 29 pacientes”.

* Tarea nifios-ninias (sin pista contextual). Escribe una ecuacion usando las canti-
dades 2, 3, NUMERO DE NINOS, NUMERO DE NINAS, para representar la si-
guiente afirmacion: “En una guarderia, por cada 2 nifios hay 3 nifias”.

ESTUDIO DE GRUPO
La recogida de datos

La recogida de datos se realizé en una de las aulas de informatica del centro con la
aplicacion informatica disefiada ad hoc. Todos los estudiantes que participaron en el es-
tudio resolvieron las mismas tareas, pero el orden en que se les presentd fue aleatorio
para evitar la influencia de efectos como el aprendizaje.

Para instruir a los estudiantes en el uso de la aplicacion, uno de los investigadores resol-
vid una tarea similar. En esta primera tarea se solicitaba construir una ecuacion pero para
evitar cualquier sesgo, el enunciado contenia relaciones aditivas no comparativas. En con-
creto, la tarea empleada decia: “Escribe una ecuacion usando Z, Y, 5 y 3 para representar el
enunciado siguiente: “Z menos 3 es igual a 5 mas Y”. Una vez los estudiantes manifesta-
ron tener claro el funcionamiento del programa, se les indicé que podian iniciar la prueba.

Andlisis de los datos
La aplicacion informatica almacena en una base de datos las respuestas de los estu-
diantes en cada item asi como los tiempos empleados en la respuesta. Para contabilizar

los tiempos de respuesta se toma el tiempo entre dos pulsaciones del boton “Validar”, lo
cual incluia tanto la lectura de la tarea como la construccion de la ecuacion.
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Las respuestas de los estudiantes se clasificaron en correcta, error de inversion y otro
tipo de error. Asi, en el item médicos-pacientes, se considerd como error de inversion cual-
quier respuesta equivalente a la ecuacion 3*NUMERO DE MEDICOS = 29¥*NUMERO
DE PACIENTES, siendo la respuesta correcta cualquiera que pudiera transformarse me-
diante manipulaciones algebraicas a 29*NUMERO DE PACIENTES = 3*NUMERO DE
MEDICOS. Cualquier respuesta que no pudiera transformarse en ninguna de las ecuacio-
nes anteriores se consider6 otro tipo de error. Dentro de esta ultima categoria distingui-
mos las que se presentaban como un producto de nimeros igual a un producto de literales
(p. €j., “3*29=NUMERO DE MEDICOS*NUMERO DE PACIENTES").

Por otro lado, también se tuvo en cuenta si el orden en que se simbolizaban las canti-
dades dentro de la ecuacion era el mismo que el de aparicion en el enunciado. En este ana-
lisis se determind la aparicion de los nombres (por ejemplo, NUMERO DE MEDICOS
y NUMERO DE PACIENTES en la tarea médicos-pacientes) a izquierda o derecha de la
ecuacion. Ademas, en el analisis se cuantifico la incidencia de la comision del caso parti-
cular de error de inversion que supondria la construccion de la ecuacion que coincide de
manera lineal con el orden de las cantidades en el enunciado (por ejemplo, 3*NUMERO
DE MEDICOS = 29*NUMERO DE PACIENTES en la tarea médicos-pacientes).

Tabla 1: Frecuencia absoluta y porcentaje de los tipos de respuesta.

Tipo de respuesta item médicos-pacientes item nifios-nifias
Correcta 6 (5,7%) 9 (8,5%)
Incorrecta, inversion 40 (37,7%) 41 (38,7%)
Incorrecta, producto de numeros 21 (19,8%) 26 (24,5%)
igual a producto de literales

Incorrecta, otras 39 (36,8%) 30 (28,3%)

En la tabla 1 se observa un porcentaje de respuestas correctas muy bajo en ambos
items. Un test de McNemar confirm6 que no habia diferencias significativas en la pro-
porcion de respuestas correctas entre ambos items, lo que parece descartar la influen-
cia de la presencia de informacion contextual que permitia determinar qué cantidad era
mayor en las actuaciones (véase tabla 2). Tampoco se observan diferencias significativas
cuando se comparaba la incidencia del error de inversion (véase tabla 3).

El analisis de las respuestas desde el punto de vista del orden en que aparecen las
cantidades en la ecuacion también ofrecio resultados similares en ambos items. Entre
las respuestas consideradas como error de inversion, la cantidad NUMERO DE MEDI-
COS aparecio 39 veces a la izquierda de la ecuacion sobre un total de 40 y la cantidad
NUMERO DE NINOS apareci6 38 veces a la izquierda de la ecuacion sobre un total de
41. Ademas 3*NUMERO DE MEDICOS = 29*NUMERO DE PACIENTES (y 2*NU-
MERO DE NINOS = 3*NUMERO DE NINAS en el item nifios-nifias) fue la ecuacion
que mayoritariamente se construyo cuando los estudiantes cometian error de inversion
(30 de 40 en el item de médicos-pacientes y 29 de 41 en el item de nifios-nifias). Esto,
en un principio, podria deberse a que los estudiantes realizan una lectura lineal del enun-
ciado de izquierda a derecha que traducen literalmente al lenguaje del algebra.
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Tabla 2: Tabla de contingencia de respuestas correctas

item nifios-nifnas
item médicos- Correctas Incorrectas Total
pacientes Correctas 3 3 6
Incorrectas 6 94 100
Total 9 97 106

Tabla 3: Tabla de contingencia de respuestas con error de inversion.

item ninos-nifas
item médicos- Error de No error de Total
pacientes inversion inversion
Error de 34 6 40
inversion
No error de 7 59 66
inversion
Total 41 65 106

Por otro lado, es destacable la aparicion del error que hemos llamado producto de
numeros igual a producto de literales (véase la Tabla 1), el cual en principio podria aso-
ciarse a una representacion simétrica de la informacion a ambos lados del signo igual.
Es decir, se podria interpretar que los estudiantes en esta construcciéon multiplican a
ambos lados nimero de médicos por nimero de pacientes (y proceden de manera ana-
loga en la tarea nifios-nifias). Este razonamiento parece basarse de forma implicita en
que el producto de pacientes por médicos debia ser constante o que el signo igual tenia
un significado distinto al de equivalencia. Sin embargo, tampoco seria descartable que
fuera consecuencia de la necesidad de los alumnos por realizar operaciones con los nu-
meros dados.

El orden en el que aparecen las cantidades en los errores catalogados como producto
de numeros igual a producto de literales refleja que la mayoria de los que contestaron
de esta forma buscaron una simetria al escribir las ecuaciones. Por ejemplo, en el item
médicos-pacientes, identificaron 3 con NUMERO DE MEDICOS y 29 con NUMERO
DE PACIENTES, y construyeron la ecuacién multiplicando 3*29 en un miembro y NU-
MERO DE MEDICOS y NUMERO DE PACIENTES en el otro, manteniendo el mismo
orden que se habia usado al multiplicar los nimeros. Asi, se observa que en el item mé-
dicos-pacientes, las 21 respuestas catalogadas con este error son de la forma 3*29=NU-
MERO DE MEDICOS*NUMERO DE PACIENTES, o su equivalente intercambiando
los miembros de la ecuacion o la ecuacion NUMERO DE PACIENTES*NUMERO
DE MEDICOS=29*3. En el caso del item nifios-nifias, 24 de las 26 respuestas cata-
logadas con este error son de alguna de las formas siguientes: 2¥*3=NUMERO DE
NINOS*NUMERO DE NINAS, o su equivalente intercambiando los miembros de la
ecuacion; o la ecuacion NUMERO DE NINAS*NUMERO DE NINOS=3*2 o su equi-
valente al intercambiar los miembros de la ecuacion.
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ESTUDIO DE CASOS
Seleccion de los participantes

La intencidn inicial de esta parte del estudio era identificar los razonamientos que
habian llevado a los estudiantes a cometer error de inversion en el estudio de grupo.
Sin embargo, la aparicion del error no documentado al que hemos identificado como
producto de nimeros igual a productos de literales nos condujo también a interesar-
nos por su origen. Se seleccionaron cinco estudiantes: el sujeto 1 y sujeto 2 que cons-
truyeron las ecuaciones utilizando criterios distintos en los items del estudio de grupo;
el sujeto 3 que igualo las cuatro cantidades en ambos items; el sujeto 4 que incurrid
en ambos items en el error que hemos llamado producto de numeros igual a producto
de literales; y el sujeto 5 que cometié en ambos items error de inversion construyendo
ecuaciones en las que las cantidades se disponian en el mismo orden que aparecian en
el enunciado.

Metodologia

El estudio se realizo seis dias después de que hubieran resuelto los problemas del
estudio de grupo. Como la intencion del estudio era que los estudiantes explicaran su
razonamiento, se decidio, siguiendo las recomendaciones de Schoenfeld (1985), rea-
lizar entrevistas individuales con el menor grado de intervencion posible por parte del
entrevistador.

A partir de los videos obtenidos se elaboraron los protocolos escritos. En las trans-
cripciones hemos intentado ser fieles al discurso de los estudiantes. Los puntos sus-
pensivos se emplean dentro de la transcripcion de las verbalizaciones para indicar una
interrupcién en el discurso, un final impreciso, una duda o una rectificacion inmediata a
lo que se acaba de decir. En algunos casos, hemos decidido eliminar algunos fragmentos
cuando el discurso se alejaba de la linea de razonamiento. Esto lo hemos marcado con
puntos suspensivos entre corchetes.

Analisis de los resultados

a) El caso del sujeto 1

El sujeto 1 fue seleccionado porque en el estudio de grupo dio una respuesta clasifi-
cada como error de inversiéon (2 * NUMERO DE NINOS = 3 * NUMERO DE NINAS)
y otra incorrecta en la que no usaba las cuatro cantidades que se ofrecian (29 = 3 * NU-
MERO DE MEDICOS). La intencion era observar qué explicacion daba al error de in-
version. Asi, se le propuso en primer lugar resolver la tarea de nifios-nifias pudiendo usar
tanto el signo de multiplicacién como de division. Construy6 la ecuacion inversa 2*NU-
MERO DE NINOS=3*NUMERO DE NINAS y cuando se le pidié que explicara por qué
ha escrito esta ecuacion, respondio:
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Sujeto 1: He puesto que niflos y nifias es equis. Por lo tanto, he multiplicado dos por nu-
mero de nifios, que seria como la incognita por asi decirlo... O sea... [...]... Es como... en la
ecuacion son cosas que valen lo mismo, entonces he multiplicado dos por nifios es igual a tres
por nifias, suponiendo que nifios y nifias es la equis de la ecuacion.

Observamos que en lugar de razonar sobre las relaciones matematicas empleadas a la
hora de construir la ecuacion en esa disposicion concreta, focaliza su atencion en la re-
presentacion de las cantidades, explicando que las palabras “NUMERO DE NINOS” y
“NUMEROS DE NINAS” hacen el papel de letras.

A continuacion se le ofrecio la tarea médicos-pacientes, pero en este caso en la apli-
cacion solo estaba disponible el signo de multiplicar tal y como se le habia presen-
tado en el cuestionario inicial. El sujeto construy6 la ecuacién inversa 3*NUMERO DE
MEDICOS=29*NUMERO DE PACIENTES vy dio la siguiente explicacion:

Sujeto 1: Aqui pone que en un hospital, por cada tres médicos hay veintinueve pacientes...
Entonces, es que yo sinceramente no veo ninguna ecuacion ahi, ;sabes?

Entrevistador: Pero has escrito una...

Sujeto 1: Si, o sea, he puesto lo de antes [parece referirse a la tarea que acaba de realizar]...
tres por nimero de médicos igual a veintinueve por equis, [...], pero yo no le veo sentido a esta
ecuacion,... no veo que sea una ecuacion.

El sujeto repite en dos ocasiones que en la expresion que ha construido no ve ninguna
ecuacion, lo que podria poner de manifiesto que el sujeto se ha limitado a representar la
informacion que se ofrecia en el enunciado sin realizar un razonamiento sobre las can-
tidades implicadas. La accidn y la posterior explicacion podria ser modelada por la in-
terpretacion conocida como coincidencia en el orden de las palabras (Clement, 1982).
Esto supondria considerar que ha realizado una traduccion lineal de izquierda a derecha
del enunciado al lenguaje del algebra.

b) El caso del sujeto 2

El sujeto 2 fue seleccionado porque en el estudio de grupo dio una respuesta co-
rrecta (NUMERO DE MEDICOS * 29 = NUMERO DE PACIENTES * 3) y otra inco-
rrecta clasificada como producto de nimeros igual a producto de literales (NUMERO
DE NINOS * NUMERO DE NINAS = 2 * 3). La intencion era observar si esta tiltima
respuesta era el resultado de un despiste o si realmente era fruto de algiin razonamiento
que evidenciara dificultades conceptuales serias.

En el estudio de casos, en primer lugar, se le propuso resolver la tarea de nifos-nifias per-
mitiéndoles usar tanto el signo de multiplicacion como el de division. Construyo la ecuacion
2/NUMERO DE NINAS=NUMERO DE NINOS/3 usando exclusivamente la operacion
division. Cuando se le pidi6 que explicara por qué habia escrito esta ecuacion, respondio:

Sujeto 2: He pensado que dos, que son los nifos, partido por el nimero de nifias, equival-

dria al nimero de nifios que esta representado por dos partido por tres que es lo que representa
el niimero de nifias... He pensado que dos que es el nimero de nifios partido por el nimero de
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nifias, que no lo he puesto con el nimero sino con las letras, equivaldria al nimero de nifios,
en este caso el dos, partido tres que equivaldria al nimero de nifias.

La verbalizacion anterior nos permite deducir que el sujeto 2 replica en ambos tér-
minos de la ecuacion un esquema numero de nifios partido por numero de nirias. La
base de este razonamiento podria apoyarse sobre la idea correcta de igualar razones,
como seria igualar 2/3 a NUMERO DE NINOS/NUMERO DE NINAS. Sin embargo,
el alumno entiende que 2 y NUMERO DE NINOS, y 3 y NUMERO DE NINAS, son
dos representaciones de una misma cosa intercambiable, como se pone de manifiesto en
“he pensado que dos que es el nimero de nifios partido por el numero de nifas, que no
lo he puesto con el nimero sino con las letras”. En definitiva parece centrarse en un ra-
zonamiento correcto quiza apoyado en la idea de que se cumpla una simetria respecto
del signo igual, pero plantea una equivalencia no existente entre cantidades por el mero
hecho de referirse a una coleccion formada por el mismo tipo de objetos (2, el nimero
de nifios usando para construir la razén, y NUMERO DE NINOS, que seria un niimero
de nifios cualquiera).

A continuacion, se le ofreci6 la tarea médicos-pacientes, pero, en este caso, la apli-
cacion se configurd para que solo pudiera utilizar el signo de multiplicar. Construy¢ la
ecuacion 3*29=NUMERO DE MEDICOS*NUMERO DE PACIENTES vy, cuando se le
pididé que explicara por qué ha escrito esta ecuacion, respondio:

Sujeto 2: Este es muy sencillo. Como dice que cada tres médicos hay veintinueve pacien-
tes, lo que hariamos seria multiplicar el nimero de médicos por el nimero de pacientes, que es
tres por veintinueve y eso equivaldria al nimero de médicos que se representa por el nimero
tres por el nimero de pacientes que se representa por veintinueve. Una equivalencia entre nu-
mero y las letras.

Al forzar al sujeto a usar el signo de multiplicacion, construy¢ la ecuacion empleando
un esquema similar al caso anterior: numero de nifios por numero de nifias. Esto vuelve
a poner de manifiesto que interpreta el signo igual como un indicador de que la estruc-
tura de las expresiones algebraicas de ambos términos debe ser la misma. Nuevamente el
estudiante considera intercambiables 3 y NUMERO DE MEDICOS como se refleja en
“y eso equivaldria al nimero de médicos que se representa por el nimero tres por el nu-
mero de pacientes que se representa por veintinueve”.

¢) El caso del sujeto 3

El sujeto 3 produjo dos respuestas erréneas incluidas en la categoria otros (NUMERO
DE NINOS = 2 = NUMERO DE NINAS = 3 y NUMERO DE MEDICOS = 3 = NU-
MERO DE PACIENTES = 29). La singularidad de las respuestas condujo a incluirlo en
el estudio de casos.

Se le ofrecid la tarea de nifos y nifias, teniendo disponible tanto la multiplicacion
como la division. El sujeto construy6 la ecuacion correcta 2/3*NUMERO DE NINAS =
NUMERO DE NINOS. Cuando se le pidi6 que explicara por qué habia escrito esta ecua-
¢ion, no proporciond una explicacion sino que se limito a describir lo que habia escrito:
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Sujeto 3: Para sacar el nimero de nifios que hay, habria que calcular que ... que si sabes el
numero de chicas, pues dos tercios equivaldria al numero total de nifios.

A continuacion se le ofreci6 la tarea médicos-pacientes, pero esta vez teniendo dis-
ponible solamente el signo de multiplicar. El sujeto 2 construy6 la ecuacion correcta
29*NUMERO DE MEDICOS = NUMERO DE PACIENTES*3, y al preguntarle por
qué habia escrito esa ecuacion, respondio:

Sujeto 3: Pues no sé, ;puedo cambiar?

Entrevistador: Prefiero que expliques por qué has escrito esta ecuacion.

Sujeto 3: No sé, habia puesto una cosa... Es que es cada tres [sefiala al enunciado] Es que
habia puesto por ejemplo [sefiala la ecuacion] tres por numero de médicos por veintinueve,
porque asi, por cada médico... por cada... La cifra de los médicos, la multiplico por tres... Eso
me da grupos de tres, que se multiplicaria por veintinueve, porque cada tres médicos le corres-
ponden veintinueve... y me saldria el nimero de pacientes.... No sé...

Entrevistador: ;Como seria?

Sujeto 3: He pensado que si a cada grupo de tres médicos le corresponden veintinueve
pacientes, para saber el nimero de pacientes, lo que puedo hacer es multiplicar tres por el
numero de médicos, para agruparlos de tres en tres, por veintinueve... entonces tendria el ni-
mero de pacientes. No s¢ si tiene sentido.

Como se observa en el didlogo anterior, cuando se le pide que razone la respuesta, el
estudiante rechaza su validez y pretende modificarla. El estudiante se centra en la ecua-
cion que hubiera querido construir y en su razonamiento introduce una idea incorrecta
que llevaria a plantear la ecuacion 3*29* NUMERO DE MEDICOS = NUMERO DE
PACIENTES. Parece que el estudiante intenta adaptar la ecuacion que habia construido
anteriormente (cuando habia construido correctamente 2/3*NUMERO DE NINAS =
NUMERO DE NINOS) al caso actual en el que solo puede utilizar el signo de multipli-
cacion. De todo lo anterior se puede concluir que el estudiante prioriza conservar la es-
tructura espacial sin tener en cuenta la necesidad de equivalencia que debe haber entre
los términos de la igualdad.

Tras este didlogo el entrevistador reconduce la situacion hacia la ecuacion que real-
mente habia escrito el alumno.

Entrevistador. Esto es lo que has pensado, pero no lo has escrito...

Sujeto 3: No lo he escrito porque se me ha ocurrido después. Esto lo he escrito como para
acabar el problema... Lo he escrito porque... No sé... por cruzar un poco los datos.

Entrevistador: ;Por qué has elegido ese orden?

Sujeto 3: He elegido ese orden porque... Si hubiera hecho tres por el nimero de médi-
cos... si cambio el orden tendria méas sentido. He escrito eso porque, no sé, se tenia que cru-
zar los datos. La cantidad de unos se deberia cruzar con la de los otros. Lo que pasa es que, si
hubiera hecho tres por nimero de médicos igual a veintinueve por numero de pacientes, ha-
bria hecho lo mismo que antes... habria tenido que por cada tres médicos... me habria salido
esa proporcion.

En el didlogo se pone de manifiesto que el estudiante al construir la ecuacién co-
rrecta no estaba realizando un razonamiento correcto, sino que se apoyaba sobre una
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intuicion en la que nuevamente no se tenia en cuenta la necesidad de que el signo igual
conectara dos cantidades equivalentes. La guia en este caso era la idea de “cruzar un
poco los datos”, la cual parece plausible asociar a un construccion mental de un es-
quema de regla de tres.

d) El caso del sujeto 4

El sujeto 4 fue seleccionado al contestar las dos veces igualando el producto de nu-
meros al producto de literales (NUMERO DE NINOS * NUMERO DE NINAS = 2 *
3 y NUMERO DE MEDICOS * NUMERO DE PACIENTES = 3 * 29). El objetivo era
poner de manifiesto por qué habia dado esas respuestas y si al permitirle el uso de la di-
vision construiria la misma ecuacion pero con division, obteniendo asi una solucion co-
rrecta. Se le ofrecio la tarea de nifios-nifias, teniendo disponible tanto la multiplicacion
como la division y construy6 la ecuacién correcta NUMERO DE NINOS/NUMERO DE
NINAS = 2/3. Lo justifico del siguiente modo:

Sujeto 4: La he hecho igual.. de la misma forma que hice todos los problemas. [se refiere
al estudio de grupo] Porque en clase hemos hablado de la fraccion como dos partes, entonces
pone de cada dos de cada tres... Lo que pasa a mi el... por cada dos nifios hay tres nifias [le-
yendo] el por cada me lia bastante, pero lo he hecho... tal como lo hemos hecho en clase yo
creo que es... dos... comparar dos partes. No es una fraccion para operar ni nada de eso sino
como comparar dos partes y 1o pongo asi porque... nimero de nifios... o sea, pongo a una parte
las letras y a la otra las... la fraccion no sé por qué. Lo he hecho siempre asi. No s¢. Porque yo
de normal cuando me dan dos nifi... por cada dos niflos hay tres nifias, yo pongo la fraccion,
entonces, a una parte pongo las letras y a la otra la fraccion.

La estudiante justifica su respuesta utilizando algunas de las ideas sobre fracciones,
razoén y proporcion que posiblemente se han presentado a lo largo de su formacién como
maestra. Manifiesta las dificultades que le plantea la comparacion “por cada” y afirma
que se apoya sobre la idea de fraccion como parte-parte. En la parte final de su explica-
cion introduce un razonamiento que se apoya sobre la disposicion de elementos a ambos
lados del signo igual (“pongo a una parte las letras y a la otra las... la fraccion no sé por
qué”). Es decir, parece construir la ecuacion atendiendo a una configuracion espacial,
pero sin tener en cuenta la necesidad de que ambos miembros del signo igual represen-
ten cantidades iguales.

A continuacion se le ofrece la tarea médicos-pacientes, pero obligandole a usar el
signo de multiplicar. Construye la ecuacion NUMERO DE MEDICOS*NUMERO DE
PACIENTES = 3*29 y lo justifica de la siguiente manera:

Sujeto 4: No tengo un porqué en si, porque cuando hicimos los problemas que hicimos [se
refiere al cuestionario del estudio de grupo] habian tanto de multiplicacion como de division.
Cuando me dejaba hacer solo la multiplicacion yo veo un problema igual que el de division...
Yo haria una division...

Entrevistador: (Y cémo la harias?

Sujeto 4: Igual que he hecho el anterior.

Entrevistador: Venga.
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Sujeto 4: Tres partido de veintinueve... Pero no puedo porque no tengo la division. Yo lo
escribiria asi, seguramente estaria mal porque no sé como lo escribiria... no sabria escribirlo
de otro manera... Yo lo escribo asi, bueno sera lo mismo... [...]... Yo leo esto “por cada tres
médicos hay veintinueve pacientes” y yo haria otra vez fraccion. Pero si me das esos datos ha-
ciendo una multiplicacion, no sabria qué hacer porque no puedo multiplicar las palabras por
un numero.

En el didlogo anterior, se observa que la estudiante es capaz de mantener el razo-
namiento que le llevaria a la produccién de una ecuacion correcta si pudiera usar la
division. Sin embargo, afirma que no puede hacerlo usando multiplicacion. En su razo-
namiento se pone de manifiesto que es capaz de transformar la ecuacion que plantearia
usando divisiones a una ecuacion en la que solo haya multiplicaciones, pero considera
imposible “multiplicar las palabras por un nimero”. Nuevamente, parece que lo que go-
bierna las decisiones sobre la correccion de la ecuacion son criterios de configuracion
espacial sobre la idea de expresar cantidades equivalentes. En este caso parece que in-
tentar trasladar la idea de colocar una operacion con los nimeros en un lado y una ope-
racion con los literales en el otro. Esta interpretacion se refuerza al continuar el didlogo:

Entrevistador: {No puedes?

Sujeto 4: Yo no puedo mult... O sea, si yo multiplico nimero de médicos por veintinueve
estoy haciendo lo mismo que pone en la misma [sic] tres por veintinueve. Porque niimero de
médicos es tres y nimero de pacientes es veintinueve daria igual que pusiera el nimero con
las letras en todo caso porque seria lo mismo.

De hecho, la afirmacion que realiza inicialmente (“si yo multiplico nimero de médi-
cos por veintinueve”) le llevaria a un planteamiento correcto. Sin embargo, supone una
equivalencia incorrecta entre el nimero de médicos que aparece en la comparacion (re-
presentado por 3) con un numero de médicos cualquiera (representado por un literal) que
le permite elegir una representacion incorrecta en la que se conserve la idea de colocar
nimeros en una parte de la ecuacion y literales en la otra.

e) El caso del sujeto 5

El sujeto 5 fue seleccionado por haber cometido dos veces el error de inversion en
el estudio de grupo (3*NUMERO DE MEDICOS = 29*NUMERO DE PACIENTES y
2*NUMERO DE NINOS = 3 * NUMERO DE NINAS). En primer lugar, se le ofrecio la
tarea de nifos-nifias, teniendo disponible tanto la multiplicacion como la division. Cons-
truy6 la ecuacion 2/NUMERO DE NINAS = 3/NUMERO DE NINOS lo que implic6 co-
meter un error de inversion. Cuando se le pidi6 que explicase por qué habia escrito esta
ecuacion, respondio:

Sujeto 5: Por cada dos niimero de nifios [sefiala el boton 2], o sea de nifias, no lo voy a
multiplicar por el nimero total... sino... Esto es la multiplicacion, jno? [Senala el signo de la
multiplicacion]

Entrevistador: Si.
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Sujeto 5: Si pusiera dos por numero de nifias, estaria multiplicando los datos totales, y por
eso he utilizado la barrita de division [senala la division]. He puesto que cada dos numeros
de nifias (sefiala el primer miembro de la ecuacion construida) tenemos tres niimeros de niflos
(sefiala el segundo miembro de la ecuacion). Cuando hice esto [se refiere al estudio de grupo]
empec¢ haciéndolo asi, y a mitad cambié, porque pens¢ en lo de las multiplicaciones, o sea, si
esto es igual, yo diria, dos (sefiala dos en la ecuacion que ha construido) por nimero de nifios
(sefiala NUMERO DE NINOS en el otro miembro), y el tres por el nimero de nifias. La mul-
tiplicacion en cruz y entonces me lie y lo cambié todo otra vez.

Al explicar la ecuacion el sujeto se refirio a los miembros de la ecuacion de manera
idiosincrasica (2/NUMERO DE NINAS como “dos nimero de nifias”) y explico que
habia llegado a esta ecuacion partiendo de una representacion mental de la ecuacion in-
vertida 2¥*NUMERO DE NINOS =3*NUMERO DE NINAS y pasando los literales di-
vidiendo al otro término (“multiplicando en cruz”).

A continuacion se le ofreci6 la tarea de Médicos-pacientes, pudiendo disponer tan
solo la multiplicacion como en el estudio de grupo y construyd la ecuacion incorrecta
3*NUMERO DE MEDICOS=NUMERO DE PACIENTES. Cuando se le pidi6 que ex-
plicase por qué habia escrito esta ecuacion, respondio:

Sujeto 5: El nimero total de pacientes tiene que ser el total de la operacion... porque en un
hospital por cada tres médicos, hay veintinueve pacientes... entonces, es que el veintinueve
no lo queria multiplicar... cada tres médicos... tres por el nimero de médicos igual al nimero
de pacientes... No lo entiendo!

La afirmacién “El numero total de pacientes tiene que ser el total de la operacion” po-
dria permitir explicar el comentario “Si pusiera dos por nimero de nifias, estaria multipli-
cando los datos totales” realizado en el item nifios-nifias. Parece que la estudiante realiza
un razonamiento que podriamos ligar a una concepcion procedimental del lenguaje al-
gebraico que se refleja en la dificultad para aceptar la falta de clausura (Collis, 1981).

CONCLUSIONES

El andlisis de los datos del estudio de grupo nos lleva a concluir que la presencia de
informacién en el contexto que permita determinar qué cantidad es mayor no repercute
en la incidencia del error de inversion (objetivo 1). Este resultado se alinea con los ob-
tenidos por Wollman (1983) y Gonzalez-Calero, Arnau y Laserna-Belenguer (2015) al
estudiar la traduccion de enunciados con comparaciones multiplicativas al lenguaje del
algebra. El diseflo experimental, sin embargo, no permite identificar si los estudiantes
son conscientes de esta informacion pero no la usan o bien si ni tan siquiera la perciben.
Esta limitacion abre una linea futura de investigacion sobre la gestion que realizan los es-
tudiantes de las pistas contextuales presentes en el enunciado como un elemento de con-
trol a la hora de construir ecuaciones.

Por otro lado, en el estudio de grupo se observa que hay un porcentaje muy bajo de
estudiantes que producen respuestas correctas (5,7% en médicos-pacientes y 8,5% en ni-
flos-nifias), mientras que el porcentaje de error de inversion alcanza casi un 40% de las
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respuestas (37,7% en médicos-pacientes y un 38,7% en nifios-nifias). Hemos identifi-
cado un nuevo patron incorrecto de respuesta que hemos codificado como producto de
numeros igual a producto de literales que supone un 19,8% de las respuestas en la tarea
médicos-pacientes y un 24,5% en niflos-nifias. Ademas, en el andlisis de las respuestas
clasificadas como error de inversion, se observa que en el 75,0% de las ecuaciones pro-
ducidas en el item médicos-pacientes y en el 70,7% en el item nifios-nifias las cantidades
se disponen en el mismo orden en el que aparecen en el enunciado. Esta coincidencia es
practicamente plena si solo se atiende a la posicion de los literales.

De hecho, y enlazando con la discusion del objetivo 3, las explicaciones que se ofre-
cen a los errores de inversion que se comenten en el estudio de casos se pueden encua-
drar dentro del modelo conocido como coincidencia en el orden de la palabras. Es decir,
una fuente del error de inversion puede ser que los estudiantes realizan una lectura de iz-
quierda a derecha y lo traducen literalmente a la ecuacion sin que exista una reflexion
sobre la necesidad de producir una igualdad entre cantidades. Por otro lado, las ecuacio-
nes que se han clasificado como producto de numeros igual a producto de literales pa-
recen tener su origen en razonamientos apoyados sobre el respeto a una simetria de la
configuracion espacial, nuevamente, sin atender a la necesidad de igualdad entre cantida-
des. Ademas en la generacion de este error también se pone en ocasiones de manifiesto la
percepcion errdnea por parte de los estudiantes de que las cantidades que refieren a co-
lecciones distintas formada por el mismo tipo de objetos son intercambiables. Esto po-
dria interpretarse como el fendmeno inverso al conocido como error al asociar referentes
multiples a una misma representacion, ya que en nuestro caso se asocian representacio-
nes distintas a un mismo referente.
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